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lére composition 1/3

PREMIERE COMPOSITION
(Option générale) Durée : 3 heures

L’objet du probléme est 1’étude de la fonction F définie sur R par:

1 2
F(x) =J e-xln(1+t)

0
puis la détermination d’une valeur approchée de 1’unique racine de I’équation F(x)=x.

dt

PREMIERE PARTIE

Etude de la fonction F.

1. Ensemble de définition de F.

Montrer que F est définie pour tout réel x.

2. Détermination de quelques valeurs de F.
a) Calculer F(0) et F(1).
b) Montrer, a I'aide d'une intégration par parties, que
1 2
J‘—%d't='—1‘+%l:(l)
o (1+¢7)

En déduire une relation entre F(1) et F(2), puis la valeur de F(2).

F-y

c) Plus généralement, établir une relation de récurrence entre F(n) et F(n+l), et
montrer que ’on peut ainsi calculer F(n) pour tout entier naturel n.
d) Calculer F(-n) pour n entier naturel non nul. Donner les valeurs de F(-1) et de

F(-2) sous forme de fractions.

3. Sens de variation de F.

Montrer que F est décroissante sur R.

4, Etude de F quand x tend vers -w.

a) Lorsque x est strictement négatif, déterminer le sens de variation de la

2
e-xln(1+t ) sur [0,1], puis exprimer sa valeur en { = 1

fonction te 5

b) En déduire que lim_ F(xX) = +» .
X—> - 0
F(x)
-

c) Déterminer T_i)mw Qu'en résulte-t-il pour la courbe représentative de F
x -

quand x tend vers -w ?
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5. Etude de F quand x tend vers +w.

a) Montrer que Vieg[0,1] % < £n(1+t2).

2
1 xt

b) En déduire que VxeR' F(x) = I e Tz dt
5 0
_u
c) Soit ¢(x) = r e 2 du.
0 2
1o _xt?
Pour x>0, exprimer J‘ e 2 dt a l'aide de la fonction ¢.
0
En déduire que lim F(x) = O.
X—>+0®
6. Etude de la dérivabilité de F.
1 2
a) Soit g(x) = - J' XD 4148 .

]
Montrer l’existence de g(x) pour tout réel x.

2
b) Montrer que VaeR ]ea -1-a| = a elal.

c) Montrer que Vx €R VheR avec Ih|=1,
2 1 -x tn(1+?) 2,,2 :
[Fox#h) - Fix) - b glx)| = b% [ ™ (Ln(1+¢4))? dt.
o

d) En déduire que F est dérivable et expliciter F’(x). Retrouver le résultat de la
troisiéme question.

e) Calculer F’(0) et en donner une approximation décimale par défaut a 107 pres.

7. Tracé.
En réunissant les résultats précédents, dresser le tableau de variation de F et

donner I’allure de sa courbe représentative (6) dans un repére orthonormé.

DEUXIEME PARTIE

Etude de 1’équation (E): F(x) = x .
1. Calcul d’une valeur approchée d’une intégrale.

Soient a et & deux réels tels que a<k et soit ¢ une fonction de classe c? sur le
segment [a,&].

s
On pose ¢ = ﬁ;—", Ip) = j o(t)dt et R(p)= (8-a)p(c).
a

a. Dans le cas ou ¢ est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a I,

montrer que I(g)=R(p).
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Montrer que
t
Viela,b] @t)=P(t)+]| (t-u) ¢"(u) du
c
ou P est un polynéme que l’on précisera.

& 2
Montrer que I(p)-Rip)= I [ (t-w)e"(u) du] dt.
at ‘¢

3
En déduire que |I(p)-Rlp)|= (&éi)

M, od M, = sup lo"()].
tela, ]

2. Etude de I'équation F(x) = x .

a)
b)

Montrer que l’équation (E) a une solution unique; soit a cette solution.

Montrer que a€]O,ll.

3. Détermination d’une valeur approchée de a.

a)

b)

c)

d)

On admet que F est deux fois dérivable sur R et que
1 _xtn(1+t?)
e

0
Quel est le sens de variation de F’?

F'(x) = j [n(1+91 dt.

Soient A et B les points de (&) d’abscisses respectives 0 et 1; soit B
I’abscisse du point d’intersection de la droite d’équation y=x avec la corde AB.
Déterminer B.

Montrer que F(B)<B. Pour cela, on pourra considérer la fonction 8 définie sur
[0, 1} par &8(x)=p(x)~F(x) ol y=p(x) est 1’équation de la corde AB.

En déduire que F(8) < a < B.

Détermination d’une valeur approchée de F(B).

2
On pose Ax(t) = e-xln(ht ) o 1+£57X,
1
Pour calculer F(B8) = IAB(t)dt, on utilise la méthode de la question 1. en
o .

partageant [0,1] en quatre intervalles égaux; on prend donc comme valeur

approchée de F(B) le nombre
3
1 11
R =3 LAl * 30

Calculer R, majorer |F(B)-R| et donner un encadrement de F(B).

e) Déduire des questions c) et d) un encadrement de a.



