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PREMIkRE COMPOSITION 
(Option générale) 

DurCe : 3 heures 

E désigne le R-espace vectoriel des fonctions continues definies sur [OJl et A valeurs 
dans IR. 
L’application N de ~O,llx[O,ll dans R est définie par : 

a+t - 1 a-t 1 
2 

N(a,t) = 

Pour # Clément de E, on designe par U(t) l’application de [0,11 dans iR définie par : 

U ( t ) ( a )  = S i  N(a,t)#(t)dt 
La partie I I  utilise des résultats de la partie 1. 
La partie I I I  utilise également des résultats de la partie 1, ainsi que les rCsultats de la 
question 11.2. 

PARTIE 1 

1. Montrer que, pour tout a E I0.11, l’application 
[O.ll 3 w 

t + N(a,t) 
est un Clément de E. Donner sa reprksentation graphique pour les valeurs suivantes de a : 

1 

3 

Montrer que U ( # k )  = V(t)dt + a S’ t(t)dt 

a = O  a = -  4 c = 1  

X 

2. Soit eo l’élément de E défini par : 
V t  E (0.11, 

Représenter graphiquement la fonction U(eo). 
eo(t) = 1 

Montrer que sup 
a€ I O , I I  

3. Soit e, l’élément de E défini par : 
II 

V t  5 [0,11, e,(t) = sin (- t )  
2 

Montrer qu’il existe un réel A, dont on précisera la valeur, te l  que U(e,) = he, . 

4. Soit U l’application qui à tout # E E fa i t  correspondre U(#h 
4.a. Montrer que U est une application linéa’lre de E dans lui-même. 

4.b. Soit # E E. Montrer que U(#) est de classe 6’ e t  que sa dérivée seconde vérifie : 
[U(#)l” = -# 

Préciser les valeurs de U(#)(O) et [U(t)l’(l). 

PARTIE II 

1. Déterminer le noyau KerU de l’application linéaire U. U est-elle injective ? 

2 2. On définit G = Cg/g E E, g est  de classe C , g(0) = O. g’(1) = O) 
2.a. Vérifier que G est un sous-espace vectoriel de E. 
2.b. Soit g E G . Montrer que g admet un unique antCcédent par U, que l’on précisera. 
2.c. En déduire ImU, l’image de l’application linéaire U. 

U est-elle surjective ? 

3. Soit A un réel non nul. 
On note UA l’application linéaire de E dans lui-même définie par : UA = U - A I4 
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3.a. Soit # éldment du noyau KerUA de UA . 

3.b. En déduire que KerUA = {O) sauf lorsque A appartient h l’ensemble : { Former une équation différentielle du second ordre satisfaite par t . 
Préciser les valeurs de t(0) et de r(l1. 4 

n2(2k+1I2 
; k IN} 

4 
Lorsque A = avec k E bJ, donner la forme générale des déments de KerUA . 

n2(2k+l 

PARTIE III 

= O ;  Y’(1) = O 
On considère l’dquation (Pl suivante : 

où Y est une fonction inconnue de classe C2 sur [0,11 à valeurs dans IR, et cp une fonction 

donnde, de classe C de IR vers IR, satisfaisant à la condition : 1 

sup Icp’(t)l = A ; O<A<2 
teR 

1. On suppose que (Pl admet une solution Y, . 
On pose, pour tout (L: E [0,11, 

z(C) = Jt N(g~t).(p[Yo(t)l dt 
Calculer Z ; en ddduire qu’il existe des constantes a et j3 telles que V e  E [0,11, 
Y,(e) = cta + j3 + Z(e) puis en déduire V a  E [0,11, Z(e1 = Y,(&). 

2. Dans cette question on établit que (Pl admet au plus une solution. 
2.a. Montrer que, pour tout (4,&1 E IR2, on a 

2.b. On suppose que Y, et  Y, sont deux solutions de (Pl. 
Icp(4) - dt2q 4 AlG-Gl 

Justifier l’existence d’un réel M tel que M = sup IY,(e) - Y,(e)(  

2.c. A l’aide de la question (111.1.1, prouver que, pour tout 4: E l0.11, l’on a : 
- [ O ,  11 

A 

2 
IY1(C) - Y,(OC)l 5 - M 

2.d. En déduire le résultat annoncé ci-dessus. 

3. On prend ( p ( t 1  = &Sint, avec w réel tel que O<w&?. 
Quelle est la solution unique de (Pl ? 

4. On prend (p(t) = w*cost, avec O rCel tel que O W C F .  
On admet ici que (Pl possède une solution que l’on note L. 
On définit une suite de fonctions (u,JnE~ de [0,11 vers W par : 

va: E [0,11, U o ( d  = O 

Vn B N, va: E [0,11 : un+,((t) = w2 J;N(K,~) cos[u,,(t)~dt 

4.a. Prouver que, pour tout (4,t-J e R2, I C O ~  - co!+lslG-&l 
4.b. Prouver que, si l’on pose pour tout n, n E H 

t € [ O , l I  
A,, = sup Iu,,(t) - on a : 

4.c. En déduire l i m  A,, = 0 
n+ a 

Quelle est votre conclusion sur le système (p) dans ce C a s  +? 


