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lére composition 1/2

PREMIERE COMPOSITION Durée : 3 heures
{Option générale)

E désigne le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur [0,1] et 4 valeurs
dans R.
L’application N de [0,11x[0,1] dans R est définie par :
a+t -|x-t|
N(z,l) = ———

Pour { élément de E, on désigne par U({) 1’application de [0,1] dans R définie par :
UDe) = ) Nz, it

La partie II utilise des résultats de la partie I.

La partie III utilise également des résultats de la partie I, ainsi que les résultats de la
question I1.2.

PARTIE I
1. Montrer que, pour tout « € [0,1), I’application
[0,1] —» R
t — N(az,t)
est un élément de E. Donner sa représentation graphique pour les valeurs suivantes de &« :
1
a=0 T = - =1

3

Montrer que Ul = J‘: H(tdt + « f; Ht)dt

2. Soit e, I’élément de E défini par :
vt € [0,1], ey(t) =1
Représenter graphiquement la fonction Ule,).

1
Montrer que sup |Uley)la)| = 5
[ )

3. Soit e; 1’élément de E défini par :

Vt € [0, e = sin (g 8

Montrer qu’il existe un réel A, dont on précisera la valeur, tel que U(e,) = Ae, .

4. Soit U l’application qui a4 tout { € E fait correspondre U({).
4.a. Montrer que U est une application linéaire de E dans lui-méme.

4.b. Soit { € E. Montrer que U({) est de classe c? et que sa dérivée seconde vérifie :
e = -¢
Préciser les valeurs de U{£}(0) et [U(DI'(1).

PARTIE 1I

1. Déterminer le noyau KerU de !’application linéaire U. U est-elle injective ?

2. On définit G = {g/g € E, g est de classe c?, g(0) = 0, g’(1) = 0}
2.a. Vérifier que G est un sous-espace vectoriel de E.
2.b. Soit g € G . Montrer que g admet un unique antécédent par U, que l’on précisera.
2.c. En déduire ImU, !'image de |’application linéaire U.
U est-elle surjective ?

3. Soit A un réel non nul.
On note Uy l'application linéaire de E dans lui-méme définie par : Uy = U - A Idg
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3.a. Soit { élément du noyau KerU, de U, .
Former une équation différentielle du second ordre satisfaite par ¢.

Préciser les valeurs de {(0) et de {'(1). 4
3.b. En déduire que KerU, = {0} sauf lorsque A appartient a I’ensemble : _———— k€N
w2(2k+1)2
4
Lorsque A = ————— , avec k € N, donner la forme générale des éléments de KerU, .
12(2k+1)?
PARTIE 111

On considére 1'équation (P) suivante : (P){Y + oY) =0

Y(0) =0; Y'(1) =0

ol Y est une fonction inconnue de classe C2 sur [0,1] &4 valeurs dans R, et ¢ une fonction

donnée, de classe Cl de R vers R, satisfaisant 4 la condition :
sup |¢'(8)] = A ; O<A<2
teR
1. On suppose que (P) admet une solution Y, .

On pose, pour tout « € [0,1),
Z(x) = f N(@,b).0[Yo(t)] dt

Calculer Z" ; en déduire qu’il existe des constantes « et B telles que V& € [0,1],
Yo(a) = ax + B + Z(x) puis en déduire V& € [0,1], Z(x) = Y,(x).

2. Dans cette question on établit que (P) admet au plus une solution.
2.a. Montrer que, pour tout (¢,t,) € R?, on a

le(t) - olt)| = Al4-t;]
2.b. On suppose que Y, et Y, sont deux solutions de (P).

Justifier 1’existence d’un réel M tel que M = sup |Y (@) - Y,(x)|
xel0,1)
2.c. A 'aide de la question (III.1.), prouver que, pour tout « € [0,1], I'on a :

A
|Y1(x) - Yz(c)l = E M

2.d. En déduire le résultat annoncé ci-dessus.

3. On prend ¢(¢) = w2sint, avec w réel tel que 0<w<d2 .
Quelle est la solution unique de (P) ?

4. On prend ¢(1) = w2cost, avec w réel tel que 0w<d2 .
On admet ici que (P) posséde une solution que !'on note L.

On définit une suite de fonctions (u,),en de [0,1] vers R par :
ve € [0,1], uyla) =0
Vn € N, Ve € [0,1] : up, (@) = w2 [IN(,2) coslu,(t)ldt

4.a. Prouver que, pour tout (¢,t;) € R?, |cost, - cost,|=|¢,-4,|

4.b. Prouver que, si 1’on pose pour tout n, n € N w?
A, = sup |u (@) -L@) ona: bna =3 bn
tel0,1]

4.c. En déduire lim 4, = O
N>

Quelle est votre conclusion sur le systéme (P) dans ce cas ?



