
ECRICOME 1996 

Mathématiques 1/6 

399 

E C R 1 C 0 M E Option Economique et Technologique 

EXERCICE 1 

On désigne par n un entier naturel non nul, et l'on se propose d'étudier les racines de 
l'équation : 

l n z + t = n  ( E n )  

À cet effet, on introduit la fonction f de la variable réelle 5 définie sur W*+ par : 

f(z) = l nz  + z 

1.1. Existence des racines de (En) 

1. Étudier les variations de la fonction f. Montrer que f est une bijection de w'+ sur W. 
En déduire que, pour tout entier naturel non nul n,  ( E n )  admet une racine et une seule 
t n  et que la suite (Xn)neN* est strictement croissante. 

2. Donner la valeur de XI. Trouver, à l'aide de la calculatrice, une valeur approchée de x2 
à 10-2 près , et déterminer l'entier naturel p tel que : 

- < 2 2 < -  P + l  
100 100 

3. Représenter la fonction f relativement à un repère orthonormal du plan (unité graphique : 
2 cm). 

1.2. Étude de la convergence de (Zn)nEN* 

1. Montrer que : 
vx E W*+ l n s  < I 

2. Prouver que l'on a : 
n 

VnEN'  ? $ t n < n  

3. Quelle est la limite de 2 n  quand n tend vers +oo ? 

1.3. Comportement asymptotique de (Xn)nEN' 

1. Montrer que - tend vers O quand n tend vers +m. En déduire que : 
n 

2. Calculer la limite de tn+l  - z,, quand n tend vers +oo. 

3. On pose : 
n - Z n  

11, = - Vn E N' In n 

a. Montrer que : 
ln % 

?A*-1=- In n Vn E N* 
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b. Quelle est la limite de un quand n tend vers i-00 ? 

c. Prouver alors que : 
1 

l - u n - -  
n n++w 

4. En déduire qu’il existe une fonction E ayant une limite nulle en zéro telBe que, pour tout 
entier supérieur ou égal à 2, on ait : 

Inn Inn 
n n = n - inn  + - + -e (r) 

EXERCICE 2 

Dans cet exercice, on se propose d’étudier la nature et la somme de la série de terme général : 

% 
Vn E N’ un = 1 z sin(nx)  COS^ z dx 

A cet effet, on pose : 
n -  

et on admettra dans la suite que, pour tout réel t : 

n C C; sin(2pz) = 2” sin(nz) cosn t 
p= 1 

2.1. Calcul de un en fonction de S n  

1. On définit la fonction fn  par : 

a. Montrer que fn  est une fonction polynomiale sur [O, 11. 
b. On pose: 

Prouver que : 

r p=l 

puis, après avoir calculé (1 - t)&-’ dt montrer que : 

In  = S n  



ECRICOME 1996 

Mathkiiiatiques 3/6 

401 

2. Montrer que, pour tout entier naturel p non nul : 

7r (- 1)P+' 
4P 

Li x sin(2px) dx = 

et, à l'aide de la formule admise, en déduire que : 

rr 
U n  = - 2n+2 Sn 

2.2. Convergence et somme de la série : 

Soit f la fonction définie sur [O, 1[ par : 

f(z) = - ln(1 - x) 

1. Étudier les variations de la fonction cp définie par : 

et montrer que : 
vt E [O ,x ]  O 6 V ( t )  6 2 

2. Vérifier que : 
1 +- 9 0 )  2 - 1 

1 - t  ( 1 - t ) 2  1 - t  
vt E [OJ] - = 

3. Montrer par récurrence que : 

n k  
VTI E N' V X  E [O, 1[ f(2) = 5 + R n ( z )  

où l'on a posé : 

4. Déduire de 2.2.1 que : 

V X  E [O, 1[ O < Rn(X) < - s n l n ( l  - X )  

n 

5.  Exprimer la quantité (1 - x) S k X k  en fonction de f(x), R n ( z ) ,  Sn et x. 
k=l 

Prouver que la série de terme général S k x k  est convergente. hlontrer que sa somme est 

1 - 2  
f (4 - 

+W 

6. En déduire la valeur de CuP. 
p =  1 
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PROBLÈME 3 

3.1. Première partie 

On désigne par E l'espace vectoriel IR3, par B = ( e l , e Z , e S )  une base de E ,  et par f l'endo- 
morphisme de E qui, à tout vecteur u de coordonnées (5, y, z )  dans la base B ,  associe le 
vecteur u1 de coordonnées (5'. y', L I )  dans la base B tel que : 

4s' = y 
4y' = 4s + 2y + 42 { 42' = y 

1. Écrire la matrice A4 de l'endomorphisme f dans la base B. 

2. Calculer les valeurs propres de f. 
f est-il diagonalisable ? 
A l  est-elle inversible ? 

3. DCterminer les sous-espaces propres de f .  

3.2. Deuxième partie 

On dispose de deux urnes A et B : initialement l'urne A contient N boules noires tandis que 
l'urne B contient N boules blanches, avec N 2 2. On y effectue une suite d'épreuves, chaque 
épreuve étant réalisée de la façon suivante : 
On tire au hasard une boule dans chacune des deux urnes, la boule tirée de l'urne A est mise 
dans B .  celle tirée de B est mise dans .4. 
On appelle Y'k la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans l'urne A 
à l'issue de la k-ènie épreuve et l'on pose z k  = Yk-1 - Yk, pour k entier naturel non nul, avec 
la convention Y0 = ?V. 
Pour k et j entiers naturels. on pose : 

. P ( k , j )  = P [Y& = j ]  

où P désigne la probabilité. Ainsi : 

P [ Y k = j ]  = O s i j > N  

P [ Y o = k ]  = OsikfN 
P [Y0 = ."] = 1 

P(Yk = -11 = O 

3.2.1. Étude du cas particulier .V = 2 

On note uk = ( p ( k ,  1) ) ,  v = 5 ( 4 ) et w = ( i1 ).  P(k,  0) 

P k  2)  -1 

1.  Déterminer U1. 
Calculer les probabilités conditionnelles : 

Plrk=j (yk+l = i) 

pour z E {O, 1,2}  et j E {O. 1 . 2 )  puis montrer que, pour tout entier naturel k : 

u k + l  = h4.Uk 
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2. Prouver que, pour tout entier naturel k non nul : 

3. En déduire l’expression de p ( k .  O ) ,  p ( k ,  1) et p ( k ,  2) en fonction de k pour k entier naturel 
non nul. 

4. Montrer que l’espérance E [ Y k ]  de la variable Y k  est constante. 

5. Calculer la variance V [ Y k ]  de la variable y k  en fonction de k et sa limite lorsque k t.end 
vers +w. 

3.2.2. Retour au cas général 

Dans cette deuxième partie. on revient au cas général avec IV 2 3 et on se propose d‘étudier 
la convergence des suites ( E  [Yk])kE.”; .  et (V [l i])kch.. .  

1. Calcul de l’espérance E [ Y k ]  de la variable Y i  : 

a. Quelles sont les valeurs prises par la variable Zk ? Calculer : 

pour j E N. j < iv et k E N’ 
b. En appliquant la formule des probabilités totales, prouver que, pour t,out entier 

2 
naturel k non nul : 

E [Zk] = F E  [Yk-11 - 1 

c. YIontrer que la suite ( E  [ Z k ] ) k c ~ .  est géométrique. 
d. En déduire l‘expression de E [ Z k j  et E [Yk] en fonction de k et de N .  

e. hlontrer que les suites ( E  [Zk j ) k , s .  et ( E  [Yk])kE3. sont convergentes et donner leur 
limite quand k tend vers +x. 

2. Calcul de la variance V [ Y k ]  de la variable Yk : 

a. hlontrer que : 
E [Z:] = E [);;?_II - 2E (I’kYk-11 + E [Y:] 

puis que : 
E ( Z k l ’ k - l ]  = E [y:-,] - E [ Y k Y k - l )  

b. En utilisant la méthode de 3.2.2.1.b. montrer que : 

puis que : 
n n 
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c. Déduire des résultats précédents que : 

puis que : 

(On utilisera la relation E ( Y k ]  = Y E  ( Y k - l ] +  1 ) .  
d. En remarquant que : 

N N - 2  
2 IV E[Yk] - - = - [. [ y k - l ]  - :] 

en déduire que V [ Y k + l ]  est égal & : 

2 ( N  - 1 )  ( N  - 3 )  
N 2  

( N  - 2 ) 2  (N2 - 4.47 + 2 )  2 ( N - 1 )  v [ y k - l ]  -k N 2  N4 v [ y k ]  - 

e. On pose : 
N 2  

U k  = v [ Y k ]  - 
4 ( 2 N  - 1) 

Montrer que : 

2 ( N  - 1 )  ( N  - 3 )  
N 2  

(-47 - 2 ) 2  (N2 - 4.V + 2 )  
u k  - il;4 'Uk-1 u k + l  = 

f. En déduire qu'il existe deux réels X et pl que l'on ne calculera pas. tels que : 

lorsque k tend vers +oo. 
N 2  

4(2N - 1 )  
g. Montrer enfin que V [ Y k ]  tend vers 


