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Ed ECRICOME 
Banque d'épreuves écrites communes aux concours des Ecoles: 

ESC Bordeaux, ESC Marseille-Provence, ESC Reims, ESC Rouen, ICN Nancy 

EXERCICE 1 

1.1 Étude préliminaire 

On considi.re l'application .f d6finie sur IR+ par : 

1. 

2. 

3. 

4. 

1.2. 

1. 

2. 

3. 

4, 

DurCe : 4 heures 
Option GCnCrale 

Étudier la continuité et la dérivabilité dc f sur 3'. 

Dresser lc tableau des variations dc f .  

On considère un rephre orthonornial R = (O. 7.7) du plan et. l'on note (C) 
la courbe représentative de f dans ce repère. Quelle est la position de (C) par 
rapport à sa tangente (7) en son point d'abscisse 1 ? 

On note 9 la restriction de f k l'intervalle Z = [ f . +CO [. Démontrer que g 

réalise une bijection de I sur un intervalle J que l'on précisera. 

Étude d'une fonction 

Dhont re r  qu'il existe iine application p dc J bur I telle quc 

Établir que p est négligeable devant la fonction logarithme nép6rien au voisinage 
de plus l*iiifini. 

Déterminer lc plus grand iiitervallc K inclus dans J sur lequel 9 est dérivable 
et montrer que : 

; (XI  

1' ( g ( . z )  + l n x )  
vx E A- ;'(.r) = 

On note (r) la courbe représentativc de 9 dans le repère R. et, pour tout é1Cmciit 
n de W. 011 riote (TL) la tailgente b (r) en soli point d'abscisse t t .  

a. Déterminer l'abscisse u f ,  du point d'intersection de (11,) avec l'axe (O. 7). 
b. Donner un équivalent siniple de (if, lorsque n tend vers plus l'infini. 
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EXERCICE 2 

il. Établir qiic @ est 1111 eiidoiiiorpliisiiic~ de W [ X I .  
11. Notant p 1111 ei i t ic~ naturel. on d6signe par a,, la restriction (le Q, b R/, 1.Y . 

i .  Iloiitrcr que al, est un cridoniorpliismc de W, [XI. 
ii .  011 liotcb B,, = i l .  X .  -y2. .... X P )  la 1 ) ~ s ~  canoniqur (ic IR,, [XI .  ktatjlil 

que la matriw dc a,) dans B, est uiie niatricc triaiigulnire siip6riww 
dont on dC.termiiiera les ternies diagonaux. 

est uii automorp~lisiiir de w [ X I .  
iii. EH d6diiire que a,, est un aiitonrorphisiile de R,, [,Y]. 

c. Prouver quC 
(1. Déiiioiitrer qu’il existe un polynônic unique de R [-Y] vkifiant la rC1dtKJll 

(1). On précisera soli degré et on le notera & ( X ) .  

2. On écrit : 
11 

k=O 

a. Vérifier que : 

b. En déduire le syst6me dont les urh.k sont les solutions. Préciser la valeur de 

c. Déterminer E o ( X ) .  E l ( X )  et E 2 ( X ) .  
d. Démontrer que , pour tout entier naturel R : 

an.,, . 

et en déduire l’expression de E i k ) ( X )  (dérivée k-ème de E n ( X ) ) .  

e .  Montrer que : 
E n ( X )  = ( - I )”En( l  - X )  

et en déduire, pour n pair strictement positif, la valeur de En(0)  et En( 1 ) .  
ainsi que, pour n impair, la valeur de En($.). 

f. Dkterminer E 3 ( X )  et E4(X). 
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PROBLÈME 3 

3, l .  Étude d'une variable aléatoire X : 

1. 0 1 1  considtw lii fonction nunidriqiie F de la varialAe .r d6finie sur 3. par 

e r  

1 + e.u 
F ( . r )  = - 

et l'on riotc (r) sa courbe rcprdscntatiw> dans 1111 rcphre orthogonal (O. 1.7) 
(unit& : 2 cm sur l'axe des abscisses. 10 cm sur l'axe des ordonni-es). 

a. Dresser le tahlcau des vilriatioiis (lc F .  On notera f la dérivi-e (le F .  

b. Démontrer que le point f 2  O. 1 est centre de syniétrje de (r). Donner une 

c.  Établir que f est paire. et étudier la concavitd de (r). 
d. Construire (r) et (A) .  
e. Prouver que F r6alise une hijcction de W sur ]O. l[. et cxprinier F - ' ( r )  pour 

f. V4rifier qiie f est une densité de probabilitd. 

( 2 )  
équation de la tangente (A) B (r) en 12. 

.P él4mcnt (le ]O. 1[. 

2. On d6signe par X iine variable aldatoire adiiiettant f pour deiisit4 de probabilité. 

a. Déterminer les quartiles de X .  c'est-à-dire les réels Q 1  vbrifiant. pour i 
entier compris entre 1 et 3 : 

et les faire apparaître sur la figure du 3.1.l.d. 

b. Soit E un élhment de 10. l[. Exprimer en fonction de F le plus petit r6el a 
tel qlle : 

P [ { J X (  > Ck}] 6 f 

c .  hIontrer que X possède une espérance mathématique et. la calculer. 

3,2. Calcul de deux intégrales : 

On se propose dans cette partie de calculer les deux intbgrales : 

.1 In( 1 + J . )  I = / ' *d . r  ct J = .I' d X  
. O  l + . r  

( O n  rappelle le résultat suivant .: Si .f est une  fonct ion continue sur ] O .  1). prolongeable 
p a r  continwtP à droite e n  zéro. alors l'intégrale 1: f ( x )  dx est convergente). 
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1. Étude de la convergence de I et J .  

a. Démontrer que .I est convergente. 

1 ) .  Pour tout réel E de ïO. 1). on pose : 

Montrer que h est nionotone et born6e sur ]O. 1). En dC.diiirc1 que l*intégrale 
I est convergente. 

2. Dkmontrer que pour tout entier naturel non nul 71 et 
[O. 11. on a : 

n (-1)-l xRtl 1 
1 + J  
-- - 1 + 1 (-l)"." + 

1 + .I' k= 1 

pour tout dément x de 

(1) 

3. Ou désigne par k UII entier iiaturel. Étahlir la convergence tlc l'intégrale : 

et la calculer. 

4. Étudier succinctement les variations de la fonction p continue sur [O. 11 et définie 
par : 

d o )  = 0 
v x  E ] O ,  Il p ( s )  = x In T { 

5 .  hIontrer, grâce à la relation (1): que. #pour tout entier naturel non nul n. on a : 

converge et que : puis que la série de terme général 7 W k  

6. On note 0 la fonction continue sur [O .  11 définie par : 

e(o) = 1 

br E ] o , ~ ]  q x )  = la(1 + x) 
X 
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a. Déduire de (1) que. pour tout entier naturel non nul n. il existe une fonction 
R ,  définie sur [ O .  11 telle que. pour tout élément .c de [ O .  11, on ait : 

b. En déduire que : 

et que J = -I. 

+- 1 ,2 
7. On admet que 1 - = -. En déduire que : 

k 2  6 k= 1 

2 
J = - I = -  K 

12 

3.3. Calcul de la variance de X : 

1. Prouver que X possède une variance. 

2. Démontrer. en utilisant la parité de f et un changement de variable. que 

1 (ln x12 
v(x)  = 2 J / d  (1 + x )  2 dx 

3. Calculer la dérivée de la fonction O définie sur ] O .  11 par : 

x lnx 
1 + I L . ( . T )  = - - ln( 1 + . r )  

et déterminer : 
lim ( lnx)v(x)  
Id0 

4. En déduire. gràce à une intégration par parties. que : 

V(X)  = 2 ( J  - 1)  

et donner enfin la valeur de Cr(X) .  


