ECRICOME 2009 option Scientifique.

— Exercice 1 :Etude du spectre de 'endomorphisme A défini EIY(R)
par :®,(M)=AM -MA, ou A est une matrice réelle carrée d’ordre n sgimée, apres avoir
montré qued, est un endomorphisme symétrique pour le prodaiage <M,N >=Tr (‘MN).

Exercice progressif, étude d'un exemple puis dwéaeral, permettant de bien évaluer les
connaissances en algebre linéaire et bilinéaireaedidats.

+00
— Exercice 2 :Etude de la fonctiorf définie par la formulef (x) = j e 21+ x%e2dt
0

Exercice portant sur le programme d’analyse de i@eux année, permettant d'évaluer les
connaissances des candidats sur les problemesidergence et leur aisance par rapport aux
calculs.

— Probleme :Etude du comportement asymptotique de la varialéatoire discrete égale au
nombres de boules noires obtenues, dans un jenedaantenant des boules blanches et
noires, de type markovien.

Probleme étudiant de facon originale un modélesajage de probabilités discretes. Il permet
au candidat de valoriser ses connaissances enhilitdsadiscretes, mais aussi son aptitude a
mener a bien des calculs. L’écriture d’une fonceorPascal est une question aisée qui
permet de tester le candidat en algorithmique.

L’épreuve ECRICOME 2009, option scientifique, estnposée de deux exercices (algebre
linéaire et bilinéaire pour le premier, intégrases un intervalle quelconque pour le second) et
un probleme (probabilités discréetes), abordablesaressifs. Elle est bien équilibrée entre
les programmes des deux années, contient une que&igorithmique et permet aux
candidats ayant une bonne maitrise de leur counsediee en valeur leurs connaissances. Une
épreuve qui semble bien adaptée au concours cordesuécoles de la banque ECRICOME.

La correction

On peut constater une trés grande dispersion des.no

Des notes trés faibles pour certains candidatsagquient tout juste a effectuer un produit
matriciel, leurs compétences s’arrétant la. Deohécences qui n’effraient pas certains
d’entre eux, c’est particulierement vrai dans Ildde fonction, ou le tableau de variation, les
limites et la courbe se contredisent allegremeamigrcore en probabilité ou I'on peut trouver
des probabilités négatives ou plus grandes que 1!

De trés bonnes copies pour les candidats qui mdntre® bonne compréhension du sujet
dans sa globalité, des connaissances satisfaisantesathématiques, une capacité certaine
d’analyse.

Finalement le sujet permet de bien de départagardedidatsAvec un écart-type de 4.49 et une
moyenne générale de 10.75 cette épreuve semble ju@ son role tres discriminant.

Rapport d’'un correcteur
Je remercie Bertrand Micaux de permettre I'éditlerson rapport de correction.
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Exercice 1

Partie 1

Question bien traitée la plupart du temps. Certains
étudiants ne font pas réellement les calculs (on ne
trouve pas trace du calcul intermédiaire de A V) par
exemple), d’autres essaient de tout faire d’un coup
en posant M =aVy +bVs +cVz+dV, et en calcu-
lant ® 4 (M), sans toujours parvenir a leurs fins.

Le caractére diagonalisable est en général convena-
blement justifié.

Le calcul de T3 ne pose pas de difficulté aux étu-
diants. Le raisonnement sur les polyndémes annula-
teurs est souvent convenable, méme s’il n’est pas tou-
jours convenablement exprimé (« les valeurs propres
possibles de T sont... », confusion entre € et C).
Comme on pouvait le craindre, les copies les plus
faibles concluent que sp(M) = {—2,0,2} ou ne par-
viennent pas & déterminer les racines du polynéme.

Cette question a été assez souvent éludée par les plus
faibles. Les autres ’abordent avec un succés variable,
la plupart du temps avec une rédaction insuffisam-
ment précise. Toutefois, on parvient généralement &
une famille génératrice exacte. Le caractére libre de
cette famille n’est pas toujours justifié (lorsqu’il n’est
pas simplement omis). Fait qui m’a un peu surpris, la
grande majorité des copies n’entrevoit un noyau que
comme cas particulier d’espace propre.

Peu de surprises ici.

Les étudiants qui ont traité les questions précédentes
parviennent & donner des matrices P et D adé-
quates, souvent sans justification convaincante. De
maniére peu compréhensible, certains orthonorma-
lisent la base de vecteurs propres.

Les meilleures copies déterminent soigneusement, par
des raisonnement de dimension, des bases des sous-
espaces propres E_o(M) et Ey(M). Plus rarement,
elles démontrent que les futures colonnes de leur ma-
trice P forment une base de My 1(IR) et soulignent
que P est une matrice de changement de base. Le re-
cours & ’endomorphisme canoniquement associé a M
n’a jamais été constaté.

1)

2)

3)

4)

Partie Il

Question en général bien traitée. Certains oublient de
rappeler que ® 4 est a valeurs dans M, (R) tandis que
d’autres passent un temps déraisonnable & le justifier
(défauts qui n’ont pas été sanctionnés).

Le plus souvent, cette question a été correctement
traitée, que ce soit en revenant aux coordonnées ou
en utilisant les propriétés de la trace. Il n’est pas
rare (ni désagréable) de voir des étudiants rappeler
que tr(*M) = tr(M) pour prouver la symétrie. Dé-
fauts les plus courants :
- prétendre que la symétrie est ici évidente,
- montrer que <M | M> > 0 pour tout M pour ce
qui est de la positivité,
- ne pas souligner que les termes de la somme sont
positifs lors de la preuve du caractére défini.

Ici les résultats sont plus contrastés. La preuve de la
symétrie donne lieu & quelques tentatives d’escroque-
rie (souvent basées sur des manipulations erronnées
de la transposée) mais elle est effectuée de maniére sa-
tisfaisante dans de nombreuses copies. Certains aven-
turiers réchappent avec succés de leur recours aux
coeflicients des matrices pour effectuer la preuve.

Pour ce qui est de la conclusion, je reste perplexe
devant les exotiques « endomorphismes symétriques
réels » que j’ai parfois rencontrés.

a. Les étudiants savent dire que des vecteurs propres
sont par définition des vecteurs propres non nuls,
mais peu ont a l'esprit que le produit de ma-
trices ne vérifie pas la propriété d’intégrité : on
prétend, léger et str de soi, que M = XY # 0
puisque X et Y sont non nuls! Seules quelques co-
pies s’attardent & examiner ce qu’est cette matrice
et savent conclure rigoureusement.

La partie 'Y A = 'Y a été presque toujours com-
prise, méme si quelques candidats font sombrer
leur calcul en y introduisant une improbable ma-
trice Y 1.

De méme, 'égalité demandée a été bien traitée
lorsqu’elle était abordée. La conclusion partielle
qu’on en tire m’a plus souvent laissé sur ma faim.
Les étudiants oublient de rappeler que Mx y # 0
pour justifier que A — p est une valeur propre.
En outre, j'aurais apprécié que ’on justifie I'inclu-
sion I' C sp(®4) plus soigneusement, en prenant
par exemple un élément dans le premier ensemble

v

1/3



5) a

et en justifiant son appartenance au second.

Aucune des copies que j’ai corrigées ne sait prou-
ver que M = 0. Seules une ou deux fournissent
un bon début, en parvenant & M Z = 0 pour tout
vecteur colonne Z.

Plus souvent, les étudiants ont repéré le raisonne-
ment par I’absurde méme si leur rédaction n’est
pas toujours des plus précises.

. Quand cette question a été abordée, elle ’a été de

maniére correcte.

. La conclusion est tirée avec insuffisamment de

minutie, et n’est pas toujours trés convaincante
(quand il ne s’agit pas de bluff pur et simple).

Exercice 2

1) a. Cette question, en apparence inoffensive, pose

2) a.

trop souvent probléme, ce qui me semble inquié-
tant. Trop rares sont ceux qui parviennent a la
rédaction minimale de cette question : on se perd
en raisonnements de comparaison inutiles alors
que l'on s’appréte a intégrer sur un segment, faire
tendre la borne supérieure vers +oo, obtenant
ainsi simultanément convergence et valeur de I'in-
tégrale. Le recours & la fonction gamma ou & la
densité d’une loi exponentielle, quoique un peu in-
congrus en pareil contexte, n’a pas été sanctionné
lorsqu’il était mené soigneusement. Ces méthodes
nous conduisent parfois & de raffraichissants mul-
tiples de /...

Question trop souvent mal traitée. Quand les étu-
diants ont saisi I’esprit de la question, il savent
rappeler les hypothéses de continuité et de po-
sitivité. Les choses se gatent lorsqu’il s’agit de
mettre en évidence une équivalence ou une rela-
tion de négligeabilité. Certains se plaisent & rap-

peler que [(fg) = [ f x [g... ce qui ne leur est
pas d’un grand secours.

Comme on pouvait s’y attendre, la premiére inéga-
lité est bien plus souvent comprise que la seconde.
Le symbole <= est utilisé de maniére désinvolte
par beaucoup. On trouve trop souvent la rédac-
tion désagréable (si ce n’est fausse) qui consiste &
partir de la conclusion, enchainer des lignes d’en-
cadrement prétendiiment équivalentes, pour abou-
tir & une proposition trivialement vraie et affirmer
que celle de départ était par conséquent exacte.

. Une majorité d’étudiants tombe dans le piége qui

leur était tendu de « passer aux intégrales » sans
justification préalable de la légitimité d’un tel rai-
sonnement. Les termes de positivité, croissance
voire linéarité de l’intégrale sont réguliérement
confondus, ce qui n’est pas du meilleur effet. Inver-
sement, des étudiants trop méticuleux réinventent
la roue qu’ils ont péniblement découverte & la pre-
miére question...

Cette question présentait pour seule difficulté de
requérir une bonne maitrise du cours puisque la
question précédente apportait la réponse sur un

3) a.

4) a.

plateau. Elle donne lieu & des réponses totalement
farfelues chez une trés large majorité des candi-
dats. Parmi ceux qui situent approximativement
la position du probléme, la plupart reprend sco-
lairement I’étude de f(z)/x au voisinage de 400
sans que cela soit garantie de succés. Certains font
allusion au fait que f (x)eroo x sans plus de préci-
sion.

Les justifications du changement de variable ont
été de qualité diverse; 'aspect purement calcula-
toire de la question n’a pas posé de difficulté par-
ticuliére, sans doute du fait que la réponse était
donnée par I’énoncé.

. Le caractére C! de f a été étudié de maniére fort

diverse. Les meilleurs parviennent & une rédaction
irréprochable tandis que beaucoup se bornent a de
vagues incantations invoquant les propriétés ha-
bituelles de stabilité par opérations élémentaires.
Parfois les signes plus se transforment subrepti-
cement en signes moins sans que 1'on sache tres
bien pourquoi. Méme les étudiants qui ont 1’idée
d’introduire une primitive de la fonction

V1+u?

u— h(u) = 3

ne se tirent pas toujours d’affaire :

- Ils nous parlent de la primitive qui s’annule
en 0 et écrivent l'intégrale correspondante...
sans réaliser qu’elle est divergente;,

- Ils se trahissent en dérivant z — [ h(u)du,

x
prétendant que l'on obtient suite & cela

(Eg h) = h(z) = —h(z).

. Lorsque les étudiants ont I'idée de procéder a une

intégration par partie, ils parviennent a la conclu-
sion, moyennant quelques libertés prises avec la
rigueur :

- Le retour sur un segment n’est que trop rare-
ment constaté, alors que cela devrait de mon
point de vue étre un réflexe;

- La convergence du crochet n’est que trés ra-
rement justifiéee de maniére honnéte : par-
ler de croissances comparées pour dire que le
terme en l'infini est nul ne me parait pas suf-
fisant quand la réponse finale est donnée par
I’énoncé, et jattendais un raisonnement par
équivalents, méme rapide.

- La question des convergences est presque tou-
jours incomplétement traitée (on parle de la
convergence de la premiére intégrale mais pas
de la deuxiéme) quand elle n’est pas tout sim-
plement escamotée.

La stricte croissance de f n’a pas posé de pro-
blémes sérieux.

On retrouve a 'identique les défauts évoqués pour
la question précédente. Quant a la convergence
de lintégrale sur ]0, 400, on est souvent grati-
fié d’'une bien inutile et laborieuse étude en +oo
(parfois correcte cependant) pour faire 'impasse
sur le probléme en 0, pourtant pas bien méchant.
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b. Question souvent abordée, sans que cela soit trés
convaincant. Les étudiants n’ont que trop rare-
ment le réflexe de s’interroger sur la limite du rap-
port des deux fonctions qu’ils comparent. En lieu
et place, le correcteur est gratifié de considéra-
tions formelles ou des termes sont évincés d’auto-
rité deés qu’ils tendent vers 0, et ot I'on additionne
sans frémir (et peut-étre sans s’en rendre compte)
des équivalents. Seules les meilleures copies savent
s’extraire de ce magma de raisonnements hasar-
deux.

o

Ici la confusion régne. Deux voies étaient pos-
sibles : appliquer une version du théoréme de
« prolongement C! » ou revenir au taux d’accrois-
sement. De nombreuses copies louvoient entre les
deux ou oublient de vérifier certaines hypothéses.
Peu ont la présence d’esprit de calculer f(0) ou de
remarquer que l'existence de f’(0) n’allait pas de
soi & ce point de I'étude.

Partie |

La plupart des copies fournissent la bonne réponse
(suggérée par la question suivante) assortie d’explica-
tions d’une clarté variable. On justifie volontiers les
cas extrémes, on dédaigne souvent d’évoquer les va-
leurs intermédiaires.

Peu d’étudiants prennent la peine de formaliser leur
raisonnement & ’aide d’événements et de la formule
des probabilités composées, mais certains le font de
maniére tout & fait convenable. Des erreurs de dé-
compte et de manipulation de factorielles peuvent
survenir.

La premiére vérification pose moins de probléme que
la seconde, et donne parfois lieu & une répétition
du raisonnement présenté dans la question précé-
dente. La seconde vérification échoue trés souvent
pour cause de mauvaise réduction au méme déno-
minateur (la présence de deux signes moins dans
une factorielle pouvait induire en erreur les étourdis).
Un candidat parvient & justifier fort agréablement la
deuxiéme égalité en devinant sa signification proba-
biliste.

Trop d’étudiants se contentent ici d’un raisonnement
« & points de suspension ». On nous parle parfois de
« télescopage » en restant vague. Le raisonnement a
laide des Y, lorsqu’il est entrepris, est mené a son
terme de maniére satisfisante.

La formule de l'espérance est en général connue,
méme si 'on prend insuffisamment garde aux valeurs
extrémes ; cela serait 1’occasion pour les étudiants de
s’'interroger sur l'existence de l'espérance, préoccupa-
tion trop rarement rencontrée dans les copies. Cette
question a permis de distinguer les étudiants qui ré-
fléchissent a ce qu’ils écrivent, qui voient la nécessité

1)

2)

3)

4)

5)

d’isoler le terme pour k = b+ 1 avant d’appliquer le
résultat de la question précédente. Les autres foncent
téte baissée et justifient ’égalité finale en affirmant
doctement que 1 = 0 & constante multiplicative prés
(non nulle, comme il se doit).

Partie Il

Le sens expérimental de ces probabilités a souvent été
saisi, les valeurs attendues sont apparues réguliére-
ment dans les copies. La disjonction de cas pour py, »,
n’est pas toujours traitée. Trop souvent, on affuble la
suite (Pn,k)kefo,n] du role de systéme complet d’éve-
nements pour justifier le dernier calcul.

Cette question a été prudemment évitée par la ma-
jorité des candidats. Ceux qui s’y risquent peinent a
convaincre, tant leur justifications sont désordonnées
et approximatives : le recours aux événements, qui
me parait ici indispensable, est un luxe que peu de
candidats s’autorisent. La encore, le concept de sys-
téme complet d’événement est malmené. Seule une
copie s’interroge sur la possibilité que les événements
par rapport auxquels on conditionne puissent étre de
probabilité nulle.

a. Quand elle a été abordée, la premiére partie de la
question a été menée & bien. La conséquence que
les candidats devaient en tirer a été assez large-
ment traitée.

b. Question d’algorithmique dédaignée par la plu-
part des candidats, traitée avec un bonheur in-
égal sinon. Des versions récursives imparfaites (car
moins adaptées au libellé exact de la question) co-
toient des versions itératives plus ou moins conve-
nables. Le programme proposé n’a jamais été ac-
compagné de justifications rédigées : au mieux
trouve-t-on en marge le calcul de [E(X)).

€. Question souvent abordée et convenablement trai-
tée. Beaucoup appliquent la méthode standard de
traitement des suites arithmeético-géométriques,
qui aurait pu étre abrégée puisque la réponse était
donnée. D’autres procédent par récurrence.

Q

. Un peu plus de succés ici que dans la question 2,
cette question étant un peu plus facile.

b. Souvent bien traitée

Q

. Question peu abordée, qui demandait il est vrai un
peu plus de calculs. Certains pensent a utiliser la
formule de transfert directement, d’autres décom-
posent d’abord u,, ; personne ne justifie I’existence
des espérances manipulées.

v

Ceux qui ne se sont pas laissés impressionner par

la longueur de la formule ont su la prouver.

c. Cette récurrence a été menée de maniére par-
fois laborieuse (voire mal rédigée, peut-étre par
manque de temps). Beaucoup ont buté sur la
factorisation menant au troisiéme terme de la
somme.

d. Question qui, lorsqu’elle est abordée, ’est correc-

tement.

Rapport de correction Ecricome 2009, Maths, Opt. S

Bertrand Micaux (4915)
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CORRIGE EXERCICE 1

PARTIE I : Etude d’un cas particulier

1. Un calcul direct nous donne :

i = (D66 Y0 D= )=
v = (1DED-C D0 -G Y=o
N [ R I R A
= ()66 (% )

donc T est bien la matrice de ®4 dans la base (Vi, Vs, V3, Vy). En outre, la matrice T' est symétrique a
coefficients réelles donc elle est diagonalisable (en base orthonormale).

2. Un calcul direct nous donne :

2 0 0 -2 0 -4 4 0
» o 2 —2 o0 s om |4 0 0 4|
=1, 55 5 ol T=TT=|, o l=1T
-2 0 0 2 0 4 —4 0

Ainsi le polynéme X3 —4X = X (X2 — 4) annule la matrice 7' donc les valeurs propres de T sont parmi les
racines de ce polynome c’est-a-dire qu’elles appartiennent a I’ensemble {—2,0,2} .

x
3. Soit X = Z € My 1 (R) alors

t

z—y=20 t 0 1

t—ax=0 Y=z z 1 0

TX =0& & S X = =z +t < X € Vect (W, Wy).

z—t=0 =1 z 1 0

y—z=0 t 0 1

=v1 =Yy

Les deux vecteurs (Y7, Y3) sont non colinéaires donc ils forment une base de 1'espace propre associé a 0 de
la matrice T.

4. Un calcul direct donne :

2 -2
TXl == _2 = 2X1, TX2 = _22 = _2X2‘
5. La famille (X7, X2, Y1, Y2) est libre puisque
2 —2 0 1 0
-2 —2 1 0 0
aX1+6Xo+YV1+0Y, = 0 a + + +6 _
2 2 1 0 0
-2 2 0 1 0
200 -28+6=0 §=0 (1)+(4) §=0
7-26-2a=0 _ ] y=0 @+@) ) =0
<~ = =
20420 +7=0 a=p a=0 (3)+(4)
26—-2a+4=0 a=-p =0 (3)-()

Y



et elle de cardinal 4 qui est la dimension de M4 1(R) donc c’est une base de My 1(R). D’apres les questions
précédentes, on a

TX1=2X;, TXo=-2Xe, TY1 =0, TY,=0.
Si u est 'endomorphisme de 9y 1(R) canoniquement associé¢ & 7', sa matrice dans la base canonique de
My 1(R) est T et dans la base (X1, Xo,Y1,Ys) est la matrice D = diag(2,—2,0,0). La matrice de passage

2 -2 01
. . 3 ) -2 =210

de la base canonique de M4 1(R) & la base (X1, X2,Y1,Ys) étant la matrice P = 5 9 1 0] om est
-2 2 01

assuré de 'égalitée T = PDP~ .

PARTIE II : Réduction de ¢, dans le cas général

1. Il est immédiat que ® 4 est une application de M, (R) dans lui-méme. En outre, pour tous vecteurs M, N
de 9, (R) et tous scalaires a, 8 de R, on a :

P (aM+PBN) = A(aM+pBN)—(aM + BN)A=aAM + AN —aMA — NA
= a(AM — MA)+ (AN — NA) = a® (M) + BP4(N)
ce qui justifie la linéarité de ® 4 donc ® 4 est un endomorphisme de M, (R).

2. En utilisant les deux propriétés de la trace rappelés dans ’énoncé, pour tous matrices M, N, P de M, (R) et
tous réels «, 5, on a :

e symétrie :
(M|N)=Te("MN)=Tr (* "MN)) =Tr (‘N* (*M)) =Tr ‘NM) = (N | M) .
e linéarité a gauche
(aM+ BN |P)y = Tr("(aM+BN)P)=Tr((a'M + B'N)P) =Tr (a'MP + B'NP)
= aTr("MP)+BTr ("NP)=a(M | P)+B(N | P).
o définie positif :

(M| M) = Te("MM)=>") (mi;)*>0

i=1 j=1

(M| M) = O@ZZ(miJ)?:ov“ e JVisd, (mi;)?=0&Vi,j, mij=0s M=0.
i=1 j=1 b (mig)7>

3. Un calcul direct nous donne :
(@a(M)|N) = Tr(*(AM —MA)N) =Tr (("M'A-"A'M)N) =Tr ((tMA — A'M) N)
= Tr(*MAN — A'MN) =Tr ("MAN) — Tr (A['MN]) = Tr "MAN) — Tr (['MN] A)
Tr ("MAN — "MNA) =Tr ("M (AN — NA)) = (M | ©4(N)).

L’endomorphisme ® 4 est donc symétrique pour le produit scalaire (|) ce qui entraine sa diagonalisabilité (en
base orthonormale).

1 Y1 L1
T2 Y2 L2

4. (a) On pose X = : et Y = : donc Mx.y = : (y1 Yo oc-- yn) = (z3yj)1<ij<n- Les
Tn Yn Tn

vecteurs X et Y étant non nuls (ce sont des vecteurs propres), il existe au moins un indice ig et un
indice jo tels que z;, # 0 et y;, # 0 donc z;,y;, # 0 ce qui assure la non-nullité de la matrice Mx y.
En outre, en composant par la transposée I’égalité AY = uY, on a

HAY) = YY) & YA =4'Y & 'YA =Y

>/



(b) En utilisant Passociativité du produit matriciel, on a

Pa(Mxy) = AXY)—(XY)A=AX)"Y - X ('"YA) = X)'Y - X (p'Y)
= X tY — [LX tY = )\M)QY — ;LM)(,y = ()\ — /L)M)Qy.

Le vecteur My y est non nul et appartient a I’espace propre Ex_,(®4) donc A — p est une valeur propre
de ® 4 quels que soient les valeurs propres A, u de A c¢’est-a-dire que I' C Sp(®4).

(a) La matrice A étant symétrique et a coefficients réelles, elle est diagonalisable. Soit (Ej, .., E;,) une base
de My, 1(R) formée de vecteurs propres pour A alors pour tout vecteur Z de M, 1(R), il existe des réels
at, .., o tels que

Z = zn:akEk == MZ=M (Zn:akEk> = Zn:akMEk :Zn:akO:O.
k=1 k=1

k=1 k=1

I’endomorphisme canoniquement associée & M est donc ’endomorphisme nul donc sa matrice dans
toute base est nulle et M est 'un de ces matrices donc M est la matrice nulle.

Or la matrice M est un vecteur propre de ®4 donc M est non nulle ce qui fournit une contradiction.
Par conséquent, il existe au moins un vecteur propre Zy de A tel que M Zy # 0.

(b) En suivant l'indication de ’énoncé, on a :

P (M) = aM & AM — MA=aM = (AM — MA)Zy=aMZy < AMZy— MAZy = aMZ
~ AMZO — M[LZO =aMZy & A(MZO) — MMZO =aMZy & A(MZ()) = (CM+M)MZO.
Ainsi M Zj est non nul (par hypothése) et appartient & F,)(A) donc c’est un vecteur propre de A
pour la valeur propre a + A.

(c) D’apres ce qui précéde, pour toute valeur propre o de ® 4 et toute valeur propre p de A, av+ p est une
valeur propre de A. Si on la note A, on dispose alors de la relation

atpu=Asa=A—pel

ce qui montre que toute valeur propre o de ® 4 appartient a I' donc Sp(®4) C I'. Cette inclusion ainsi
que celle obtenue a la question II.4.b montre 1’¢galité Sp(®4) =T

CORRIGE EXERCICE 2

1.

a

(a) La fonction ¢ +— e~ est continue sur R, et pour tout réel X > 0, on a

X
_ t=X _
ot e at 1—e aX 1
(& dt = = —_— — —_
—a |y a X—+o0o @
0
+oo

1
ce qui démontre la convergence de I'intégrale / e~ dt et sa valeur est —.
a

0

(b) Pour tout réel z, la fonction ¢ — e~2y/1 + 22e2 est continue sur R, et on dispose de la domination
suivante
—2t 2020 — o2t 2t 2 (AN —t
V1 = _cHO(Ver) = 0 — 0(c).
e + z“e e e e e e (e ) e (e )

La fonction ¢ — e~ étant positive et intégrable sur R, (d’aprés la question précédente), on en déduit
que la fonction t — e~2t/1 + z2€2 est aussi.



2.

(a)

()

Etant donné que chaque membre de ’encadrement est positif, on peut élever au carré ’encadrement
proposeé :

2z 422

Ce dernier encadrement étant clairement vérifié, ’encadrement proposé initialement est également
vérifié.

—t\ 2 e—2t
e
z2e? <1+ 2% 2t<(xe +> <:>$262t<1+$262t<$262t+1+

En multipliant ’encadrement précédent par e~ 2, on a :

-3t

Ve >0, Vt=0, ze!<e ?V1+a2e2 <zet+ 627.
xr

Les trois membres de cet encadrement étant intégrable sur Ry (par rapport a t), on peut intégrer cet
encadrement ce qui nous donne :

“+oo

+00 _3t +00 1 +o00 1
Yz > 0, x/e_tdtgf(:c)g/ :Ue_t—l—e— dt:x/e_tle—/e_?’tdt@ng(m)éx—l—
2x 2z 6x
0 0 0 0

1
L’encadrement précédent montre que Vx > 0, 0 < f(z) —x < 6z donc, d’aprés le théoréme
x
d’encadrement, on a lirf (f(z) — z) = 0 c’est-a-dire que la droite d’équation y = z est asymptote a
T— 100
la courbe représentative de f.
La fonction ¢ — xe! réalise une bijection de classe C! de R, sur [z, +oo[ dont la dérivée ne s’annule
pas sur R, donc u = xe est bien un changement de variable. En outre, on a

du = zeldt =udt< dt = du { t=0=u=ux

U t— +o00=>u— +00
+o00 +oo +oo +oo
1 2 d V1 2
flz) = /e_%\/ 1+ 22e2tdt = / o V 1+ 22(et)2dt = / (E) VvV1+ w2 2 / 7—; Y du
e U U U
0 0 x

Bien entendu, un tel changement de variable n’affecte pas la convergence des intégrales donc l'intégrale

—+00
/\/1—1—u2
u

du converge quel que soit = > 0.

V1+u?

. V1+u? . L :
La fonction z — / —5—du est 'unique primitive tendant vers 0 en +oo de la fonction u +— 3
u U

“+oo
V1+ a2

donc elle est de classe C! sur ]0, +o00[ et sa dérivée est la fonction z +— 3
x

. On en déduit que la

fonction

/m /m

[z z?

est de classe C! sur ]0, +oo[ et sa dérivée vaut :

/WdW_Q (L) St it i
u3 S R - = )

V>0, f'(z)=-2

—x2 z T

On procede a l'aide d’une intégration par parties. Pour tout réel X > 0, on a :

X X
=X
/Wdu: L el _/_1_1.2Udu
u? 2u2 S 2u? 2 /1 +u?

xT

7\/7 1+ /um

ol



+o00
V1+u?

u
Puisque 'intégrale / 5—du converge quel que soit z > 0 (d’apres la question 3.a), on est assuré
U

que lim ————du. En outre, on a :

\/1+u2 \/1+u2
X —4o00

x

\/1+X2 VX2 X 1

~ 2 2 0,
2X2 X teo 2X2  2X2  2X X _ieo

donc la fonction

X

1 VIt 1 VI+ X2

/:/Mdu_,ﬁMuﬂL

2 u\/1—|—u2 3 222 2X72
xr xr

“+o0o T X
V1+u?
tend vers / —du— —\/ 1 + 22 lorsque X — +o0. Par conséquent, la fonction X /
w3 q 4 um
+o00 d
U
osséde une limite finie lorsque X — +o0o d’ou la convergence de 'intégrale / ————— et 'on a:

p q g g it a2

T

“+o00 “+o00 “+oo

1 2 1 1 2
[t - TP i [Pt [
uV1 + u? u 2x u«/l—i—u

du

= 2 = 1 2 2/.

x 22 f(CL‘) Tt uv'1 + u?
X

4. (a) On procede a I’aide d’une intégration par parties sur [z, X] puis en faisant tendre X vers +oo (comme
a la question précédente), on obtient :

X

X
/u\/ﬁ—u? = [ln(u)-(1+u2)”ﬂzzf—/ln(u) <_;> (20)(1+ u2) = 2du

X
~ In(1+X?) _ In(z) +/ uln(u) u
O 1+X?2 1422 (14 u?)3/2

Etant donné que

—>1n(1):0
——+00
In(X?) +In(1 !
(14 x2) BEDF n< +X2> I(X2?)  2n(X) .
= ~ g —
1+X2 2( 1 > X—4o0 X2 X2 X—+o00 ’
X214+ —
X2
1

+o0o
L du
et que l'intégrale

uv'1 + u?
X

converge pour tout z > 0, un argumentaire similaire & la question

- o uln(u)
précédente montre que l'intégrale —————du converge pour tout x > 0. En outre, on a :
(14 u2)3/2
x
o 1 ol
Vx> 0, / Y = — n(z) + / %du.
uvV1+ u? V1422 (1+u2)3/
€T

5/



uln(u)
(1 +u?)3/2
vers 0 (d’apres les croissances comparées, u ln(u) - 0) donc elle se prolonge contintiment en 0. En
u—0

Pour finir, on constate que la fonction v — est continue sur R}, tend vers 0 lorsque v tend

1
ticulier, lintégral _uIn() et te et Vintegrale | —-2) ¢
particulier, I'intégrale A1) 3/2 u est convergente et 'intégrale TENEE u convergeant, on
0
t assuré de 1 de Vintégral / uln(u) _,
eSt assure de la convergence de limtegrale — = au.
& & (1+u?)3/?
+oo | ( ) +oo | ( ) +00 1 ( )
e uln(u ) . uln(u B uln(u
(b) L 1nteg1"ale /Wdu étant Convergente, on a ﬁliﬁ()l_'_ Wdu = /<1+u2)3/2du et
0 T
im 2@ _ g tilisant I'égalité de 1 tion précédent
11m — = OO donc, en utilisan egalite de la question precedente, on a :
x—0t /1 + .’1’:2 g q p
—+00 —+00
du _ In(z) N / uln(u) du o~ In(z) ~ —In().
uv1+ u? V14 2 (1 + U2)3/2 z—0t /1 + 2 20t
x

En combinant les questions 3.b, 3.c et I’équivalent précédent, on a :

'x)—x/du zIn(z)
uvV1+u2 z—0t
€T

En utilisant la question 3.c. et le développement limité & I'ordre de 2 en 0 de v/1 + 22, on obtient :

2 +oo

—+o0
du T du
2f(x)—1 = V1t+a2—1422 [ 2 _ =& 22/
f(z) +x +x /u T e 2 +o(z*)+x i
T x

= L 4 o(@®) +a* (~ In(z) + ofIn(x)))

z—0t 2
72
= —2?In(z) + -t o(z?) + o(z* In(z))

LS T () <1 N 21111(96) to <ln(1x)> + 0(1)> ~, —a?In(a).

—1

(c) On a établi & la question 3.b que f est de classe C! sur ]0, +-o0[ et d’aprés la question précédente, on a

—+00 “+oo

f(x)_l _a’ln(z) 0e lim f(z)= %: /e—2tdt: /e_ztm:f(o)

2 :):~>0+ 2 z—0t z—0t
0 0

ce qui entraine la continuité en 0 de f. En outre, on a :

f'() ~+—:1:1n() — 0= lim f'(z)=0

r—0 z—0t z—0+

ce qui permet d’appliquer le théoréme de prolongement continu de la dérivée : la fonction f est de
classe C* sur R, et f/(0) = 0.

CORRIGE PROBLEME
PARTIE I

1. La variable Y prend clairement des valeurs entiéres. Il est indispensable de faire au moins un tirage pour
obtenir une boule blanche donc Y > 1. D’autre part, si ’on piocher uniquement des boules noires aux b

o/



premiers tirages, il ne reste que des boules blanches au (b 4 1) tirage donc Y < b+ 1 ce qui nous assure
que Y (Q) C [1,b+ 1]. Pour finir, si k € [[1,b+ 1], il est possible que les tirages précédents la k° pioche ne
fournissent que des boules noires et que la k° pioche fournisse une boule blanche donc [1,b+ 1] C Y(£2) ce
qui établit I'égalité ensembliste Y (Q) = [1,b+ 1].

2. Sil’on désigne par By (resp. Ni) I’événement «obtenir une boule blanche (resp. noire) a la k-iéme pioche»,
on a:

p(Y=k) = p(NiNNaN---NNi_1NByg) =p(Ni)pn, (N2) - - PNy Ny s (Ne—1) PNy AN ANy (Br)
b b=1 o b=(b=2) at(k=1) _bb—1)-(b—k+2)[a+ (k1)
N N N N N Nk

3. En utilisant la formule précédente, on a :

bb—1)---(b—[(b+ 1) =2 [a+ ((b+1) -] _bb-1)x---x1xN _ bl
Nb+1 No+1 TOND

P(Y =b+1) =

Pour la seconde formule, on procéde par simplification du second membre de 1’égalité :

b! b! B b(b—1)---1 1 bb—1)---1 1
(b—(k—1))Nk-1  (b—k)INF — (b—k+1)(b—Fk)---1'N--1  (b—k)(b—k—1)---1 Nk
obb—1)(b—k+2) bb—1)---(b—k+1)
- Nk—1 B Nk
bob—1)---(b—k+2) [, b—k+1
- Nk-1 _1 TN ]
bw—n-uw—k+m'N—b+k—1
B NF-1 N
B mw&ynw—k+m'a+k—1
B Nk-1 N
_ mnuﬂ);:mm+@mzpwzm

4. En exploitant les régles de calculs sur les symboles Z, on a:

M M M M-1 M-1 M—-1
Zkak 1—ag) = Zk:ak_lfz:kakq::_lz g+ 1a Zkak—ag+ Z(k+1)akaaMkaak
k=1 = = q=0 k=1 k=1
M-1 M-1 M-1
= —I-Z k—l—l ak—MaM:ao—i—Zak—MaM: ak>—MaM.
k=1 k=1 k=0



5. En combinant les questions I.3. et 1.4, on a :

b+1 b
E(Y) = Y kP(Y=k) =) kP(Y =k)+(b+1)PY =b+1)
k=0 k=0
b . b! bl A
B z; < —1))INF1 (b k)'Nk>+( -3
b—1 bl
= Z 'Nk 'Nb (b+ ) Nb
k:O
b—1 bl
= Z 'Nk O'Nb b + 1) Nb
k:0
b—1 b—1 bl
- Z uNk +(0+1). Z lNk? G
k:O k:o
b—1 bl
= k) INF + SN = INE”
k:O IN 0! N (b k)N
PARTIE 11
1. Un calcul direct nous donne
a a a
Pno =p(B1NBaN---NBy) =p(B1)ps, (B2) - PBinBon--NBy_1 (Bn) = VXN XX T

Sin > b alors py,, = 0 (d’aprés la remarque de I’énoncé). Sin <

Au cours des n tirages, on obtient soit 0, 1, 2, ..

b alors on a

Pnn = P(N1NNaN---NNy) =p(N1)pn, (N2) - - DN ANa--nN, 1 (Vn)
b bl b1 b1 (b-nt])
N N N a N© )

ou n boules noires.

n

incompatibles, ils forment donc une famille totale d’événements donc Z Pk = 1.

k=0

Ces événements étant deux a deux

2. La famille (N, By,) formant une famille totale d’événements, la formule des probabilités totales montre que

DPn.k

p(Xn = k)

P(Xn—1 =k —=1)px,_1=k—1)(Nn) + p(Xn—1 = k)p(x,_,=k)(Bn)

(b +1- k)pn—l,k—l

:p[(Xn =

k)N Np] +p[(Xn=Fk)NB,]=p

(a + k)pn—l,k

N

N

[(anl =k— 1) N Nn] +p [(anl = k) N Bn]

= Pn—1,k—1-

b— (k—1)
N

= Npprp=(@+k)pn—1p+O+1—k)pr_1k-1

Pn—1k-

a+k
N




3. (a) En utilisant la formule précédente, on a :

N.E(X,) = NY kP(Xp=k)=Y ENpng= ENpng=> kl(a+k)pn1r+(®+1—k)pu_iri]

k=0 k=1 k=1
= Z k(a+k)pp-1k+ Z k(b+1—Fk)pn1k-
k=1 k=1
n—1
= Zk (@+k)poik+ > (@+1D)0+1—(g+1))pa1q (g=k—1)
k=0 q=0
n n—1
= > k(a+E)ppp+ Y (k+1)(b—k)poin
k=0 k=0
n—1 n—1
= > k(a+k)ppg+ Y (k+1)(0—k)pa_1k
k=0 k=0
n—1 n—1
= > k(a+k)+(k+1)(b—k)]p1r= [kla+b—1)+bpo_1x
k=0 k=0
n—1 n—1 n—
= Y BN =1 +bpp1k=N-1) kpn1x+bD o1k
k=0
(N 1)E(Xn ) 4+b= BX) = (1- L) B(xu )+ 2
- n—1 n) — N n—1 N
(b) function ecricome(n : integer) : real;
begin
if n=0 then ecricome := 0 else ecricome := 0.99*ecricome(n-1) + 0.1;
end;

¢ a suite est arithmético-géométrique et 'on a :
(c) La suite (E(X;))n ithmético-géométriq I

1 b L b
L= <1‘N)L+N@N Ry
. . . 1 :
donc la suite E(X,,) — b est géométrique de raison <1 — N) ce qui nous donne :

sg-ae (=3 () - o3

4. (a) La famille ((X,, = k))y<p<, forme une famille totale d’événements donc 'on a :

n

i1 = p(Nap1) =Y p([(Xn = k)N Npy1]) Zp n = k)p(x,=k) (Nn+1)
k=0

n b—
= an,k~ N
k=0

n

k
= N-Qn+1 = Z(b - k)'pn,k
k=0

(b) Un calcul direct nous donne :

S - 1\" b 1\"
Nnir =0 Pk =D kpny=b—E(Xy) =0 <1 - N) = ni1 = (1 - N)

k=0 k=0



5. (a) D’apres le théoréme du transfert, on a :

3
3

Nau, = N.E(X, ZNk —Dp(Xn=k) =Y Nk(k—1)pX
k=1 k=

k —leVpnk

>—‘

= Z k(k—1)[(a+k)pp-1k+ (b+1—k)pr—1k-1]
k=1

n

= Y k(k—1)(a+k)pp_1r+ > k(k—1)(b+1—k)po_14-1
k=1 k=1

= Zk: —1)(a+k)pn_ 1k+Zq+1 (b—q)pn—1,4 (@g=k—-1)

n

= Y k(k—1(a+k)pp1r+ Z k(k+1) (b= k) pa-1
k=0 k=0

= Zk D(a+k)+ (k+1)(b— pnlk—Zk (a+b—2)+b—a]pp_1k

n

= Zk: a+b—=2)+b—a+ (a+b—2)]pp_14

n

= Zk k—1)(a+0b— 2)+2b—2]pn1k—2k ~1)(a+b-2)+2(0b—1)]pp_1

k=0
= Z E[( (a+b—2)+20b—1)]pp—1k (Prn-1n=0)
(b) Un calcul direct nous donne :
n—1 n—1
Nan = (a+0-2)Y k(k—Dpp_1k+200—1)>  kpn-1
k=0 k=0

= (N=2)E(Xp_1(Xp_1— 1)) +2(b — DVE(Xp_1) = (N — 2)u, + 2b(b — 1) [1 - (1 - 1)n 1]

N
Un = (1_2>un_1+2b(b—1) 1_<1_;[>n1]

N N
(c) On pose (Hy) : «tin = b(b— 1) [1 + (1 - ]2V>n ) <1 - ]1V>n] 5.

Initialisation n =0 : uy = E(Xo(Xo— 1)) =0 (car Xg =0) et

<1_12v>0_2<1_z1v)1 —b(b—1)[1+1—2]=0=up

b(b—1) |1+

donc (Hp) est vraie.

10/11]



Hérédité : Supposons (H,,) vraie pour un certain entier n et démontrons (Hy41).

2
Upt+1 = (1 - N> Up, +

2(b — 1)
N

St

S
+
—

b(b—1) |1

N
+
—_

S L

N N N
~
+

b(b—1) |1

=1

(-]

2(b — 1)

()]
OGRS
(=303

ce qui démontre (H,+1) et acheéve la récurrence
(d) Par définition, on a

V(Xn)

4

E(Xn<Xn - 1)) = E(XT2L - Xn) = E(XEL) - E(Xn) = V(Xn) + (E(Xn))2 - E(Xn)

U, — (B(X,))? + B(X,)

nle - 3) 22O (4 ) (3]

lim V(X)) =bb—1)—b*+b=0
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