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Ecricome 2010

Exercice 1

1. (a)

ST

Soit t € [0,1], il est de notoriété publique que pour n > 1,

n—1 11—t
O —
k=0 1—t
soit encore en prenant I'inverse des deux membres :
1 1t
n—1 th 1= tn

k=0
et en soustrayant 1 — ¢ dans chaque membre, il vient :

1 (-1 1-1¢

—(1-1)

—1
K=o t* L=
et en réduisant :
1 (I—t)tr
nfltki(lit)_ 1—¢n
k=0

(1—t)t

Comme les trois fonctions ¢ — T

k=0

sont continues sur

I'intervalle [0, 1[, avec 0 < 1 la croissance et la linéarité de l’intégrale entrainent que :

L 1 1] _ gy
og/ Tcht—/ (l—t)dt:/ a-oe
0 Y op_gtF 0 o 1—-t"

soit : .
1 1—t)t"
AP iy (T T
1—t)" " n )
et comme (1_2” <15 St alors :
1 1
Ogun——gf t"dt
27 Jo
Autrement dit :
1 1
YVn>1, 0<u,—=-<
D T |

Comme lim

n—oo

1 2 5 9 : 1y LI
731 = 0, par le théoréme d’encadrement T}LII{)IO (un 2) = 0 soit :

n—oo

. 1
lim u, = =
2

Selon le changement de variable préconisé u = t" (licite bien sfir car de classe C* sur [0,1] et

a valeurs dans [0, 1[) nous avons d'une part du = nt"~1dt et d’autre part :

/1 (tn)l/n . (tn)Q/n

u2/n

/1 wl/m —
0 1—u

du nt"Ldt

1 2
t—t
= n/ —t"dt
1
1—t
= n/ ——t"dt
o 1—t

()

selon
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En conclusion :

Yn>1, u,—=-=—

2. (a) 1l est connu de tous que In (z) ~ T 1 et par compatibilité de I’équivalence des fonctions
r—

pour le produit et le quotient (x — 1 ne s’annule pas au voisinage épointé de 1) :

par suite :

k .
lim (In ()" 1! o k=1
rx—1 x — 1 0 S1 k’ Z 2

(b) L’intégrande étant continu sur ]0,1[ Pintégrale est doublement impropre en 0 et en 1. Le
probléme en 1 vient d’étre réglé a la question précédente qui indique que pour toutes valeurs
de k£ > 1, l'intégrande est prolongeable par continuité en 1. D’autre part :

k
2172 (1;1 (_93)1) ~ _gl/2 (In (x))k

: k . . . -
avec lim —z'/2 (In(2))" = 0 par croissance comparée (log-puissances). Par caractérisa-

r—
. : . (In (2))" 1 o
tion des fonctions négligeables —_1 = o\l =7 et comme la fonction racine carrée
T — x
admet une intégrale convergente au voisinage de 0 selon les travaux de Riemann (1/2 < 1),

k
le critére de négligeabilité appliqué aux fonctions positives nous assure que f11/2 (h;(%)l)dm

converge. Moralité la convergence avérée de fol/ 2 (h;(f)l) dx et de f11/2 (h;(f)l) dx équivaut a
celle de [ de
0 r—1 :

(¢) La fonction f étant de classe C* sur |—oo, 0] en tant que somme de telles fonctions, on peut lui

appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a ordre 1, qui donne pour tout rél z € |—o0,0] :

£ @)= FO) —af (0] < 22 @

ou le réel M indépendant de n désigne la borne supérieure de |f”| sur le segment [z, 0] avec :
* f(0)=0;
o f'(z) =e* —2e* donc f'(0) = —1;
o f(z) = €% —4e®® = €* (1 —4e®) < 1 —4e” avec —3 < 1 — 4e” < 1 lorsque x parcourt
I'intervalle |—o0, 0] donc |f” (z)] < 3 et M = 3.
L’application de donnne donc le résultat final :

2

3
Vo €]-00,0], |e*—e* +ux S% (3)

3. (a) Soit n un entier naturel non nul, nous avons :

1 ('l Lyl/n —q2/m 1 ('l
vn—&—f/ n(u)du’ = / udu—l—f/ n(u)du‘
nJto 1—u 0 1—u nJjo 1—u

/1 ul/n _ u2/n + In(u)
0

D du

1—wu

Si nous appliquons le résultat ax = % (soit u = €"*) ou u € ]0,1[, donc z < 0, il
s’ensuit que :
_ 3(n(u))’

- 2Ip?

‘ul/n _ u2/n + ln7(lu)
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Selon 'inégalité triangulaire :

1 ul/n _ u2/n + In(u)
/ —du
0 1

—Uu

ul/n _ u2/n + In(u)

du

1
S /
0

L 3 (In (u))?
/0 2In? (1—u)du

1—u

IN

et par linéarité de ’intégrale :

1 1 2
anrl/ L(u)du < i/ (n(w)” du
njy, 1—u 2n2 fy 1—wu

Vn > 1,

(b) Comme nous avons vu a la question 2.b que pour tout k entier naturel non nul fol

n(u))?

lier [0 d
converge en partlcu er 0 T—u U converge ausm et :

- an fO hi(uu 3]01 (lri(uq)L) du
i W = Hm W
0 1—u f
et par encadrement :
. Un
lim —————— = —

nhoo 1 (1 In(w) 5
nJO0 l1—-u

donc par caractérisation des suites équivalentes :

1
vnw—f/ n (u )d N—fl
ntyg 1—u

1
etcommeVnzl,unfiz—:

Exercice 2

1. (a) Allons-y ...Soit P et @) deux polynomes de R,, [X] et o un réel alors :

f(aP+Q) = (aP+Q)" —4X (aP + Q)
— aP"+ Q" —4XaP —4XQ'
= af (P)+ f(Q)

par linéarité de la dérivation.

(In(z))*
——1—dz

Vérifions pour terminer que f (P) est bien un élément de R, [X]. Pour cela il suffit de con-
stater que si au départ P est pris dans R, [X], P’ € R,,_1[X] donc XP' € R, [X] et
P" € R,—2[X] C R, [X], donc par stabilité pour + et o de R,, [X], f(P) € R,, [X]. En

conclusion :

’ f est un endomorphisme de R,, [X] ‘

(b) Nous avons sans commentaire particulier :

F)=0 et f(X)=-4X

Soit k un entier de {2,...,n} alors :

FOXF)=k(k—1)XF? —4X (kX*1)

Vke{2,...,n}, f(XF)=k(k—1)X+2_—4kXFk
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()

En notant B, = (1,X,X27 e ,X”) la base canonique de R, [X], la matrice A, de f dans
celle-ci s’écrit :

0 0 2 o - 0 0 1
0 -4 0 6 0
0 -8 0 0
s 0 -12 k(k—1)
0 0 0
—4k n(n—1)
0 0
. 0 0 0 —4n

Comme A, est une matrice triangulaire supérieure, ses valeurs propres se trouvent di-
rectement sur sa diagonale principale et :

Spec (f) = Spec (A,,) = {—4k | k € [0,n]}

Comme les valeurs propres de f sont deux a deux distinctes avec Card ([0,n]) = n+ 1
dim R, [X], c’est une condition suffisante pour dire que :

’ f est diagonalisable‘

De plus en notant Vk € [0,n], F_4 1'espace propre associé & —4k, nous avons dim F_4;, > 1

n
avec »_ dim E_g; =n+ 1 alors :
k=0

Vk e [0,n], dimE_g =1

d
Soit d un entier naturel de ’ensemble [0, n]]. Soit P = Y axX* un vecteur propre de f associé
k=1
a la valeur propre ), de degré d alors de la relation P” — 4X P’ = AP il vient :

d d
(k—1) X2 4X 3 apk X1 - A Y apXF =0
k=1 k=1

d
E akk:
k=2

soit encore : } . 4
Stapk(k—1) X2 -4 apkX® =AY ap XF =0
k=2 k=1 k=1

ou bien encore

(—4d — N agX¢4---=0

et comme ’on sait qu'un polyndéme est nul si, et seulement si tous ses coefficients le sont, on
obtient que :

A= —4d = —ddeg (P)]

n
Comme dim F_4,, = 1 nous pouvons écrire que E_y, = Vect (P,) ou P, = > arX (avec
k=0
an # 0) constitue & lui seul une base de vecteur propres de E_4,. Donc les vecteurs de E_y,

1
sont proportionnels a P,, dont un seul de coefficient — noté H,, puisque dans ce cas, unitaire.
[£2%

’Il existe un unique polynome unitaire H,, de degré n tel que f (H,) = —4nH, ‘

(a) Soit n > 1. La relation (g,,) nous indique :

H! —AXH! = —4nH, (4)
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donc en la dérivant on obtient :
H!" —4(H] + XH]!) = —4nH],
soit en réorganisant encore :

H" —4XH" = —AnH' +4H’
= —4(n—1)H)

Or f(H)) = H]’ — 4X H/ et la combinaison des deux derniéres relations nous donne bien :

Vn=>1, f(H,)=-4(n—1)H,

Cette égalité traduit que polynome H], de degré n — 1 est un vecteur propre de f de valeur
propre —4 (n — 1) dont I'espace propre E_,(,_1) correspondant est toujours de dimension 1.
Ainsi en prenant H, ; comme vecteur unitaire de base de E_4(,,_1), les vecteurs H! et H,_4
sont proportionnels et comme H) = nX"~! + ... le coefficient de proportionnalité vaut
n. Ainsi :

Vn>1, H, =nH,, (5)

En dérivant cette relation il vient :
Vn>2 H}!=nH,_;=n(n—-1)H, (6)
En combinant 7 et @ et on en déduit que :
VYn>2 n(n—1)H, o—4XnH,_ 1 = —4nH,

soit de maniére équivalente :

(n — ].) Hn,Q

Vn>2 H,— XH, 1+ =0

(b) Le polynoéme Hy appartient a l'espace propre Ey qui est un ensemble uniquement consitué de

polynémes constants dont le seul unitaire ’ Hy, est égal a 1 ‘

Quant au polynome Hj, il appartient a ’espace propre E_, uniquement consitué de polynémes
de degré égal & un, donc de la forme aX + b. Comme H; est unitaire il s’écrit X + b. Or
FX+b)=f(X)+bf(1)=—-4X et :

f(Hy)=—-4H,
nous donne le moyen d’obtenir b puisque :
—4X = —-4(X +b)

d’ou b = 0. En conclusion :

H =X
Pour finir : 50 1
m:xm—(_)m
1
H2 :X2 - 1
et :
Hy = XHy—@_lhﬂ
- ox(x2-1)_ly
4 2
. 3
Hy=X3-°X
3 4
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()

Voici un programme possible :
Program ecricomel;

var u,v,w : real ; n : integer ;
begin
u:=1;v:=1;
for n := 2 to 2010 do
begin
w:=v - (n-1)*xu/4 ;
u: =v;
Vo= W
end;
writeln(w) ;
end.

Rappelons que C = (a, 8, 7) est un point critique de V' sur 'ouvert U si les dérivées partielles
de V sont nulles en C. L’existence de celles-ci ne pose aucun probléme puisque V est de
classe C! comme somme et composée (je vous laisse détailler ...) avec :

8‘/( ) =2 1 + 1
— (z,y,2) =2z —

oz Y T—y 2—2x
1% 1 1
av. —9 _

3y (2,9,2) vt T
2% 1 1
v —9 _

5, (©::%) CR e

En C ces dérivées partielles sont nulles, alors :

—Qa—ﬂ—'y =2«
(a@—=pB)(a—"7)
a—28+y
IR
B
(=) (B—")

ce qui équivaut a :

20— —vy=2a(a-08)(a—")
(8):q a=28+y=28(a-5)(B~-")
2y —a-p=2z(a=7)(B-7)
A partir de Q (X) = (X — a) (X — 8) (X — ) on obtient :
Q' (X)=3X*-2(a+f+NX+af+ay+pfy et Q"(X)=6X-2(a+5+7)
et :
Q" (X)—4XQ' (X)=6X —2(a+B+7) —4X BX*-2(a+ B+ X +aB+ay+57)
donc :
Q" (a) —4aQ' () = 6a—2(a+B+7)—4a(3a® —2(a+B+7)a+af+ay+By)
= -2 (—Qa + B+~ +2a° — 2028 — 2%y + 2aﬁ'y)
= 2@2a-B-7-2a(a—p)(a—7))
selon (5)
= 0

Q" (B)—48Q"(B) = 68—2(a+B+7)—48(38° -2(a+f+7)B+ab+ay+57)
= -2 (a — 264+~ +28% —208% — 28°%~ + 20457)
= 2(@-28+7v-28(a-5)(B-7)
selon (9)
=0
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6y —2(a+B+7) — 4y (37° = 2(a+ B +7)7 +af +ay + §7)
2 (27—ﬁ—a—2272 —22a5+22a7+22ﬁ7)

22y —a—-B-2y(a—7)(B-7))

selon (5)

=0

Q" (7) —4Q (7)

On constate bien que si C' = (a, 3,7) est solution de (S) alors Q" — 4X Q' admet pour racine
a, B,7. Réciproquement Q" (a) — 4aQ’ (o) = Q" (8) — 4BQ" (8) = Q" (7) — Q' (v) = 0
entraine que :
20— - —2a(a—B)(a—7) =0
-8

-
a—=28+y—-28(a—pB)(B—-"7)
2y—a—-B-=2v(a—7)(B—7) =

et nous retrouvons bien le systéme (5) .

On sait que si C = («, 8,7) est un point critique de V alors Q" — 4X Q' est un polynoéme de
degré trois admettant trois racines «, 3, distinctes par définition de 'ouvert U, racines qui
sont aussi celles de @) tel qu’il a été introduit. Donc il existe un réel c tel que :

Q" —4XQ =cQ
soit encore par définition de I’application f :
fQ)=cQ

Comme par définition @) est unitaire de degré trois, @ = Hs, il est non nul et aussi vecteur
propre de valeur propre A = ¢ = —4 deg Q = —12. Moralité :

Q" —1XQ = —12]

et, encore une fois, comme

Q = Hj
= X3—ZX
- X () (xed)

ainsi : 5
Vi V3
(Oé,ﬁ,’}/) € {_TJaOaTS}

Il y a donc 3! = 6 points critiques possibles, par un dénombrement basique qui sont :

V3 V3

2020

0—59) 049 (£09) (F0-9) (£49) (5%

Probléme

Partie I

1.

(a) Program ecricome2;

var n,k : integer ; u : real ;
begin
writeln(’Donner la valeur de n’) ;
readln(n) ;
u :=0 ;
for k := 1 tondo u := utl/k ;

writeln(u-1n(n)) ;

end.
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(b) Soit n un entier naturel,

nl n+11
Up — Upp1 = Z;—ln(n)—zg—l—ln(n—&—l)
i=1 i=1
= Y - - s - n(n+1

Quand n tend vers l'infini :

1 +1 1 n 1
Uy, — Un, = ——— 4+ - —— 4ol =
1 n(l—l—%) n  2n2 n2
L, 1 ‘1+1 1 1
= —_— —_ —_ — 0] -
n n n  2n? n?

Comme l'on sait que la partie principale du développement limité fournit un équivalent
de la suite en question, il vient :

1
Up — U ~  —
n n+1 00 2712
Comme la série de terme général # converge en tant que série proportionnelle a la série de

Riemann de paramétre 2 > 1, le critére d’équivalence appliqué aux séries a termes positifs
nous assure que :

La série > (un — tup41) converge
n>1

Soit m un entier naturel non nul,

NSE

(Ul — Ukg1) = UL — Up

k=1

(car la somme est télescopique), soit encore :

n

Uy =ur — Y (U — ug41)
k=1

Comme la série > (u, — up41) converge, la limite de u, existe et est finie égale & uy —
n>1

+oo
> (ur — ugy1), d’ou la convergence de la suite (uy,),~, est assurée.
k=1 =

n
(c¢) Etudier la convergence de la suite (Z l12> revient & étudier la convergence d’une série de
i=1 n>1
Riemann, celle de parameétre 2. Comme ce dernier est strictement supérieur a 1, on en déduit
que la série, donc la suite, converge. Ceci dit il faut se méfier de la question ol le concepteur
exige surement de nous la démonstration de ce résultat. Je vous engage donc a vous replonger
dans votre cours et mettre en place le critére de convergence série-intégrale.

2. (a) Tout d’abord la fonction Fz est définie sur R ce qui est un bon commencement, de classe C!
donc continue sur R en tant que fonction composée, de t — —exp (—t) de classe C! sur R &
valeurs dans R* et de exp de classe R donc a fortiori sur R de dérivée F’ : t — exp (—t) Fz (¢)
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positive sur R sans oublier de rajouter que lim Fyz (z) =0 (car lim exp(—t) = +o0 et
li —A)=0)et lim F =0 li —t)=0et li —A)=1). T
Sl exp(—A)=0)e Jm  Fz (x) (car Jm exp (—t) et lim exp (—A) =1). Tous

ces points traduisent bien que Fz est bien une fonction de répartition, et en particulier les
deux premiers assurent que cette premiére est celle d’'une variable a densité, Z, dont une
densité que 'on notera f; est obtenue par dérivation de Fz sur R ce qui nous donne :

VteR, fz(t)=exp(—t)exp(—exp(-t))

(b) Les propriétés de t — exp (—t) qui est de classe C! et strictement monotone sur R conférent a
W le statut de variable a densité dont on notera la fonction de répartition Fy, définie sur
R par Fyy (z) = P ([W < z]) soit encore :

Fw (z) = P(lexp(=2) <z))
_ { P([-Z <Inz]) si >0
- 0 si x<0

car In réalise une bijection strictement croissante sur R
{ P(Z>—-Inz]) si >0

0 si <0
_ 1—Fz(—lnz) si >0
- 0 si 2<0
_ l1—exp(—exp(Inz)) si >0
- 0 si <0

l—exp(—2z) si >0
0 si <0

Vz € R, FW(a:):{

Il est donc de notoriété publique que :
W — (1)

(¢) Lafonction z — (In (z))" e~* étant définie et continue sur R’ , l'intégrale f0+°° (In (z))* e=2da

présente deux impropretés , en 0 et en +o0o. Elle converge absolument si, et seulement si les
intégrales fol IIn (z)|* e~*dx et f1+°o (In (2))" e *dz convergent.
—_——
@
e Etude de la convergence en 0.
Soit k un entier naturel. Nous avons :
[in (2)]" e ~ [In (2)|"

puisque lim+ e~® =1# 0. D’autre part, par croissance comparée (log-puissance) :
z—0

lim 2'/2|In(z)* =0

z—0

et par caractérisation de la négligeabilité :

IIn (z)|" = o (x1/2>

et lon sait treés bien que la fonction z — z'/2 admet une intégrale convergente au voisinage

de 0. Par conséquent le critére de négligeabilité appliqué aux fonctions positives assure
que :

1
/ In (z)|* e~*dz converge (7)
0

e Etude de la convergence en +oc.
Soit k un entier naturel. Nous avons, puisque lorsque = > 1 :

(In(2)* e < (x — 1)F e
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en associant I'inégalité de convexité appliqué a —In (qui donne sur R} In(z) < 2 —1)
et la croissance de t +— t* sur [1,+oo[. D’autre part :

(z—1)fe™ ~ aFe
r— 400

+o0 - A P +o0 —
Enfin [;"™ z%e~"dx converge, c’est I' (k — 1), cela entraine, par théoreme que [)" z¥e™*dx
converge aussi si bien que ’emploi successif du critére d’équivalence et de comparaison
appliqués aux fonctions positives nous indique que :

+oo &
/1 (In (2))" e~*dz converge (8)

L’association des résultats (7) et (8) nous permettent de conclure que :

L’intégrale f0+°° (In (2))* e=%dx est absolument convergente

(d) Soit k un entier naturel. La variable Z admet un moment d’ordre  si, et seulement si I'intégrale
fjof t* f7 (t) dt est convergente, soit si et seulement si fjoooo t* exp (—t) exp (—exp (—t)) dt est
convergente. En cas de convergence :

—+oo

E (Z%) = / th exp (—t) exp (— exp (—t)) dt
— 00

Le changement de variable 2 = exp (—t) (donc do = —xdt) proposé étant de classe C' et bijectif

sur R, a valeurs dans 0, 1] est licite et assure que les intégrales fj;o tF exp (—t) exp (—exp (—t)) dt

et 0+O° (—In (2))* e=*dz sont de méme nature et égales en cas de convergence. Comme nous

retrouvons a (—1)" pres l'intégrale convergente de la question précédente, nous pouvons con-
clure que Z admet un moment d’ordre k avec :

+oo
E (ZF) = /0 (—In(z))" e *dx

Partie I1

1. (a) Soit n > 1. Le nombre de pioches nécessaires pour obtenir deux boules distinctes dépasse n si,
et seulement si les premiéres pioches fournissent des boules portant toutes le méme numéro.
Autrement dit :

D/Q > n] =C,

Sachant qu’il y a 3 possiblités de pioche unicolore,

En conclusion :

P (C) =P (s > n]) = 5y

Au passage nous retrouvons bien que P ([Y2 > 1]) = 1. D’autre part on a classiquement pour
chaque entier naturel n > 2 :

P([Ya=n]) = P(Y2>n—-1))—-P([Y2 >n])
1 1
= 32 gt
2

CONCOURS 2010 spicesagros.fr



ECRICOME 2010 EcS — PROBLEME — PARTIE II — CORRECTION Page 11/17

(b) Soit n > 1, nous avons :

:izP([Yg—z@:nmm

P ([Y3 — Y =n))

+o0
= P ([Ys =Yy =n]N[Ys = k])

selon la premiére version de la formule des probabilités totales
associée au systéme complet d’événements ([Y2 = k]);

S P(Ys=n+kN[Ys = k)
k=2

de plus pour k£ > 2,

P(Ys=n+kN[Ya=k) = P([Ya=k)Py,y(¥s=n+Hk)

selon la formule des probas composées

B 2 g nfl1
T o3k-11\3 3

car si [Yo = k], Pévénement [Y3 = n + k| est réalisé si et seulement si les n — 1 pioches suivants
les k premicres ne fournissent que des boules portant un numéro déja obtenu (deux chances
sur trois par pioche) et la n®™¢ la boule dont le numéro n’est jamais tombé jusqu’alors (une
chance sur trois). Comme les pioches se font avec remise il vient finalement :

Vn>1, Vk>2 P([Y3=n+km[Y2=k]):3]}_l<§)

Enfin pour n > 1:

Pra-vi=a) = 3o (3)

Autrement dit :

ce qui parait assez logique !

Comme on ne peut obtenir 7 boules différentes en moins de ¢ titrages successifs avec remise,
Y; (Q) c N\ {0,1,2,...,i — 1}, linclusion réciproque étant immeédiate,nous avons bien :

Vi (@) =N\{0,1,2,....i— 1}

D’autre part le nombre minimum de pioches nécessaires a I’obtention d’une (i + 1)éme nouvelle
boule sachant que i différentes ont déja été obtenues vaut 1,
’ (Yie1 = Y5) () = N*
CONCOURS 2010 spicesagros.fr
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(b) Soit n > 1 et k > i. Recommengons le méme type de raisonnement qu’a la question IL.1.b :
si [Y; = k] Pévénement [Y;11 — Y; = n| est réalisé si et seulement si les n — 1 pioches suivants
les k premiéres nécessaires & l'obtention de ¢ boules différentes ne fournissent que des boules
portant un numéro déja obtenu (i chances sur 7 par pioche), et la n®™¢ la boule dont le numéro
n’est jamais tombé jusqu’alors avec une probabilité de 1 —i/r). Ainsi la remise des boules
(synonyme d’indépendance) nous fait donc écrire que :

(

r

)

11')

r

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements ([Y;

nous avons pour chaque entier naturel non nul n :

P ([Yit1 = Yi =n])

—+o0

>

k=i

G

)
(-

L
.

= | .

ey

EP[%:H ([Yig1 = Yi=n]) P (Y

=1 selon Y;(Q)

i
Yz‘+1—Yz"—>g<1—r>

k])kzi

k])

k])

oo
) EPvi-)

ce qui est somme toute logique ! Il s’ensuit d’aprés le cours que Vi € {1,2,...,1— 1} :

E (Y - Y) =

1
1—

r

i r—1
r

ot V(Y —Y) =

Le nombre X,. de pioches nécessaires a I'obtention des r boules se décompose en la somme du
nombre de tirages nécessaires & obtention de n’importe laquelle (un seul suffit, c’est Y1) a
celui nécessaire a obtention d’une nouvelle boule différente de la premiére (Yo — Y7) puis a
celui d’une troisiéme boule différente des premiéres obtenues (Y3 — Y3) et ainsi de suite, ce qui
se traduit formellement par la somme suivante :

Yi+Yeo-Y)+Ys-Ys)+-- -+ (Y, - Y1)

Xy

r—1
1+ (Y - Y))
j=1

Et en posant le changement d’indice : =r — j :

r—1

14+ Y (Yeoigi — Yey)

i=1

X,

La variable X, admet une espérance et une variance en tant que combinaison linéaire de

telles variables
I’espérance :

E(XT) =
r—1 r
=1
+i§17”—(7“_i)
r r=lp
= ——|— —
T i=1 0

CONCOURS 2010
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1+ > V(Y1 —Y.)
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indépendantes (c’est intéressant pour la variance) avec par linéarité de
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-3

i=1

/—\
\/

=3

<. 3 s 3
Il (I I
—_ —_

3
I
I

S - 3 s
Il Il Il
_ _

S e
|
I

S -

Il

—
~

s
Il
-

(b) Nous avons vu & la question & la question I.1.b que la suite (u,),~, converge. Donc il existe

un réel a tel que lim u, = « avec, rappelons-le, u,
T—00

lorsque r tend vers ’infini,

soit encore :

E(X,)

r

> 5

i=1

—In(r)=a+0(1)

E(X,)=rln(r)+ra+ro(l)

Enfin comme ro (1) = re (r) avec lim e (r) = 0 alors :

T—00

—In (T) — E(i{r)

E (X;)

= rln(r)+ra+o(r)

7—00

r

—In(r). Ainsi

De méme nous savons depuis la question I.1.c que la suite (Z ;) converge, donc il
r>1

i=1

existe un réel B (non nul car la suite eststrictement croissante de premier terme non nul) tel

que lim Z %

T—00 i=1

,
1 _
D’autre part r 2 B

,
donc r Z i~rln

1=

consequent par compatibilité

r et

= [ donc :

r#

T
> l12> puisque lim

r
Ym~B

1=1

TZT 1
r—oo r2 Z

r

1
r E:fl 2

2
e ’équivalence avec le produit :

VI

ro1
XT)NTQZENWQ
i=11

CONCOURS 2010
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tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini. Par
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Partie I11

1. (a) Soitk € {1,2,...,r}.L’évenement Ay ,, est réalisé si, et seulement si au cours des m premieres
pioches effectuées avec remise les numéros appartiennent a 'ensemble {1,2,...,r} —{k}. Ainsi
comme les résultats ne proviennent que du seul hasard, Laplaceﬂ nous informe que :

Py = T D" _ (7’ 1)’”

rm r

puisque € est 'ensemble des m—listes constituées d’éléments pris dans 'ensemble {1,2,...,7}.
De méme k numeéros (qu’il faut considérer fixés notés i1, ..., %) n’ont pas été piochés au cours
des m premiéres pioches si, et seulement si au cours des m premiéres pioches effectuées avec
remise les numéros appartiennent a 'ensemble {1,2,...,7} —{i1,...,ix}. Alors toujours selon
Pierre-Simon la probabilité demandée vaut :

Au passage cette probabilité est celle de I’événement A; ., N ... N A;, ., pour k fixé dans
{1,2,...,r}.

(b) L’événement [X,. > m]| est réalisé si, et seulement si au cours des m premieéres pioches, au
moins I'un des r n’a pas été pioché. Ce qui se traduit formellement par :

(X, >m]= U Aim
k=1

donc :

k=1

P, > m) =P (0 A )

L’union n’étant pas nécessairement disjointe.
Par la formule du crible on sait que :

(_l)k_l Z P (Ail,m n...N Aik,m)

1<iy < <ip<r

oty ()

1<t << <r

(—1)F? (1 - f)m oo

1<y < <ip<r

M=

P (X, >m]) =

=
I
—

[
] -

>
Il
—

[
]~

k=1

La somme > 1 est égale au nombre de suites strictement croissantes dont les
1<iy < <ip<r

termes sont & valeurs dans I'ensemble {1,2,...,7}, soit (}). Donc :

P ([X, >m]) = i(_l)kfl (12) <1 - f>m

k=1

2. (a) Pour m € N*, on définit la propriété
P(n) : "P(D1U...UD,)<P(D1)+P(D2)+ - +P(Dp)”

e Comme Dy U...UD; = D la propriété P (1) est vraie.
e Supposons que pour m fixé dans IN*, P (m) soit vraie. Soit D1, ..., D1 m+1 événements
définis sur un méme espace probabilisé, alors de la relation :

P(DyU...UDpt1) = P((D1U...UDy)UDpis)
_p <k©1 Dk> 4+ P(Dypit) —P <<k©1 Dk) N Dm+1>

INombre de cas favorables divisé par le nombre total de cas.
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on déduit que :

P(Dlu...UDmH)gP(

et selon ’hypothése de récurrence :

TCs

Dk) +P (Dm+1)
1

m
P(DiU...UDpy1) < 3. P(Dy) + P (Dst)
k=1

d’ou :

m—+1
P(DiU...UDpi1) < S P(Dy)
k=1

et donc P (m + 1) est vraie.

Ce raisonnement par récurrence standart prouve que P (m) est vraie pour tout m € IN*.

Remarque :

c’est I'inégalité de Boole.

(b) La fonction exp étant convexe sur R sa courbe représentative est au-dessus de toutes ses
tangentes, en particulier au-dessus de celle en d’équation y =1+ z, d’ou :

Vr e R,

e >1+4+x

Enfin comme pour tout m non nul, P (4 ,,,) = (1 — %)m il vient par croissance de la fonction

t—t™sur Ry :

(1-

%)m,

)"

< (exp (-

soit par propriété élémentaire de la fonction exp :

¥Ym € N*,

P (Agm) <exp (—%)

Comme pour € > 0, M, < (1+4¢)rln(r) alors :

YVweQ, X, (w)>

donc :

(I1+&)rin(r)

= X, (w) > M,

[[X, > (1+&)rIn(r)] C [X, > M,]

Par croissance de la probabilité P :

P ([X, > (1+&)rn(r)])

IA

AN

IA

IN

IA

IN

IA

IN

IN

IN

P ([X; > M;])
kil P (Ai )

Son ()
k=1 "

( T)
rexp | —
r

T exp (_ (1+e) Tin (r) —

)
selon la définition de la partie entiére

rexp ( (14&)In(r) + i)
rexp (—(1+¢)In(r)) exp (i)

()
()
v

S|

CONCOURS 2010
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et comme exp (1) < e! lorsque r > 1, moralité :

T

Ve>0, 0<P(X,>(1+e)rh(r)]) < =

TE

Comme lim ;% =0, le théoréme d’encadrement nous donne :

T—00

Ve >0, lim P([X,>(14+¢)rn(r)])=0

T—00

3. (a) Pour la justification il suffit de remarquer que la fonction z — zlnz + zt est strictement
croissante et a valeurs dans [0, +o0o[ dés que r > ¢! > 0, il existe bien un rang ro (¢) tel que :

En outre pour chaque r > r¢ (¢),

P ([Z, > t])

P
= P(X,—rIn(r) > rt])
P ([X, >rt+rin(r)])

Or la variable X,. ne prend que des valeurs entiéres donc :

[X; > rt+rin(r))] (X, > [rt+rin(r)] +1]
= [X,>m, +1]

(X, > m,]

Ainsi :

Vr>ro(t), P([Z >t])=P (X, >m])

(b) Soit k un entier naturel, lorsque r tend vers U'infini :

ln<1—]:>=—]:+o(i> (9)

my <rln(r)+rt<m,+1

Or des inégalités :

on déduit aisément d’une part que :
rin(r)+rt—1<m, <rln(r)+rt

et d’autre part que :
m, =rln(r)+rt+o(r) (10)

puisque l'écart entre r1n (r)4+rt —1 et r1n (r) +rt est inférieur & 1 négligeable devant r lorsque
r tend vers Pinfini. Alors en combinant (9) et (10) on obtient lorsque r tend vers Pinfini :

m, In (1_’;) (rn (r) +rt+o(r)) (—k—|—0<1)>

T r

—klnr—kt+o(r)o (i)
—_———

=o0(1)

k
m, In <1—> = —klnr—kt+o(1) (11)
T T
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(¢) Soit k un entier, nous avons :

k termes
N _ r(r—1)x---x(r—k+1) ¥
(k) B k! r—oo k! (12)
Selon ([11)) :
k m,
(1— ) = exp(—klnr—kt+o(1))
r

= exp(—klnr)exp (—kt)exp (o(1))

= rik exp (—kt)exp (o (1))
oxp (—kt)
rk

Selon et , par compatibilité de ’équivalence avec le produit :

™ (1 _ k e ﬁ exp (—kt) exp (—kt)
k r r—oo k! rk r—o0 k!

) r EN™"  exp(—kt)
o () -

(d) Soit ¢t un réel. Nous avons pour r > rq () :

Donc :

P([Z.>1) = P(X,>m])

et par linéarité de la limite, lorsque r tend vers U'infini :

im Pz = g S0 () (1-1)

poet
_ ,i(_l)kl exp](d—kt)
Enfin comme
12(1)““2&7’“” - 1+§<1>k@<§<€!—’“>
_ :Z:(_ J© eXp](C!—kt)
_ i‘” (—exi!(—t))

= exp(—exp(—t))

Autrement dit :

VteR, lim P([Z <t])=Fz(t)

T—00

La suite de variables aléatoires (Z,),.~, converge en loi vers Z qui suit la loi de Gumbel

IoToToTok
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