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Groupe C MATHEMATIQUES 
DUHÉE : 4 heures 

SESSION DE 1991 

Les variables aléatoires X que nous considérerons dans ce problème sont de deux types : 
1" X est à valeurs dans ai2 i- p pour un couple (u,  p) de nombres réels ; 
2" la loi de X admet une densité f ,  strictement positive et continue sur un intervalle fermé 1 ; de plus 

fest nulle en dehors de 1. 

1 

Soit X une variable aléatoire. On note F sa fonction de ripartition (c'est-à-dire que, pour tout nombre 
riel x, on a F ( x )  = P (X 6 x) ) .  On note M (X) I'enseniblc : 

I 
2 

( N l E [ W : P ( X < ? ) 1 ) ~ - d P ( X ~  I I I ) / .  

Un élément de M (X) est appelé niédianede X. 

1.  Prouver que M (X) est un segment. Montrer que ce segment est réduit a un point lorsque X est du type 2" 
(on pourra étudier F). 

2. DCterminer M (X) dans les cas suivants : 

u. X suit la l o i  dc Ucrnoulli dc paramètre p E ]O, I [; 

b. X suit la loi binomiale B (n, 1/2) ; 

C, X suit Iii loi I I O I I I I ~ I I C  cwtrtk rdluitc N (O ,  1 ) ; 

tl. X suit la loi  exponentielle de piramktre A. 

3. 
u. Soit u un nombre réel. 

I'rouverqueM(uX) = ( c t r n : n i €  M(X)]e tqueM(X + a) = ( a  + r n : n z E  M(X)} .  

b. L'assertion suivante est-elle exacte : pour tout couple (X, Y) de variables aliatoires à valeurs dans h on a 
M (X + Y) = { tn + ni' : ni E M (X), ?II' E M (Y)]? 

4. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre un. 

u. Est-il exact que E (X) E M (X) '? 

b. Démontrer que si X admet un moment d'ordre deux, on a pour toute médiane t u  de X : 
1 t l l  - E ( X ) (  6 Jm 

où O (X) dlsigne la variance de X. 

A SUIVRE 
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Pour tout entier non nul n, on note PI, la fonction qui à un nombre réel k associe : 

et on définit 

In= 1: ( ( 1  - x)ex)"dx. 

A 

1. 
a. Gtablir l'identité : 

l A  
1 ' .  O 

1 - Pl,(h) = 7 e-x x" dx.  

b. En déduire une relation entre PI, ( n )  et I l , .  
Soit II, la fonction difinie sur 10, 11 par : 

1 
2 

11, (O)  = - 
et pour tout xde ] O ,  1 [ : 

- x - I n ( 1  - x )  
11, (4  = x 2  

2. Prouver que II, est une bijection croissante de (O, 11 sur (1/2, + m[ 

3. Soit a E 10, 1 1, on pose : 

où 'II, - I designe l'application réciproque de 9. Etablir l'encadrement : 

5 ['exp ( - x2/2) dx Q In Q JE- 
4. En déduire un équivalent pour Il, puis établir que, lorsque n tend vers l'infini, on a : 

tl 

I l .  
1 - Pll(rc) - 7 e'" 

B 

Soit XI , . . . , X,, , n variables aléatoires indépendantes et de même loi de Poisson de paramètre 1. 

1. Prouver que SI, = X, + . . . + XI, suit une loi de Poisson de paramètre t a .  

2. En déduire que P,, ( n )  tend vers 1/2 lorsque n tend vers l'infini. 

w&+X~amakns  &k&pivdent peur n ! lorsque I I  tend VCI'S I'infrni. 

Tournez la page S.V.P. 
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C 

1. Soit n un entier non nul, vérifier que pour tout réel A,  on a : 

p,, (A) + P,’ (1) = P,-l (A) * 

2. a. En appliquant une formule de Taylor à l’ordre 2, démontrer que la suite (P,, ( n ) )  est strictement décrois- 
sante. 

b. Procéder de manière analogue pour prouver que la suite (PI, - ( n )  ) est strictement croissante. 

c. Prouver que les suites (P), -,  ( r i ) )  et (P,, ( I I ) )  sont adjiiccntcs. 

3. En déduire que si X cst une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre entier ri, 
onaM(X)  = ( n ) .  

Soit XI., ... , XI, ,  n variables alkaloires indépcndantcs et de même loi. On suppose tout au long de cette 

a. X, suit une loi normale centrée et réduite ; 
b. XI suit une loi de Poisson de paramètre 1 ; 

troisième partie que l’une des trois hypothèses suivantes est satisfaite : 

1. 

c. X1/2 suit une loi de Bernoulli de paramètre 1/2. 
Pour tout entier k E [l  , r i ]  on pose alors Yk = X, - E (XA), puis TA = y/. 

1 6  k 

a. Vérifier que YI est une variable aléatoire centrée et réduite. 

b. Montrer que, pour tout entier k E [ I , 111, la vuriablc al6atrk-e TI, - TA est bien du lype 1” ou du type 2“ ct 
que, de plus, O est une médiane de TI, - 1; . 

2. Soit x ,  E deux nombres réels positifs. Pour tout entier k E [ l ,  n], on note 52, I’événement 
( m a x ~ d x , T k > x ) p o u r k > 2 0 u ( T l  > x ) p o u r k =  1. 

a. Pour tout entier k E [ 1, II], démontrer les inclusions suivantes : 
l < A  

(9 
(ii) 

(T,, - Tk > O )  n ak c (TI > x )  n Q k  

(TI - Tk > 0) n 52, 2 (TI > x + E) n 52, n (y, < €1. 

b. En déduire l’encadrement : 
n 1 

P(Tl, > x + E) - 1 P(Y, > E) d 
J -  1 J c II 

P (  maxT, > x )  Q P(T, > x ) .  

II 

3. Soit 8 un nombre réel strictement positif. Montrer que P (Y, 2 8 f i )  tend vers O lorsque n tend vers 
l’infini. 1’ 1 

4. Dkmontrer que, pour tout nombre réel positif A, on a : 

Que se passe-t-il lorsque A est négatif ? 

FIN 


