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Correction ESSEC 2007

Voie économique

La correction comporte [L5]| pages.

Exercice 1 : suites et calcul matriciel

1.

(a) En effectuant le produit matriciel (licite car A € M3 (R) et X € M3 1 (R)) nous obtenons :

Vn € N, AX, = X7L+1

(b) Démontrons par récurrence que P, "X, = A" X" est vraie pour tout entier n.
e L’initialisation est bien vérifiée car A° = I et donc Xo = I.X,.
e Supposons que pour n fixé dans N, la proposition soit vérifiée.
e Montrons que P, soit vraie. Or nous avons :

Xn+1 = AXn
= AA"X,
A" X

Ainsi nous pouvons dire que P,, = Pp4+1 (la proposition est transmissible) et selon le
premier principe de récurrence la proposition est héréditaire, & savoir que :

vneN, X, =A"X,

2.

(a) A est une valeur propre de A si et seulement si A — Al est non inversible soit si et seulement
si une réduite de Gauss de A — A\I est non inversible. Cherchons alors une réduite de Gauss
de A — A\l a l'aide d’opérations élémentaires sur les lignes.

3—-x -1 1

A—N = 1 2-Xx 0 L= Lo

0 1 1-2A
1 2-Xx 0

~ 3—A -1 1
0 1 1-\ L2<—L2—(3—)\)L1
1 2\ 0

~ 0 =M 45x3-7 1
0 1 1) L2ols
1 2\ 0

~ 0 1 Y
0 —N+5A-7 1 Ly e— Ly — (=\> +5\—7) Ly
12—\ 0

~ 0 1 1-X\
0 0 —-(\=2°

A — M est non inversible si et seulement si la réduite de Gauss obtenue est non inversible,
soit si et seulement si 'un (au moins) de ses coefficients diagonaux est nul, c’est-a-dire si et
seulement si A € {2}.

Conclusion :

sp(A) = {2}
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(b) Il n’est pas utile de déterminer le sous-espace propre de A pour conclure que celle-ci n’est pas
diagonalisable. En effet il suffit de dire que du fait que A n’est pas scalaire (c’est-a-dire que A
n’est pas proportionnelle & I), A n’est pas diagonalisable. Cependant répondons a la question.

T
Ey(A) = (X=|y |eMsgi(R)|z=0ety—2=0

z

0

= | Vect 1

1

Comme dim E5 (A) = 1 alors que A € M3 (R) nous pouvons conclure que :

’A n’est pas diagonalisable

(a) _
e Tout d’abord nous prendrons de maniére évidente | e} = (0,1, 1) | en reprenant la question

précédente, car par définition de T, €] est un vecteur propre de valeur propre associée 2
(de surcroit nous vérifions la contrainte de 1’énoncé imposant que la troisiéme composante
soit égale a 1).

e Cherchons maintenant e}, = (x,y,—1) tel que f(e}) = €} + 2¢, ce qui se traduit ma-
triciellement par :
x 2z
A y = 2y
-1 -2
ou encore :
3 -1 1 0 2z
1 2 0 1|+ 2y
0 1 1 1 -2
3z —y—1
= x+ 2y = 2y + 1
y—1 —1

ce qui nous rameéne & la résolution du systéme suivant :

r—y=1
rz=1
y=20
Nous pourrons prendre :
=(1,0,-1)
e Cherchons enfin ef = (z,y,2) tel que f(e}) = €5 + 2¢% ce qui se traduit matriciellement
par :
x 1 2z
Al y | = 0 + | 2y
2 -1 4
ou encore :
3 -1 1 T 1 2x
1 2 0 y | = 0 + | 2y
0o 1 1 2 -1 4
3r—y+2 142z
= T+ 2y = 2y
y+2 3
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ce qui nous rameéne & la résolution du systéme suivant :

r—y=—1
z=0
y=1
Nous pourrons prendre :
=(0,1,2)

(b) D’apres la décomposition donnée, T s’écrit T'= 21 4+ J ol nous posons :
010
J=|1 0 0 1
0 0 0

Comme J est une matrice triangulaire stricte, nous pouvons dire que J est nilpotente d’ordre
au plus égal & 3. Comme un calcul rapide nous donne :

00 1
J2=(0 0 0| et J3=0 (1)
000

une petite récurrence, qu’on laisse faire au lecteur montre que :
VneN;, J"=0

Comme les matrices 2/ et J commutent, nous pouvons appliquer la formule du binéme de
Newton pour obtenir T, ce qui donne :

VneN, T" = (2I+J)"
_ - n n—k 7k
= Z(k> 2n""J
k=0
2 /n
= Z (k> (20)" % J* selon (1)
k=0
= (Men 2+ (") enta+ (1) et
0 1 2
1
— 2" T4n2" 1J+7("2 Jon-2p2
1 0 0 01 0 n(n—1) 0 0 1
=21 0 1 0 |+n2"t[ 0 0 1 |+ 5 2"=21 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
2 n2=t n(n-1)2"3
= 0 2m n2n—1
0 0 2m
Conclusion :
on n2n—1 n (n _ 1) 2n—3
YneN, T"= 0 2m n2n—1

0 0 A

Une petie vérification s’impose et on voit que tour & tour pour n = 0 et pour n = 1 nous
retrouvons bien respectivement I et T.

(a) D’apres la cours, c’est la formule du changement de base appliquée a la matrice d’un endomor-
phisme :
A=prpP!

et par une récurrence ultra-classique démontrons que R, :"A" = PT"P~!" est vraie pour
tout entier n.
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e L’initialisation est bien vérifice car A% = I et PTOP~! = PIP~1 =1.
e Supposons que pour 7 fixé dans N, la proposition soit vérifiée.
e Montrons que R,41 soit vraie. Or nous avons :

A7l+1 — A"A

= PT"P'PTP!

= PT"TP!

= prtipt

Ainsi nous pouvons dire que R,, = R, 11 (la proposition est transmissible) et selon le
premier principe de récurrence la proposition est héréditaire, a savoir que :

VneN, A"=pPr"p-!

avec :
0 1 0
P=|1 0 1
1 -1 2

(b) Apres quelques calculs a présenter sur la copie comme demandé :

-1 2 -1
P 1l= 1 0 0
1 -1 1
(c) Selon la question 1.b :
0 1 0 27 p2n=t n(n—1)2"73 -1 2 -1
A" = 1 0 1 0 2" n2n—1 1 0
1 -1 2 0 0 2m 1 -1

[\)
3
N
DN =
3

+
—
N———
|

DO |

[\
S
3

N =
[\

S

[ 3
~— = O

1 1
= §2"n (n+3) 2» (—8712 +gnt 1) 27 3n (n —1)
) 1
2" 3n (n — 1) —=2"n(n —5) 2" <8n2 —g" + 1)
et donc :
1 1
271 (n +2) —=2"n =2"n
Unp 1 2 1 2 1
Un, = 2" 3n (n+3) 2 (—8n2 + 3" + 1> 2" 3p (n —1) 0
Wn 2n—3 ( 1) 12n ( 5) on 1 2 o + 1 0
n(n — —=2"n(n — —n° —-n
8 8 8
271 (n 4 2)
— 277,—3n (n + 3)
2730 (n — 1)
Conclusion :

Vn € N,

Probléme : probabilités

I Préliminaires

1.

CONCOURS 2007 15 mai 2007



ESSEC III 2007

PROBLEME — PARTIE 1

Page 5

2.

(a) Rappelons pour commencer que si X est une variable suivant la loi exponentielle de parameétre
A, nous pouvons prendre comme densité associée, la fonction fx définie par :

fXCﬂ“{ 0

de M gi

z>0
si <0

(2)

Il est de notoriété publique que F'x sa fonction de répartition est définie par :

Fx(l“):{ 0

1—e ™ si

x>0
si <0

alors la fonction d’antirépartition demandée, qui & tout réel x associe le nombre réel

P ([X > z]) appartenant a [0, 1] est définie par :

P(X>z))=1-Fx ()

x>0

I
11 si <0

(b) Signalons que pour tout réel x strictement positif, la probabilité P ([X > z]) est non nulle,

donc la probabilité conditionnelle demandée a b

Y (z,y) € (Ri)Q, Pxsa([X>z+y]) =

ien un sens. Elle vaut :

P (X >z+y|N[X > z])
P (X > 1))
P(X >z+y])
P([X > z])
e—Mz+y)

par définition

car [X >z +y] C [X > 1]

67)\9(:
efka:ef)\y "
——,— DPar propriété de exp
e— Az
e M

P ([X >y])

Cette propriété exprime qu'un phénoméne A "ne vieillit pas" :

si A a duré plus que x unité

de temps, alors il durera encore y unités de temps supplémentaires avec la méme probabilité

qu’'un phénomeéne analogue & A qui viendrait
d’absence de mémoire (le phénoméne A ne
p

d’apparaitre. La propriété est donc une propriété
se souvient pas "d’avoir vieilli").

(a) La variable S,, admet une espérance et une variance en tant que somme de variables aléatoires
admettant chacune une espérance et une variance. Ainsi par linéarité de [’espérance :

Vn € N*, E(S,) > E(X)

k=1

= nE(X;) car tout
n

A

es les variables X}, suivent la méme loi

D’autre part par indépendance des variables aléatoires Xy, :

VneN*, V(S,) = > V(X)
k=1

= nV (X;) car to
n

22

Conclusion :

utes les variables suivent la méme loi

VneN*, E(S,) = Z

\
o
=
Z
i
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(b) Pratiquons le produit de convolution bien familiers a vos camarades d’ECS, pour démontrer
par récurrence que P, :

0 si t<0
Sy, admet pour densité la fonction f, : t — A" JRS P I
(n—1)! -
est vraie pour tout entier n non nul.

e L’initialisation est bien vérifiée pour n = 1 selon (2) car :

0 si t<0
fl (t) = A efkttlfl si t>0

(1—1)!
_ 0 si t<0
- de ™M s >0
= fx(?)

e Supposons que pour n fixé dans N*, la proposition soit vérifiée.
e Montrons que P41 est vraie. Or nous avons :

Sn+1 — Sn + Xn+1

avec selon le théoréme de convolution donné par 1’énoncé, utilisable car les variables
S et X, 11 sont indépendantes :

+oo
fSn+1 (t) = fSn (.’b) an+1 (t - .’b) dx

La variable S, est & valeurs dans R ainsi fs,, , est nulle sur R* . D’autre part le produit
fs, () fx,,. (t — ) est non nul si et seulement si > 0 et ¢t — 2 > 0 ce qui équivaut a
dire que 0 < z < t, donc :

W0, fs,, () = / fsu () Fxos, (t— 2) da
0

t )\n
_ / ef)\xxnfl)\ef)\(tfr)dx

)\n+1 t
= o) 1)'/£Cn71€7)‘td£c
n—1)J,

>\7L+1e—/\t t L
f— — n— d
(n—1)! / v

N Fle=At Tant
- (- [ ]
/\n+le—>\t tn
(n—1)! n
)\n+167)‘tt”

n 1o

n!

Ainsi nous pouvons dire que P,, = Pp4+1 (la proposition est transmissible) et selon le
premier principe de récurrence la proposition est héréditaire, a savoir que :

0 si t<0
* e, . n
vn € N*, S, admet pour densité la fonction f,, : ¢ — : A 1)'€_>\tt"_1 s >0
n—1)!

IT Loi de Pareto

1.

CONCOURS 2007 15 mai 2007



ESSEC IIT 2007 PROBLEME — PARTIE II Page 7

—+oo
e L’intégrale f converge si et seulement si /

— 00 —

b +oo
fet f convergent. Or par définition de
9] b

b
f qui coincide avec la fonction nulle sur I'intervalle |—oo, b[ , 'intégrale / f converge. D’autre
— 00

pe +oo
part par continuité de ¢t —— at“ﬁ sur [b, +oo[ lintégrale f ne présente qu’une seule
b
+oo a
impropreté, en +o00. Mais nous pouvons dire que l'intégrale / ata T dt converge en tant
qu’intégrale proportionnelle & une intégrale de Riemann (de parameétre « + 1) si et seulement
+oo pe

si a+1 > 1 soit si et seulement si a > 0, ce qui est ’hypothése de I’énoncé. Ainsi / ataﬁdt
converge. b
Conclusion :

+oo

f converge
— 00

Calculons sa valeur :

+o0 b +o0
f = / f+ f par Chasles
[e%S) b

— 0 —
A a

— O—i—AEIEOO A ata+1

t—a1?
= lim ab® {}
A—+oo —a |,

dt par convergence de 'intégrale

A*(l bfa
= lim ab® ( + ) car lim A~ =0 puisque a > 0

A—+o00 —a a A—+o0
ab®
ab?®
= 1
Conclusion :
+oo
f=1
— 00

“+oo a
e X admet une espérance si et seulement si / at—adt est convergente, par définition de f qui

coincide avec la fonction nulle sur |—o0, b[. Cette intégrale est convergente en tant qu’intégrale
proportionnelle a une intégrale de Riemann si et seulement si son parameétre a est strictement
supérieur a 1. Moralité X admet une espérance si et seulement si a > 1, avec :

+oo pe
E(X) = a—dt
b te
A 1a
= lim a—dt par définition de la convergence
A—+o0 b ta
—a4+1 74
= lim ab®
A—+oo —a—%l b
A7a+1 b7a+1
= lim ab® —
A— oo —a+1 —a+1
bab7a+1
= P70 car lim ATotl = 0 puisque a > 1
a—1 A—+o00
_ ab
 a-—1

Conclusion :

X admet une espérance égale a
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e X admet une variance si et seulement si X admet un ordre deux. Et X admet un moment

d’ordre deux si et seulement si / v

o0 a

b

dt est convergente, par définition de f qui coincide

avec la fonction nulle sur ]—oo, b[. Cette intégrale est convergente en tant qu’intégrale propor-
tionnelle a une intégrale de Riemann si et seulement si son parameétre a — 1 est strictement
supérieur a 1. Moralité X admet un moment d’ordre deux, donc une variance lorsque a > 2,

avec :

Conclusion :

E (X?)

+too  pa
= /1 el
b1

A ba

= lim a—-
A—-+o00 b ta—

t7a+2 :|A
+2],

A-

= lim ab® [

A—+o0 —a

-dt

= lim ab” (
A—-+o0

abab7a+2
= —F car
a—2
ab?

a—2

V(X)

E

—a+2

a+2 b7a+2
—a+ 2)

Ahm A2 = 0 puisque a > 2
— 400

(X?) - (B (X))

ab? _ ab \?
) a—1

2. Soit F'x la fonction de répartition de X définie par :

Nous avons :

Conclusion :

FX (l’)

ab?
 l(@=2)(a—1)?
Ve eR, Fx(z)=P(X <uz])

0

b
/OOO—|—/bata_~_1 si
0

si x<b
> par Chasles

{ si x<b
t .
{] si x>b
—al,
si x<b
ab“(w —|—b ) si z>0b
—a a
{O si x<b
b\* .
1—<> si x>b
T
0 si z<b
Fx (z) = 1<b) si x>b
o >

et donc la fonction d’antirépartition, ou fonction de survie est définie par :

1
P ([X > a]) = <

si z<b

b a
> si x>b
T

selon le théoréme de Huygens-Koenig X admet une variance égale a
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3. Nous constatons pour commencer que, d’apreés le résultat précédent, pour tout réel x strictement
positif, la probabilité P ([X > z]) est non nulle, donc la probabilité conditionnelle demandée a bien
un sens. Elle vaut :

V(z,y) € (Ri)2 , Pixsg (X >z +y]) = P (X ;Jé[;ylf;][))( > z]) par définition

 P(X>az+y)
= Wcar (X >2+y] C[X > 2]

et pour z suffisament grand (donc supérieur a b), et tel que x + y soit aussi supérieur & b, nous

avons:
b a
()
e
(2)
T a
B (w + y)

puis par passage a la limite quand x tend vers 'infini, cela donne :

Pisa (X >z +y]) =

i Py (X > +y) = 1

X

~ — et 'application t — t® est continue en 1.
T+ Y z—+o0 T
De cela nous pouvons en déduire :

car

plus le temps de survie d’un phénomene (modélisé par la loi de Pareto) est grand, plus
la probabilité est grande que le phénoméne n’ait pas la mémoire de son vieillissement

4. Pour obtenir la loi de la variable Y = In (f) il nous faut chercher d’abord sa fonction de répartition

Fy définie par :
VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

elle nous confirmera, par ses propriétés, si Y reste une variable a densité, car elle obtenue a partir
d’un changement de variable, et 1’on sait trés bien qu’effectuer un changement de variable sur une
variable a densité ne présage de rien quand a la nature de la nouvelle variable obtenue. Nous avons
Y () = R, du fait que X () = [b, +o0[. Alors :

0 si <0
pr— X
Fy (z) P(lnngD sio2>0

[ si <0
|

0
= X

P(bgel}) si x>0
_ 0 sio <0
- P(X <be®]) si >0
_ 0 si <0
B Fx (be*) si >0

{0 si <0

b a
_ 0 si x<0
- l1—e ™ si >0

A ce niveau-la toutes les informations tombent en méme temps :

Y reste une variable & densité et suit la loi exponentielle de parameétre a
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IIT Estimation des paramétres d’une loi de Pareto

1.

(a) e Nous avons :

V (21, %2,...,25) € ([B,+00])", L(a) = ﬁ (O‘ 51)

«
=1 N Tk

n BTLOL

(0-)

e Avant de commencer nous devons signaler que nous pouvons calculer In £ (o) car £ est
a valeurs strictement positives. De plus les réels « et 8 sont strictement positifs ainsi
que tous les réels xy pour k € [|1,n|] (il était nécessaire de préciser cela pour utiliser la
propriété disant que alnz = In (%) pour tout réel a et pour tout réel x strictement positif.
Cela nous donne :

Va >0, nL(a) = ln<ﬁ <ax§i1)>

k=1 k

= «

n 5a

= Zln (aaﬂ> par propriété de In
k=1 Tk
n

= Z (na+ alnf — (a+ 1) Inzy) par propriété de In
k=1

n
= nlha+nalnfg— (a—|—1)Zlnxk
k=1

Conclusion :

Va>0, InL(a)=nlha+nalng— (04+1)Zln:ck
k=1

(b) _

i et
ii. La fonction ¢ est continue et dérivable sur R* en tant que somme de telles fonctions avec

Va >0, ¢ (a) = ngnlnﬁfZlnxk
k=1

X

n
n
- — Z In (k> par propriété de In
R p

3

\6\
B
v
o
QIS
\
=
Y
e

7 N
®| 3
N————

I
-

Q13
\V;
NGENANg
5
|2

!

|
M:
=
|2

E
Il
-

en supposant tout de méme que (z1,...,2,) # (5,...
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Ainsi ¢ est croissante sur |0, —— | et décroissante sur | ——— +o00

n n
Tk Tk
E In () E In < )
k=1 p k=1 A
 présente donc un unique maximum atteint en :

n
W=

(%)

iii. Enfin comme £ = exp (In £) avec exp croisssante :

’ L présente aussi un unique maximum en w

i. Nous avons vu dans la question dans la question II.4 que lorsque X suivait une loi de

X
paréto de parametres a et b, la variable Y = In (b) suivait une loi exponentielle de

parameétre a. En s’adaptant aux nouveaux parameétres de la question, nous pouvons dire
que si pour tout k € [|1,n|], X suit une loi de Pareto de paramétres « et 8 alors, pour
tout k € [|1,n|], Y% suit une loi exponentielle de parameétre «. Selon la question I.2.b :

n
X
Z In <bk) est une variable & densité admettant pour densité f, définie
k=1

A cette question, mais en posant A = a.

ii. Pour n > 2, selon le théoréme de transfert, W,, admet une espérance si et seulement si

na'" e—awxn—de
. (n—1)!
est convergente, par définition de f,, nulle sur R* . Cette intégrale ne présente qu’une seule
impropreté, en +oo, par continuité de I'intégrande sur R. Or :

n
Iintégrale / — fn () dz est absolument convergente soit si et seulement si /
RT R

lim 22 x e ®®g" 2 = lim e “*z"
r——+00 r— 400

= 0 selon les croissances comparées

1
e—azmn—Q = o o
+o0 \ z?

Alors selon le théoréme de négligeabilité appliqué aux fonctions positives, du fait que

ainsi :

—+oo
Iintégrale / — converge en tant qu’intégrale de Riemann de parametre 2 > 1, I'intégrale
1z

T na” L nan
————e 2" 2dx converge aussi. Enfin ————e 2" "2y ne pose aucun
1 (n=1)! o (n—1)

probléme de convergence, du fait de la continuité de lintégrande sur [0,1]. Moralité
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+oo na™
/ (76_0”0.%'"_2(126 converge et W,, admet une espérance égale a :
0

n—1)!
A n n n—1 A A n—1
lim Y emawgn—2gp — im % R + a/ el gy
A—+oofy (n—1)! A-too(n—1)! \ [n—1 0 0 n—1
(par IPP licite)
na™ An—l A 33”_1
_ li —aA —ax d
A—Foo(n —1)! (nle +O‘/O S x)
n Anfl n A n—1
- lim 2% e 4 4+ lim Loz/ emoel gy
Astoo(n—1)n—1 Astoo(n =1 Jy n—1
0+ lim — /A e i '
= im —— [ e ““————dx par croissance comparées
A—toon — 1 J (n—1)! P P
an +o0 am n—1 ) )
= — / e~ ¥ ————dx par définition de la cvce de l'intégrale
n—1J, (n—1)!
an
; <” - 1) an
. an
- on—1
Conclusion :

&)
W,, admet une espérance égale a
n —

Un estimateur sans biais de a construit sur W,, sera :

n—1

Wn

n

car cette variable admet une espérance, du fait qu’elle soit obtenue & partir de W,, par
une transformation affine, qui vaut :

n—1 n—1 an

E (W, =

n (W) n xn—l
= «

-1
(d) On pose pour tout n de N* : W/ = r

W,

n
i. Soit m» un entier supérieur ou égal & 3. En admettant que W, posséde un moment d’ordre

(n—1)a?

deux égal a , nous pouvons dire qu’elle admet aussi une variance égale selon le

(n—2)
théoréeme de Huygens-Koenig & :
—-1)a?
V W/ — (n _ 2
- In-2

Comme W/ posséde une espérance et une variance, on peut lui appliquer 'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, disant que :

V(W
ve> 0, Py By > ) < V)
ce qui équivaut a dire que :
\AULY
Ve>0, 1-P([|[W, -EW,)|<e]) < 2
soit : v ()
ve>0, P(W, -EW))|<e) 21-—5"
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ii.

ii.

ou encore :

o

r_ / >1— S
Ve>0, P(W,—e<a<W +¢])>1 CEDE

Cherchons un entier naturel N tel que pour tout n supérieur ou égal & N :

!/ 1 ! ]‘
c W —— W' +—1|)>o0.
P<a { TRy 0.95

a2

Pour cela il suffit de chercher la valeur seuil de n tel que : 1 — W > 0.95 avec
n —

1
e=—etae]l?2.

Nous obtenons les équivalences :

1- “ 7 2095
(=
-2 (15)
a2
= 5 <005
2
- 1000

<~

= 0.05
“— n—2>2000a°
“— n>2000a° + 2

11 suffit de prendre N = 2002 car « étant inconnu a été minoré par 1 (je n’ai rien d’autre
a vous proposer de mieux pour 'instant !).

. Si nous trouvons le réel ¢, tel que E(Y;) = 3 alors la suite d’estimateurs (Yy,), cy«»

appelée abusivement estimateur, sera sans biais du paramétre (. La variable Y,, admet
effectivement une espérance en tant que combinaison linéaire de variables dont 1’espérance
existe, avec par linéarité de [’espérance :

E(Y,) = ¢y E(Xy)
k=1

n
= ¢, Z E (X1) car toutes les variables suivent la méme loi
k=1
cpnaf

= selon II.1
a—1

alors la contrainte E (Y,,) = 8 impose que :

a—1

Cp =

no

La variable Y,, admet effectivement une variance en tant que combinaison linéaire de
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variables dont la variance existe, avec par indépendance des variables :

V(Y,) = ey, V(Xp)
k=1

n

= ¢ Z V (X1) car toutes les variables suivent la méme loi

k=1

2
= (a_cj’b)a(g_ly selon I1.1
_ (o — 1)2 ozﬂQ
T n2a?(a—2)(a—1)°

/82
T nla (a—2)
Conclusion :
7
V¥n) n?a(a —2)

et nous avons clairement :

lim V(Y,)=0
n—-+4oo
(b) _
i. Soit pour n € N*, Z,, = min (X1, ..., X,) et Fz, sa fonction de répartition définie par :

Ve eR, Fyz, () =P ([Z, <z

Tout d’abord Z,, (Q) = [8, +00[ puisque pour tout entier k de [|1,n|] : X (Q) = [8, +o0],
ainsi :

0 si z<p

Py, (z) = 1-P([Z,>a]) si z>8

0 si z<f
1—P<ﬂ[Xk>x]> siox>p
k=1

0 si x<f
1- H P([Xy>a]) si x> Parindépendance des variabbles X

{ k=1

0 si o z<p
{1H(1P([Xk<z]>> siox>p
{0 si z<pf

1-J[-Fx, (@) si z>p

k=1
0 si z<pf
- (% n . . . A .
= 1 <1 3 (1 3 (ﬁ) )) § 1> 8 car toutes les variables suivent la méme loi
x
0 si x<p
- 1— <6> si x>pf
x

A la vue de la fonction de répartition obtenue, nous pouvons conclure que :

’ Z,, suit une loi de Pareto de na et 3 ‘
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ii.

iii.

D’apres I1.1 :
E(Z,) = "
no—1
et comme :
naf naf
na— 1 n—+oo na
. naf
soit ~
noa — 1 n—+oo
alors :
liT E(Z,) =0

Nota bene : on dit dans ce cas précis que la suite d’estimateurs (Z,),,~, est asympto-
tiquement sans biais. B

Pour tout entier naturel n strictement positif nous posons Z;, = d,Z, avec d,, tel que
E (Z]) = 3. Cela impose a d,, de vérifier :

d,E(Z,)=p
soit : i 5
o
=p
no — 1
ou encore : )
d, = no —
no

Z! admet une variance car elle est obtenue par transformation affine a partir de Z,, qui
en admet une, avec :

\4 (Zr/z) = d?LV (Zn)

—1\?2 2
= <na > naf 5 selon T1.1
no (na —2) (na — 1

1 52

na (na2>

L/ B A%
na <na—2> n—too (noz)

lim V(Z,)=0

n—-+4+oo

Comme :

nous pouvons dire que :

Comparons les variance de Z] et de Y, :

V(Z,) <V (Yy)

na <na2) ~ nfa(a—2)

<~

= ( ! >< ! car 0 #0
no — 2 n(a—2)

= na—-2>n(a—2)

— —-2>-2n

<~ n=>1

Conclusion :

Quelle que soit la taille de ’échantilon, I'estimateur (Z),), -, est plus efficace que 'estimateur (Y3,),,~,

(sauf erreur de ma part !)

OTOT0TK
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