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Conseils aux candidats:

Le probléme n°l sera noté sur 30 points, le probléme n°2 sur 20. Il est fortement

conseillé de traiter en priorité le premier probleéme, en apportant tout le soin nécessaire
a la rédaction.

Le second probléme est plus difficile; notamment les questions 4) b), c) et 5) c) sont
particulierement délicates.

Probléme n°1
Etant donné un nombre entier positif n, on procéde & n Jets successifs d’une piéce de
monnaie, en notant a chaque jet le c6té apparent: on obtient de cette fagon un résultat

d’épreuve w, formé d’une suite de n symboles F ou P. On désigne par 2, I’ensemble des
épreuves possibles.

Par exemple, w = (FPFF) € Q.

1) Etant donnée une partie A de Q,, on pose

Po(A) = %.cardinal(A) :
Montrer que
a) P,(Q,) =1
b) Pn(AU B) = Py(A) + P,(B) si A et B sont des parties disjointes.
Expliquer alors pourquoi P,, est une probabilité sur §2,,.

On désigne maintenant par A, I’ensemble des épreuves w qui ne contiennent pas
trois symboles F' successifs, et on pose u, = P.(A,). On a donc u; = uy = 1, et on
convient que ug = 1.

2) a) Pour n > 3, montrer que A,, est partitionné par les ensembles,
Bn = {w € A, | w commence par P},

Cn = {w € Ay, | w commence par FP},

Dy, = {w € Ay, | w commence par FFP}.
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b) En déduire la relation de récurrence

1
Up = Eun-—l + Zun—2 + "S'un—3

valable pour n > 3.

¥ o0
3) a) Montrer que, pour z tel que || < 1, la série entiére ) u,2z" converge; on note f(z)

n=0
Sa somime.

b) Montrer, & 'aide du 2)b), que

222 +42+8

f(z)z—z3+2z2+4z-8'

4) a) Montrer que ’équation z3 + 222 + 4z — 8 = 0 ne posséde qu’une racine réelle a, et
que cette racine est comprise entre 1 et 1, 1.

b) Décrire une méthode qui permettrait de calculer la valeur de o; on ne demande
pas les calculs.

c) Montrer que les autres racines de I’équation 23 + 222 + 42 — 8 ont un module > a.

5) a) Montrer que les polynémes
(z — 2z0)(z — %0) (z —a)(z — 2) (2 — a)(z - 2z)
ol @, 29, Zo sont les racines de I'équation étudiée en 4), constituent une base de Pespace

des polynomes & coefficients complexes de degré < 2. En déduire qu'’il existe A € R,
B € C tels que

A B B
f(z)—z—a+z—zo+z—20°

b) Quel est le rayon de convergence de la série entiere du 3)a).
c) Donner un équivalent de u,, lorsque n tend vers infini.

6) Montrer que si I’on pose

Up—2
Up = | Up-1
Un

pour n > 2, la relation de récurrence 2)b) prend la forme

ou M est une matrice & préciser.

7) A quelle équation doit satisfaire une valeur propre de M?
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Probléme n°2
2 désigne un ensemble muni d’une probabilité P.

Question préliminaire.

o0
On considére une suite (Ay),>1 d’événements telle que la série Y P(A,) converge:

B=N U4

n>1k>n

montrer que I’événement

est de probabilité nulle.

Dans tout le probléme, on considére une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires
indépendantes, & valeurs dans {—1,1} et de méme loi uniforme, c’est-i-dire que pour
toutn>1ona

P(X, = -1) = P(X, = +1) = % .

On lui associe la suite
n

(Sn = kZXk))nZI :

=1

1) a) Calculer I'espérance ¢(t) = E(e**~) de la variable aléatoire e!X», pour ¢ réel donné.

b) Montrer que ¢(t) < et’/? pour tout ¢ réel; on pourra étudier les variations de la
fonction t2/2 — In¢(t).

2) a) Exprimer E(e*») en fonction de ¢(t) pour tout ¢ réel.

b) Calculer
lim E(e!S»/v7)

n—oo

pour tout ¢ réel.

3) Soit a un nombre positif.
a) Etablir I'inégalité
P(S, > a) < e . E(e!")

valable pour tout ¢ réel.

b) En déduire que
P(S, >a) < e’ /2n ;

on optimisera la majoration obtenue, & I'aide a) et 1)b) et par un choix convenable du
parametre ¢.

c) Majorer P(|S,| > a); on montrera d’abord que P(S, < —a) =P(S, > a).
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4) a) Soit € > 0 donné; en prenant a = ne dans 3)c), montrer que la série

S P22 ¢)

n>1

est convergente.

b) On se donne € > 0. Montrer qu’on peut trouver une partie 2, de Q, de probabilité
nulle et vérifiant la propriété suivante: pour tout w dans ), il existe un nombre entier
n. positif tel que

Sn(w
[Sa@)] _
n
pour n 2> n..

oo
c) Que peut-on dire de la partie |J /v de 2?7 Montrer que la suite de variables
v=1
aléatoires (§n'1~)n>1 tend vers 0 presque siirement.

5) a) Pour a > 0 et n entier > 2, établir la majoration

oo
1
b) En déduire que la série Z —a converge sia>1.
n=1

c) Montrer que, pour a > 1 fixé, parmi les événements

{ISn] > av2nlnn} ,

presque stirement, seul un nombre fini d’entre eux peuvent se produire.
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