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Correction de la fiche 1

Le document comporte [16| pages de corrections.

Exercice 1

(a) Pour n €IN*

n si j¢[1,n]
Zl :{nl si ?6[[1,71]}

b) Pour a €IR et V (p,n) €IN? avec p < n
(

Za:(nprrl)a
k=p

(c) Pour (p,n) €IN? avec p <n

Exercice 2
Pour tout x €1R,

P(x)—P(z—1)=2a3
— al+bt+eat—a@-1)" —b@—-1)°"—c(@-1)7° =2
< daz® + (3b—6a) 2”4+ (4a —3b+2c)x+b—a—c=2>

Par identification membre & membre, nous obtenons le systéme

4a =1
3b—6a=0
4a —3b+2¢c=0
b—a—c=0
dont la soluti 5t —lb—1 —lA’ 51
ont la solution es a—4, —2,(3_4. insi
o= Y P(k)-> Pk-1)
k=1 k=1 k=1

= P(n)— P (0) par télescopage

soit donc

- 1 1 1 1
3 _ 4 3 2 _ 2 2
k§:1k =gt et =gn (n+1)

Exercice 3

(a) La méthode des pﬁlesﬂ nous donne
1 1 1

z(z+1) x z+1

Pour obtenir a il suffit de multiplier les deux membres de 1’égalité par x, simplifier puis de poser
x = 0. De méme pour obtenir b il suffit de multiplier par x + 1, simplifier puis de poser z = —1.

IExpliquée en classe.
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(b) La somme S (n) s’écrit a I’aide du symbole sigma

Finalement

Enfin

- 1
Sn) = ;k(k—i—l)
" /1 1
= ;<k‘k+1>

1
= 1— —— par télescopage
n+1p Pag

n
§(n) = n+1
P S =1

car S (n) se comporte au voisinage de I'infini comme le rapport des termes de plus haut degré.

Exercice 4

Il y a deux méthodes pour répondre & cette question.
vous donne I’expression refermée pour effectuer une récurrence standart?] La deuxieme

La premiére : vous profitez du fait que 'on

: vous utilisez

la méthode des poles extrémement pratique mais hors programme en écrivant que la décomposition en

éléments simples de la fraction rationnelle donne

en notant

FEFD(R+2) 26 kil 2(kt2)

que la somme des coefficients des éléments simple est nulle ce qui est de trés bonne augure pour effectuer
du télescopage. Maintenant il y a une autre ruse plus fine consistant & écrire que

1

k(k+1) (k+2)

(v 1 5m)

1

2

1 k+2 k
2<k(k+1)(k+2) _k(k+1)(k+2))
1

2

1 1
(k(k+1)_(k+1)(k+2)>

Par ce que donne la méthode des poéles on obtient

= 1
;k(kﬂ)(km) -

et par la prtite ruse ...

n 1
,;k(kﬂ)(mz)

ot
2% k+1 2(k+2)

ko —k+1l 28k +2
n+1 n+2
1 1 1 1
P tag
k=2 k=3
1 i1+1"1+1+1 1 1 +1 1 +1 1
k kzgk kask 2 4 2 n+1 2n+1 2n4+2
1 1

) somme télescopique

x>

1 & 1 1

2 _1(k(k+1)_(k+1)(k+2)
1/1 1

2 2_<n+1)(n+2>)

_nr+3)
4n+1)(n+2)

2Que je vous laisse faire.
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Quoi qu’il en soit

n(n+3)

1
kzlk(k+1)(k+2) T A+ ) (n+2)

n

Exercice 5

(a) Notons pour n > p, P, :

>()-G)

p

1
o Initialisation : P, est vérifiée car Y= (7 * .
p p+1

o [Hypothése de récurrence : supposons que pour n fixé dansIN,, P, soit vérifiée.

o Transmissibilité : nous avons

20) - 20)-(3)

k=p
(n+2)
p+1

Conclusion : P, => Pp+1 et selon le premier principe de récurrencf]

’Pn est vraie Vn €IN,, ‘

(b) Nous avons

"k

IX242x34+--+(n—1)xn = 2}3(&
_|_
3

Finalement

1x242x3+---+(n—1)xn=

(c) Sin >3, de la méme maniére
n k
I1x2x342x3x44--+(n-2)(n—n = 3>
s \3

1
3!(711_ ) par "TPG"

(n+1)n(n—1)(n—2)
4

Ix2x34+2x3x4+--+(n—-2)(n—1)n=

Exercice 6

30u récurrence standart.
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(a) Comme z # 1 nous reconnaissons une somme géométrique de raison z, d’ou

fx) = 1+a+2®+- +a"

n
k=0

1— gt

f(x) =

1—x

Un calcul simple de dérivation donne

Ve el-1,1[, f'(z) = Xn:kxkfl

Ve e]-1,1[, f'(x)=

(b) Pour n €IN*, nous remarquons que

Sn) =

et en reprenant le résultat précédent avec x = 3 il vient

2
Sy =2 n+2)
271
Enfin
li =2
P ()
car
. (n+2)
HETOO 5 = nll)l;r_loo (n+2)exp (—nln2)
= 0

par le théoréme des croissances comparées exponentielle—puissanceEI

Exercice 7
Pour n €IN et z €IR, la formule du binéme donne

fla) = (+a)

- ()

Par intégration entre 0 et 1 membre & membre nous obtenons que

n

1 1
/ (1+2)"de = Z (Z) / 2¥dx (par linéarité de l'intégrale)
0 0

k=0

2 . s
4 Apprenez par coeur que V(a,f) € (Ri) lim n%e—A" = 0.

n—-+4oo
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soit .
(z+1)"* _ ~ ()
n+1 — k+1
donc
ont+l _ q B n (Z)
n+l = k4l
Remarque : le résultat précédent se retrouve en écrivant que
n+1 n+1l/n
vk € [0 = —
(0,71, <k+1) k+1(k>
soit ( +1) ( )
Vk € [0 bl Sk
€ [0.n], n+l k+1
Ainsi
n n n n+1
(&) 3 (k1)
k:(]k+1 k:(]n+1
1 i (n + 1)
n+1 Pt k+1
n+1
1 1
1 (n—kl; > par décalage d’indice
n+lia
1 (”“ <n+ 1) <n+ 1))
n+1 Pt k 0
et
L) i
= kE+1 n+1
Exercice 8
(a) Par le bindme de Newton
ey =3 (1)
k=0
(b) Nous avons
-1 -1
/ f(x)de = / (1+2)"dz
0 0
_ @™t
B n+1
-1
= o (1)
n -1
= (Z) / a2k da
k=0 0
n (_1)k+1
=2 +1 \k @
k=0
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Selon (1) et (2)

i k+1 n\ 1
k+ T n+1

k=0

Remarque : a 'instar de 'exercice 7 nous pourrions aussi écrire que

i (—1)F! <n) B Z (-1)**! (n+ 1)
= k+1 \k P n+1 \k+1
_ - 1)+t n+1
B 0 k+1

+1

1
k (n—]: > par décalage d’indice

- nL(%(—l)’“(”‘,gl)—n

k=0

=0 par "BN"

zn: k“ ny -1
k+ Cn+1

k=0

(c) f est indéfiniment dérivable sur IR et
Vo €IR, VneIN*, f(z)=n(l+2z)" " = (n>kmk_1.

Alors en posant z = 1 nous obtenons

Iék@) = ik(Z) = n2n-1

1
Et en posant z = 3 nous obtenons

3
7 N
N o
'

3
|
—_

Il
=~
Il 3
—
N
> 3
N

B
\G)

T =
—

I
]
x>
HM:
i
N
> 3
N~
Pl
N[

soit donc

Sa() -5

Exercice 9

(a) Soient p = 2k un entier pair et ¢ = 2k + 1 un entier impair.
2k
0{§J—L2J —cark’EIN
; 2k +1 1 1
.BJ:{ ;J={k+2J=car2€Ol
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(b) Pour n € IN*, par la formule du binéme

X

et Y

donc X +Y

et X -Y

PROBABILITES
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(a) Pour (p,n) €IN? avec p < n,

n\ (n-k\ n! (n—k)!
;(k>(pk) - ;lk!(nfk)“(p—k)!(n—p)!
L] 1
B kZ:OTX(p—kﬂ(n—p)!
n! p!

Il
M=

“ (n—p)'p! “ o= k)l

()2 ()

Finalement selon la formule du binéme de Newton

S ()= ()

el
Il

(b) Pour n € IN*,

n—1 n n—1
(k+1) _ n! El'(n —k)!
,;)(kﬂ) " kzzo(kﬂ)(k+1)!(n—1f—1)!>< n!
= z_:(n—k)
k=0

n
= Z k par changement décroissant d’indice
k=1

et

(k1) n(n+1)
k+1 =
I

Exercice 11

3
la formule du triangle de Pascal généralisée vue dans ’exercice 5. D’ou

n j
Up = > Y i
j=0i=0

VRS
_ ;iQ

- (j + 1)
, 2
=0

n+1 .
= (‘;) de premier terme nul

-0
()
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(a) Soit n €INy. La vérification de 1'égalité Z <2> = (n + ) est trés simple & effectuer en utilisant
k=2

I
M I

e

3 o
+

<
Il
N
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R

7=0 ¢=0

= ) i+
7=0

= 2U,

n+ 2
w=2("y)

(b) Soit n € N*,

“ = ¥

J
1 . . , .
= E — par inversion de I'ordre des sommations

Sn = 2 (2n _ 1) (2m+1 _ 1)

)

Tom = iizi—j

i=0 i=j

n ) i 1 j
- 273 (3)
i=0  j=0

n .

- %2 (7)

= 22%2"—2%1
=0 =0

= 22" —-1)—(n+1)

| T =272 — =3
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(d) Pour n € N*,

Exercice 12
Pour n € IN™,

ATL

1<k<j<n j=1

Jj=1
1 n—1
7=0
1<k<j<n J 4
> max(i,j)
1<ij<n
Y. max(ij)+ Y max(ij)
1<i<j<n 1<j<i<n
> i+ D i
1<i<j<n 1<j<i<n
n 7 n 1—1
> 2 i+ D
j=1 i=1 i=2 j=1
n n
OIS BT
j=1 i=2
n n

Zj2 + Zz (1 — 1) car le premier terme de la deuxiéme est nul
j=1 i=1

226;‘2 — zn:z
j=1 i=1

én(n+1)(2n+1)f%n(n+1)

An:én(n+l)(4n71)

PROBABILITES
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> min(i, j)

1<ij<n

= Z min (i,5) + Z min (4, j)

1<i<j<n

= > it >

1<i<j<n 1<j<i<n

1<j<i<n

n i—1

S NIDHY

j=11i=1 i=2 j=1

iU+ i1
_ ;T+ZT

=2

1
Bn:6n(n—|—l)(2n+1)

Remarque : nous aurions pu éviter d’effectuer un des deux calculs en constatant que :

et

Exercice 13

Vn €IN V(i,7) € [1,n]?, max(i,j)+ min(i,j)=i+j

SoG+g) = D> (i+))

(i,5)€llL,n[)? i=1j=1

(a) Pour n un entier naturel non nul remarquons que

o

- S

PROBABILITES
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Ln—lj

2

Introduisons pour n entier naturel non nul 7,, = Z (z')%Jr1 (2/;1 1> alors
k=0

Sp+Tn = i(i)’“ (Z)

et S, =T, = (—)*" (;) + (=i <2k7:— 1>

et comme (1 —4)" = (1+414)" alors S,, = w

g donc |(1 +4)"| = 2% ot Arg(1+4)" nf
Conclusion

=Re[(1+1i)"] avec |1 +i| = V2, Arg(1 +i) =

5]
(b) Soit n un entier naturel non nul et différent de 1, calculons T,, = Z <3nk> Pour cela introduisons
k=0

D’autre part

e = (e () 8 ()

k=0 k=0 k=0
—1 -2
5] (n> "5 i "5 o
3k 3k 2 3k
= VR Z ( ) A Z ( )x
P 3k P 3k+1 Pt 3k+2
C’est & ce moment 13 que I'on pense & introduire les racines cubiques de ’unité 1,j = e 3,52 =

—2im
e 3 car Iavantage dans ce cas est que pour ces trois nombres 2% = 1 ce qui nous permettra d’avoir
directement accés & T' (et aussi & U et V si on nous le demandait).

Pour x =1 il est clair que

T, +U,+V,=2"

D’autre part pour x = j cela donne
Enfin pour pour = = j2 = j nous obtenons

(1 +]2)n =T, +j2UrL +iVn

5 Argument principal de 14 i appartenant & |—m;7].
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Sachant enfin que 1 + j + 52 = 0, la somme des trois derniéres équations nous donne que
1 n o\
T o= [+ i)+ (1+52)]
1 n . n
= 32 ]
1 n e n
= 3 2"+ (=1)" (7*" +5")]
1 n n (" n
= 2"+ ED"(G) +47)]
]' n n . n
= 3 [2 +(=1) ((J”) +J )}
1 n
= 3 2" +2(—1)"Rej"]
1 " n 2inm
= 3 2" +2(—1)"Ree 3
1 2nm
T, == [2"+2(-1)" —
3 [ +2(—1)"cos 3 }
Remarque : nous aurions pu aussi écrire que
1 V3
147 = 1—=-+—i
+7 2 + B 1
3
= e%
alors
(1+)"+ (1+5%)" = 2Re {63}
nm
= 2 _—
cos —
ce qui nous aurait donné une autre écriture de T;, a savoir
T = 2" + 2cos 5
n 2
(c) Soit n un entier naturel non nul et (a,b) un couple de réels. Calculons
n—1 n n
A, = kb t B, = kb
Zcos(a—i— ) e Z(k)cos(a—i— )
k=0 k=0
L’astuce méga-classique consiste & dire que
[n—1
A = Re|S ei<a+kb>]
Lk=0
M n—1
— Re |e®@ Z ezkb]
L k=0
et B, = Re e i ") ikt
" k
L k=0
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e Commengons par B, qui ne pose absolument aucun probléme ! Par la formule du binome de

Newton

e Terminons par A,,.

e (1)
(*+e4)]
) (20|

—1ib

2

ib

+e2

inb

ia )

e e

i(a+ nb
€

2

B,, = 2" cos <a + n

2

b cos™ 9
2

— Tout d’abord si b = 0[27] alors

— Sib#0[2n],
Ap,
C’est ¢a la banlieue !
Exercice 14
(a) Pour n €INg,

An

n—1

= cosa E 1 =ncosa
k=0

n

[1

k=2

E+1
k

k=2

k—1
k
n+1

)

par télescopages

n—+1
2n

):

PROBABILITES

Ch. Skiada — spicesagros.fr



ECS 08/09 CORRECTION FICHE 1 — EXERCICE 15

Page 15

(b.i.) Soit a €IR fixé et n > 1

n(n+1)
Vh=a 2
(b.ii) Nous avons
no2
!
W, = —
115
k=1
042"
I %
k=1
2n
w. =&
n!

(b.iii) Nous avons

k=1
an
- n 2
(1)
k=1
an
Z =
Cm)’
Exercice 15
Pour n €IN*, calculons P, = H 1j. en posant
1<i<j<n
Qu= J] 4 Bu= J] ij et Sa= ][] i
1<j<i<n 1<ij<n 1<i=j<n
Nous avons clairement 0 )
P, P
P, = et R,= """ ="

avec

So = [ #

1<i<n
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R, = Hz’j

1<ij<n

= 11 1w

1<i<n 1<,5<n

= I | II

1<i<n 1<,5<n

D’ou

oToToZok
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