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Correction de la fiche 2

Le document comporte [5| pages de corrections.

Exercice 1
Soient E et F' deux ensembles.

(a) Prouvons que (E C F) <= (P (E) C P(F))

e (=) Par hypothése E C F. Soit X € P(E) donc X C E et par hypothése X C F donc
X € P(F). Comme ceci est vrai pour tout élément X de P (FE) alors P (E) C P (F) ().

e («<=) Par hypothese P (FE) C P (F').Soit X C E alors X € P (F) et par hypothése X € P (F).
Comme ceci est vrai pour toute partie X de E alors E C F (ii).

Selon (i) et (i3) équivalence est démontrée.

(b) Soit X e P(E)UP (F),alors X e P(E)ouX € P(F),donc X C EouX C F,donc X C EUF,
donc X e P(EUF).
Pour avoir Iégalité il suffirait de voir si P(EUF) C P (E)U P (F), or prenons le contre-exemple
E={1,2} et FF = {3,4} alors EUF = {1,2,3,4} . Maintenant

P(E) = {2:{1};{2};{1,2}}

P(F) = {2:;{3}; {4} 5{{1?;4{}2}} {3} {4} {1,2}:{1,3};: {1,4}; {2.3} ; {2,4}
Gilpiers ot L 255l 9551l 45532, 35542, 455

etP(EUF)—{ {3,4}:{1,2,3};{1,2,4}:{1,3,4} :{2,3,4}; {1,2,3,4} }

or par exemple {2,3} ¢ P (E) et {2,3} ¢ P(F) donc {2,3} ¢ P(E)U P (E) alors que

(2,3} e P(EUF).

Donc en général P(EUF) Z P (E)UP (F) et ainsi on ne peut avoir 1'égalité.

Remarque : si E C F alors EUF = F donc P(EUF) =P (F) (iii) et comme selon la premiére
question (E C F) < (P (E) C P(F)) alors dans ce cas P (E)UP (F) =P (F) (iv).
Conclusion : (i) (iv) entrainent alors 'égalité.

Exercice 2

Soit E un ensemble, et A et B des sous-ensembles de E. Montrons qu’une condition nécessaire et suffisante
pour que A = B est que AUB = ANB.

Rappelons que la démonstration d’une condition nécessaire et suffisante entre deux assertions est la
démonstrations qu’elles sont équivalentes entre elles. Expliquons pourquoi & travers un exemple simple
simple. Quand on écrit I’équivalence

(27 —2041=0) < (z=1)

22 — 2241 = 0 est une CONDITION SUFFISANTE pour obtenir = 1 mais pas obligatoire, car par exemple
I’équation Inz = 0 nous donnerait aussi la solution = = 1. En revanche, et c’est la réciproque 'assertion
x = 1 est une CONDITION NECESSAIRE & la réalisation de 1'égalité 22 — 2z + 1 = 0 (E) car si prenions
une autre valeur pour x (E) ne serait pas réalisé. En conclusion dans I’équivalence 3 <= 9, B est une
condition suffisante de  alors que £ est une condition nécessaire de .

Tout ceci & une conséquence trés importante dans la fagon de vous exprimer & 1’oral ou a I’écrit. prenons
un oral d’'HEC ou aprés avoir démontré un encadrement vérifié par une suite convergente S, de limite

—(n+1)7
Te
S:0<85-5,<e2 B on devait déterminer une valeur approchée de S 4 1072 pres. Pour cela
—e
T e—(n+1)7r
IL, SUFFISAIT de déterminer n tel que e2 T < 1073 car la transitivité de la relation d’ordre <
—e

entrainait que 0 < 5 — S, < 1073, ce qui se traduit par 'implication

lef(n+l)ﬂ' 3 3

Condition suffisante

Revenons a notre exercice o ’équivalence & montrer est

(A=B) <= (AUB = AN B)
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e (=) Supposons que A = B. Alors AUB = A= AN B et le tour est joué !

e (<=) Supposons que AUB = AN B. Soit « € A alors x € AU B et pat hypothése z € AN B donc
x € B par définition de l'intersection. Comme ceci est vrai pour tout élément x de A alors A C B.
I’autre inclusion B C A étant immédiate puisque les ensembles A et B jouent un role symétrique,
la double-inclusion donne que A = B et la réciproque (condition nécessaire) est vérifiée.

Exercice 3
Soient E un ensemble et A, B et C trois sous-ensembles de F.Montrons I'implication

(AUB=ANC (i),BUC=BNA (ii) et CUA=CNB (iii)) = (A= B =C)

Nous avons pour cela quatre inclusions a démontrer : A C B et B C A d’une part et BC C et C C B
d’autre part.

e Soit z € A alors z € AU B donc = € C selon (i) et z € BUC donc z € B selon (i7). Comme ceci
est vral pour tout élément x de A alors A C B.

e Soit x € B alors x € AU B donc z € C selon (i) et z € BUC donc z € A selon (i7). Comme ceci
est vrai pour tout élément x de B alors B C A.

e Soit x € B alors x € BUC donc « € A selon (i7) et z € AUC donc x € C selon (4i7). Comme ceci
est vrai pour tout élément x de B alors B C C.

e Soit x € C alors x € C'U A donc = € B selon (i4i). Comme ceci est vrai pour tout élément x de C
alors C' C B.
Remarque : voici une deuxiéme méthode plus rapide :

ANBNC=(ANnB)NnC=(BUC)NC=C
ANBNC=ANn(BNC)=AN(CUA)=A » = (A=B=C)
ANBNC=BN(AnC)=BN(AUB)=2B

Exercice 4
Montrons que
X eP((E) (AUX=BUXetANX=BNX)=— (A= DB)

e Soit x € A alors x € AU X alors ¢ € BU X. Deux cas se présentent alors :

— Si x € B alors I'inclusion A C B est directement obtenue.

—Size X alorsz € ANX donc x € BN X donc z € B et l'inclusion A C B est & nouveau
obtenue.

Dans tous les cas nous avons montré que A C B.
e Soit x € B alors x € BU X alors x € AU X. Deux cas se présentent alors :

— Siz € A alors l'inclusion B C A est directement obtenue.

—Size X alorsz € BNX doncx € ANX donc x € A et 'inclusion B C A est & nouveau
obtenue.

Dans tous les cas nous avons montré que B C A.

Exercice 5
Soit E un ensemble, et A, B et C' des sous-ensembles de FE.

(a) Pour montrer que (A\B = A) <= (B\A = B) raisonnons par équivalences successives :
(AAB=4) < (AnB=A)
— (AnB=92)
<~ (ACB)
= (B C Z) par passage au complémentaire
< (BNA=DB)
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(b) Prouvons que (AN B)\C = (A\C)N (B\C).

(AnB)\C = (AnB)nC
= AnCnBnNnC
= (AnC)n(BNQ)
= (A\O)N(B\C)

(¢) Prouvons que (AU B)\C = (A\C)U (B\C).

(AUB)\C = (AuB)NnC
= (AnC)u(BnC)
= (A\C)U(B\C)

(d) Prouvons que (A\B)\C = (A\C)\ (B\C)=A\(BUC).

e Nous avons :

(A\B)\C = (AnB)nC
= An(BnQ)
= AN(BUCQO)
= A\(BUCQC) (1)
e ct
(A\O\(B\C) = (AnC)n(BNC)
= (AnC)n(BUCQ)

= ((AnC)nB)U AmCmC)

Selon (/1) et . ) les égalités sont montrées.

Exercice 6
Soient F un ensemble et X et Y deux sous-ensembles de E.

(a) Nous avouns :

~—_——

(XNY)u(XnY) = (XU(XHY)) NYuXxny))
=X

= Xn(Yux)n (M)

=F

=
Autre méthode :
(XNY)u(XnY) = Xn(YUY)
= XNE
=
(b) Nous avouns :
(XUuY)Nn(XUY) = (XNnXUY)u(Yn(XUyY))
= Xu(XnY)
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(¢) Nous avouns :

A = XnY)u(XnY)u (XnY)u(XnY)

=X =X selon 1. appliqué a X
-

(d) Nous avouns :

B = (XuY)n(XuY)n (XUY)n(XUY)

=X =X selon 2. appliqué a X

Exercice 7 o
Soient E un ensemble. Pour tous les sous-ensembles A et B de E, on pose A | B=AUB = AN B par
Morgan.

(a) Nous avouns :

8N
|
D
BN

(b) Nous avouns :

(Al4) | (B|B)=AUB
= |ANB
(¢) Nous avouns :
AUB = ANB
= A[B
= |(A|B)|(A|B)]
A\B = ANB
= (A14)|(B|B)

(A A)[(B|B)|(B]B))]

AAB = (ANB)U(ANB)
= ((AnB) [ (AnB)) | ((AnB)|(ANB))
_ | (ATA B B)[(B|B)I(B|B)[((A]A)](A]A))]]
[(ATA)((B[B)[(BIB)]I(B|B)|((A]A)][(A]A)
Exercice 8
Soient £ un ensemble et A, B et C trois parties de E.
(a) Nous avouns :
Iansg = Iyp
= ]IA X ]I§
= |14 (1-1p)
(b) Nous avons :
Taas = IiauB)\(anB)

Taus (1 —Ians)
= (]IA +1Ip — HA]IB) (1 — ]IA]IB)
= [La+1p — 2Lal5]
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(¢) (i) On rappelle que deux ensembles sont égaux si et seulement si leur fonctions indicatrices sont
égales. Calculons I 4up)\(anB) :

TcauBnanB) = Taus (1 —IanB)
= (L4 +1Ip —L4lp) (1 — [4lp)
= Iy —I4lp +1Ip — Lalp — D4l + (Lalp)°
= [a+1p—2040p5.
Selon le (b) légalité est AAB = (AU B) \ (AN B) prouvée.
(#4) Nous avons :

TsaBacy = Ta+1Igac —2lalgac
= Tu+ (I +Io — 20510) — 20,4 (Ig + I — 21510)
= Ta+1p+1T0 —20plg — 24l — 2ale + 4Ll 5T0 (3)
et Tuapac = laap +1Ic —2laaplc
= (HA +1Ip — QHA]IB) +Ic—2 (]IA +1Ip — Q]IA]IB)]IC
— Iy +1g+1o —2gle — 2alp — 2A4le + AT 4T 510 (4)
Selon et :

| AA (BAC) = (AAB) AC|

(#47) Nous avons :

IanBacy = lalpac
= 4 (Ip +Ic — 2051c)
= Illp +I4lc — 2040510 (5)
et Tanp)aanc)y = lans +lanc — 2lanslanc
= Iullg + 1401 — 2[41R1¢- (6)

Selon et @

| AN (BAC) = (ANB)A(ANC)]

(d) Nous avouns :
AAA = (AUA)—(ANA)

(I
W NN
D |
)

et AAG = (AUQ)-(AN®D)

o
U S N
D D
eSO

(e) Nous avons :

AAB =B

Taap =1p

Iy +1Ip — 20405 = Iz
[4—2040g =0

Iy (1—205) =0
Io=0

(A=0)

rrreny

oToToTok
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