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Correction de la fiche 4 bis

Le document comporte [0] pages de corrections.

Exercice 1

1 1

1. Comme u, ~ — et que > —; converge en tant que série de Riemann de paramétre 2 > 1,
+oo N n>1T

le critére de comparaison par équivalence appliqué aux SATP permet de dire que > u,, de méme

n>1
nature, | converge | aussi.

1 1
2. Comme u,, ~ — (carIn(1+u)~u) et que Y, — converge en tant que série de Riemann de
+o0 'I’l2 0 n>1 TLQ

paramétre 2 > 1, le critére de comparaison par équivalence appliqué aux SATP permet de dire que

> uy,, de méme nature, [ converge | aussi.

n>1
3. Tout d’abord signalons que Y u, n’est pas une série alternée du fait que n> —n = n(n —1) et
que le produit d’'un nombre pair par un nombre impair redonne toujours un nombre pair. Ainsi

Vn € N*, u,, peut s’écrire u,, = — qui est le terme général d’une série de Riemann de parametre
n

4. Tout d’abord :
X 9 n 9 1
VneN*, u,=exp|(n“ln|—— =exp|-—nln(1+ —
n+1 n

avec —n?In (1 + %) ~ —n. Ainsi en revenant a la caractérisation de ’équivalence lim
+oo

n—oo

—n? 1n<1+%)
— " =

1 ce qui équivaut a dire, en revenant & la définition de la limite avec les quantificateurs, que :

n?In(1+ 1)
Ve >0, Ve>0, Y/n>N: |——2~ —1|<¢
n
soit encore que :
. n2In (14 1)
Ve>0, INeN*| Vn>N, —e+l<——"2 <e+1

et en multipliant membre & membre par n > 0 :
Ve>0, INeN"| Vn>N, —en+n<n’ln(l+1)<en+n
ce qui entraine que :

Ve>0, INeN*| V>N, —n’ln(l+3)<(ce-1)n
1
et en prenant5:§:
1
INEN"| V>N, —n’ln(l+3)<-gn
1
= dNeN*| Vn>N, exp[—n21n(1+i)}<exp<—2n)

Enfin comme Y exp (—%n) est une série convergente en tant que série géométrique de raison
n>1

e~ 1/2 telle |e*1/2| < 1 le critére de comparaison par majoration appliqué aux SATP, permet de

conclure quant a la [ convergence | de la série Y w,.

n>1
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5. L’astuce est hyper classique consistant & écrire que pour tout entier naturel n non nul :
2

n

Sk

k=1

2
n(n+1)

2
4

n(n+1)

Up -

4 1 . .
Or comme u,, +~ — et que Z —; converge en tant que série de Riemann de parameétre 2 > 1,
N n>1"

le critére de comparaison par équivalence appliqué aux SATP permet de dire que Y u,, de méme

n>1
nature, | converge | aussi.
6. Il y a des cas de discussion a générer, a savoir que :
n
. (zy) g a” e A :
esiz=y:u, =—""—=_— = — terme général d'une série géométrique convergente si

an 4 yn  2zn 2
et seulement si :

n n
x T
esiz>y:alorsy” = o (2") et 2" +y" ~ z" et (zy) — ~ ( y) ~ y" qui est le terme
+o00 400 " 4+ y" +oo ™  +oo

général d’'une série géométrique convergente si et seulement si |y| < 1 alors en utilisant le
critére de comparaison par équivalence appliqué aux SATP, > wu, converge si et seulement si:

n>1

n n
. € T .
esiy>uz:alorsa™= o (y")etz™+y" ~ y" et (zy) ~ (zy) ~ ™ qui est le terme
+o0 +oo " 4+ y" +oo Y™  +oo
général d’une série géométrique convergente si et seulement si |z| < 1 alors en utilisant le
critére de comparaison par équivalence appliqué aux SATP, > w, converge si et seulement si:

n>1

7. Tout d’abord Vn € N* :

_
(hl n)ln n
1

exp (Inn x In (Inn))
1

(ln n)flnn —

(exp In n)ln(ln n)

1
pin(lnn)

Pour n suffisamment grand, par exemple n > ¢ alors In (Inn) > In <ln 662) = 2 par croissance
de In, donc npin(nn) > 52 (par croissance de la fonction puissance deux) pour alors pour n > e

_ 1 . .

(Inn)~ ™" < — et comme ) — converge en tant que série de Riemann de paramétre 2 > 1,
n n>1 n

le critére de comparaison par majoration appliqué aux SATP permet de dire que :

La série . u, converge aussi
n>1
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Exercice 2
1. D’apres la méthode des poles :
1 1 1
Vvne N, ———M = —
PEN S L mED(m+3) 3 2+l 6(m+3)
alors par sommation :
n 1 no1 n 1 n 1
_— = _— + J—
S RGTDHTY) Sk 2k A 6kT9)
121 1 >» 1 1 x» 1
= 3XE 2l oo Ees
1 n 1 ]_n—i—ll ]_n+3]_
i1k 245k 6,k
- 3\1 2 3 2\2 3 n+1 6\n+l n+2 n+3
3 1 L B
 6n+12 3n+3 6n+18 36
n 7
D’Ofl hl’l’l —_ = — et :
naookglk(k+1)(k+3) 36

2. Nous avons :

1
k;n % (k +3)

donc lim Y In

n—oo k=1

k(k+3)

3. Nous avons :

(k+1)(k+2)

(k+1) (k+2)

- 7
La série converge de somme 36

n n

> (n(k+1)—Ink)+ > (In(k+2) —In(k+3))
k=1 k=1

In(n+1)+In3—In(n+3)

n<n+;>—|—ln3

n +

1
=1In3 car lim ln(n+ ):Oet:
n—00 n+3
’ La série converge de somme In 3 ‘
noE k41
>
k=0 :
nok(k—1)+2k+1
& A
o k(k—1) nok no1
— 42 — + —
& ® PhETEE
nok(k—1) nok no1
o—= 42> —+ — pour n > 2
& W SR EH
PIEEEIINIPS o RIS SN o S RN
— pour n >
=2 (k=20 S (k=1 =k
n=2 1 n—11 zn:l
—+2 — 4+ — pour n > 2
k=0 k! k=0 k! i=o k!
lim > up =4e

La série Y wu, converge de somme égale a 4e

n>0
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4. Nous avons :

]
Il

I

1=
[N}
EN

k(k—1) nok
S —_ > 2
o +k2::1 o pour n >

nok(k—1) 1o k
W+222klpourn>2

I
M=

B
[|
v

Nous reconnaissons a ce niveau deux sommes partielles de séries convergentes en tant que série

dérivée seconde (resp. dérivée premiere) de la série géométrique de raison |=| < 1. Par passage a

la limite quand n tend vers 'infini :

1 2 1 1
i e

La série ) wu, converge de somme égale a 6
n>0

5. Cet exercice difficile nécessiterait normalement quelques questions préliminaires pour vous aider.

Introduisons :
n xk

VneN, Vx>0, Sn:nuk: —
&= & o)

n 2k
Cette somme s’écrit aussi S, = > (\/E)'
o (2k)!

n x2k
Z(f)

et nous retrouvons une "somme orpheline". Ainsi :

O VD A = VD
NP ENCTE S

i=o (2k)!
S,
(vt e (V)T ()
P TS TR ;T s TR D s
Sn
et : . .
1 (e Ve
Vn €N, Sn—2<1§0 o +k§O 2 )

puis par passage a la limite quand n tend vers U'infini :

VT -z
lim S, = e eV

n—oo 2

Comme la limite existe et est finie, > w, converge et de somme :

n>0
+o0 n \/5_|_ -z
Ve >0, > A c
n=0 (Qn)' 2
Pour lautre série Y v, c’est exactement le méme principe.
Introduisons :
VnEN, Vo>0, Tp=3 3 ot
n e xT > = V. =
’ N A O]
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RNV
Cette somme s’écrit aussi T, = —= >, ————— et nous retrouvons une "somme orpheline". Ainsi
T 4= (2k+1)!
R A U SN S )
VT = (2k)! Tz 26+ 1) Vo iz K

T,
T N ) S W Vi) A S S GV
\/5 k=0 (2]€)' T =0 (2k + 1)' o \/5 k=0 k'
_Tn
et : . .
1 2n+1 2n+1 (_
WnEN, Vo0, T,= (5 Wl Ve
2vx \ = k! = K
eﬁ — e_\/E
puis par passage a la limite quand n tend vers l'infini : lim T, = ————=——. Comme la limite
n—oo 2\/5
existe et est finie, > v, converge et de somme :
n>0
+oo xn e\/5 — 67\/5
Yz > 0, =
o 2 Gnr) 2z

Exercice 3

1. Notons que :

Ve eR— {1}, log4a?—adt -4 (=1)"an1= 3 (ca)b

k=1
est une somme géométrique de raison —x # 1. Alors :
n 1 1—(=2)" 1 (—z)"
vz e R —{-1}, —p)f T = = —
‘ =1 k;( 2 1+z 1+z 142
et Iégalité :
1 "

—l—a4a? -+ (=) ()"

1+z 1+2x

est vérifiée.

2. Par intégration de toutes les fonctions en jeu sur [0, 1] qui y sont continues, nous obtenons :

/1 d /1i< ) +/1<1>" "
= —XT xT — XL
o 1tz 0 k=1 0 1+z

soit : . L
n n
(Lt} =3 (-1)’“*1/ xk—ld;c+(—1)"/ LA,
k=1 0 0o 1+
ou bien :
n -1 [ 2" ' Logn
In2 = D" | —] +(-1 n/ d.
" kgl( ) { k L =1 o 1+a

3. Commengons par dire que :

x’ﬂ

1+

dz

! 1
§/m"dm§
0 n+1
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et par passage a la limite quand n tend vers I'infini le théoréme d’encadrement nous permet de dire

que :
1on
lim (—1)“/ dr =0
n—oo 0o 1+=
et donc : 1 .
<z (_1) B n z"
li —— 4 1 -1 dr =1n2
D L / [y =m
soit : .
n —1
lim > () =—1In2
oo 2k
_1)k
Conclusion la série de terme général converge et de somme :
+oo (—1 k
u =—In2
k=1 Kk
OTOTOTOH
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