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Correction fiche 4

La correction comporte @] pages.

1 Langage ensembliste-langage probabiliste

(a) ANBNnC

() AnBNC

(¢ AnBNnC

(d) AuBUC

(e (AnBUBNOUMANC
(f) AnBnC)UANBNC)UANBNC)U(ANBNCO)
(99 AnBNC

(h) (AnBnC)UANBNC)U(ANBNC)

(i) ANBNC=AuBUC

2 Recherche de tribus engendrées
Soit © = {0,1,2,3,4,5} .

@ Déterminons la tribu engendrée par ¢ {0,1}, {3,4}
—— ——

A B
Il existe trois atomes non wvides qui sont :

ANB=1{0,1} AnB={3,4, AnB={25}
—— ——— ——
Cq Cy Cs

Nous devons maintenant examiner toutes les unions disjointes des atomes un & un, deux a deux et
trois & trois, ce qui donne :

(0 £40,1},{3,4}} = {2 {0,1}5{3,4} :{2.5) :{0,1,3,4} : {0,1,2,5} : {2,5,3,4} ; 0} |

@ Déterminons la tribu engendrée par {{0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}}.
Comme {{0},{1},{2},{3}.{4},{5}} constitue une partition de Q alors :

Lo ({0}, {1} . {2} . {3} . {4} . {5}} = P ()|

c
Déterminons la tribu engendrée par {{1,2,3},{3,4},{4,5}}.
Il existe cing atomes mon vides qui sont :

ANBNC=1{1,2} AnBNnC={3} AnBNnC={4} AnBnC={5} AnBnC ={0}
—— —— —— — ———
Cl Cg C4 Cs

Nous devons maintenant examiner toutes les unions disjointes des atomes un a un, deux a deux, trois
a trois, quatre a quatre et cing a cing (ouf !) ce qui donne en notant {a, b, c} = abc :

0{{1,2,3},{3,4},{4,5}} = {2;12; 3; 4; 5; 0; 123; 124; 125; 120; 34; 35; 30; 45; 40; 50; 1234; 1235; 1230;
1245;1240; 1250; 345; 340; 350; 450; 12345; 12340; 12450; 3450; 12350; 2}
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3 Recherche de tribus engendrées
Soit 2 = N.

@ Déterminons la tribu engendrée par < {1,2},{2,4}
—— N~

A B
Il existe quatre atomes non vides qui sont :

AnNB={1} AnB={4} AnB=1{0,3}UNs; AnB=1{2}
—— —— ——— ——
C1 Cao C3 Cy

Nous devons maintenant examiner toutes les unions disjointes des atomes un a un, deux a deux, trois
a trois, quatre a quatre ce qui donne en reprenant les mémes notations qu’a l’exercice précédent :

’ o {{1,2},{2,4}} = {2;1;2;4;03N5; 12; 14; 103N35; 24; 203N5; 403N5; 124; 1203N5; 2403N5; 1403N5; 2} ‘

c
Déterminons la tribu engendrée par < {1,2},{3,4},{1,2,3,4}
N~ Y ——

A B c
Il existe trois atomes non vides qui sont :

ANBNC={1,2} AnBNC=1{3,4 AnBnNnC={0}UN,
—— —— ——
Cq 03

Nous devons maintenant examiner toutes les unions disjointes des atomes un a un, deux a deux, trois
A trois ce qui donne en reprenant les mémes notations qu’a ’exercice précédent :

] o {{1,2},{3,4},{1,2,3,4}} = {@;12; 34; 0N; 1234; 120N; 340N ; Q} \

4 Recherche de tribus engendrées

Soit 2 un ensemble et A,B des sous-ensembles de €.

@ Déterminons la tribu engendrée par ¢ AU B, AN B
S——

A1 A2
Nous devons examiner les quatres atomes suivants :

AlﬂAig TlﬂAg AN Ay EQIQ

e A\NA; =(AUB)N(ANB)=AAB

e AiNAy=(AUB)N(ANB)=(ANB)N(ANB) =
e AiNAy=(AUB)N(ANB)=ANB

e AiNAy=(AUB)N(ANB)=(AUB)=ANB
Donc

c{AUB,ANB} ={0;AANB;ANB;ANB;AUB;AUB; AA B;Q}

@ Déterminons la tribu engendrée par {A UB,AN E} .
Nous devons examiner les quatres atomes suivants :

AlﬂAig AilﬂAg A1 N A, AilmAig

AU

Sy

e AyNA; =(AUB)N(ANB)

oS

e AiNA;=(AUB)N(ANB)=4nN
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e 41NA;=(AUB)N(ANB) =0

e AiNA;=(AUB)N(ANB)=(AUB)N(AUB) =0

Donc

c{AUB,ANB} ={@;AUB; AN B;Q}

c _
Déterminons la tribu engendrée par ¢ AN B, AN B
— ——

Ay As
Nous devons examiner les quatres atomes suivants :

AiNAd; AiNAy AiNAy ANA

=(AUB)N(AUB)=AAB

U{AHB,ZHE} = {@;AﬂB;ZQE;AAB;AAB;AUB;ZUE;Q}

5 Manipulations

Tout d’abord signalons que comme AN B C A avec P(ANB) # 0 alors P (A) # 0. De méme par

symétrie des roles joués par A et B alors P (B) # 0.

. PB(A):Pgl(;)B)
) PA(B):W

[Panp (AUB) =1|car ANBC AUB.

— A -P(A
Py (1)1 paay- 1 PUOE) PPN

e Py (A U B) =Pp (Z N P) :@ car on ne peut réaliser en méme temps B et B.

6 Manipulations

Ce résultat est trivial puisque nous avons démontré dans le cours que P était une probabilité, donc nous

pouvons lui appliquer la formule du crible. Un point c’est tout !

7 Manipulations

Comme P (AN B) # 0, Panp (C) est bien définie. Nous avons

Pap(C) = P;A(;l;g)C) par définition
P(A)P(B)P(C)

- P (A)P(B) par indépendance des événements

Apres simplifications :

[Pans (C) = P(C)]
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8 Manipulations
Nous avons les équivalences suivantes :

P(ANB)P(ANB) =P (ANB)P (AN B)
P(ANnB)(1-P(AUB))=(P(A)—-P(ANB))(P(B
P(AnB)(1-P(A)—P(B)+P(ANB))
PAPMB -PAPANB) —-P(B)PANB)+ (P
P(ANB)-P(ANB)P(A) - P(

PAPB) -PAPANB) —-P(B)P(ANDB)+ (P
P(ANnB)=P(A) =P (B)
’A et B 1ndependants‘

IHI“II“M

9 Inégalité probabiliste

Nous avons
ANBCA 0<P(ANB)<P(A)
ANBCB 0<P(ANB)<P(B)

En multipliant membre & membre, ceux-ci étant positifs :

(P(ANB))> <P (A)P(B)

10 Inégalité probabiliste

Tout d’abord comme :
ACAUB = P(A) <P(AUB)

alors P (AU B) # 0 et les deux probabilités conditionnelles ont un sens.
Par définition :

P((ANnB)U(AUB))

)—P(ANB))

(AN B))?

(
P(ANB)P(B)+ (P(ANB))?

(AN B))?

P ANB) =

AUB ( N ) P ((A U B))

~ P(ANnB)

~ P(AUB)

D’autre part :
P(A<P(AUB) = ! < ! car x ! est décroissante sur ]0,1]
— —
- P(AUB) — P(4) T ’

Puis en multipliant les deux membres par P (AN B) > 0, il vient :

P(ANB)
P(AUB)

P(ANB)
P (4)

IN

puis par définition d’une probabilité conditionnelle :

P(ANB) _

Plaup) SPAANB)

11 1Inégalité probabiliste

Tout d’abord signalons que :

(P(A)P (B) #0) < (P (4) #0 et P (B) #0)
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donc les probabilités conditionnelles ont toutes un sens. Nous avons I'implication Pp (4) > P (4) =

P(ANB
PAnB) > P (A) par définition d’une probabilité conditionnelle. En multipliant les deux membres

P (B)
par P (B) > 0, il vient que P(ANB) > P (A)P (B) puis en divisant les deux membres par P (4) >
NnB
0, il s’ensuit que P(A)) > P (B) et en utilisant encore une fois la définition d’une probab ilité

conditionnelle :

]PA(B)>P(B)\

12 Inégalités probabilistes

@ Nous avons

avec

P(ANB)=P(A) - P (ANB) (1)

P(ANB)<P(B)= -P(B) <-P(ANB) (2)
Selon (1) et (2) le résultat est prouvé.

Montrons par récurrence sur n € N*, que :

n

V(Ay,...,Ay) € A, P(Alﬂ...mAn)zP(Al)—ZP(/Tk)
k=2

e Pourn=1o0naP (A1) >P(4;) ce qui est toujours vrai.

e Supposons que pour n fixé dans IN* la proposition est vérifiée.

PAiN...NA,11) = P((AiNn...NA,)NA11)
= PAiN...NA4)-P((AiN...NA,)NA1)

Y

P(4) - Z P (A7k) -P ((A1 N...NA,)N Anﬂ) selon I’hypotheése
k=2

Or comme :
(A1 Nn...N An) N An+1 C A7L+1
alors :
P((AiN...NA,)NAu1) <P (Ani1)
donc :

—P((A1N...NA,) NAn1) = P (4,41)

et :
P(AN...NA) > P(A)-) P(4)-P(4,5)
k=2
n+1
>

P (A1) - P (4)
k=2

’ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence ‘

Nous avons I'implication (Fﬁé) CA=P (Eﬂé) <P (Z) soit encore (Eﬂé) C A=
1-P(BUC) <1—P(A) et par la formule du crible 1 — P (B) —P(C)+ P (BNC) <1—P (A) soit
encore P (4) <P (B)+P(C)—P(BNC) et comme P(BNC) >0, il vient :

[P(4) <P(B)+P(C)]
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13 Inégalité probabiliste

@ Nous avons

P (AAC)

P((AUC)—(ANC)) par définition
= PAUC)-P((AUC)N(ANC))
P(AUC)-P((ANCQC)

et selon la formule du crible :

[P (AAC) =P (4) + P(C) - 2P (ANC)]

@ Nous avons les quivalences suivantes :

P (AAC) <P (AAB)+ P (BAC)
P(A+P(C)-2P(ANC)<P(A)+P(B)—2P(ANB)+P(B)+P(C)—2P(BNC)
—2P(ANC)<P(B)-2P(ANB)+P(B)-2P(BNC)

2P (ANB)+2P (BNC) < 2P (B) +2P (ANC)
PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

11t

Pour terminer il suffit de prouver que cette derniére inégalité est vraie. Comme (AN B)U(BNC) C B
NOUS avons

P((ANB)U(BNC)) <P (B)
soit par la formule du crible :
PANB)+P(BNC)-P(ANnBNC)<P(B)

o PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANBNC) (3)

Enfin comme :

(AnBNC)C (ANC)

nous avons :

P(ANBNC)<P(ANC)

d’ou selon (3) :

P(ANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

Le travail sera achevé lorsque nous dirons qu’ayant raisonné par équivalences successives, en remontant,
I'inégalité de départ est bien véridique.

14 Inégalités de Bonferroni

@ Montrons que pour tout entier n non nul :
P (UAi> >Y P(A4)— > P(ANA)
i=1 i=1 1<i<j<n
e Pourn=1o0naP(A;) > P(4;) ce qui est toujours vrai.

e Supposons que pour n fixé dans IN* la proposition est vérifiée.
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e Nous avons :

P(A1U...UAnp1) = P((A1U...UA,)UAps)

= P4 U...UA)+P(4,41)—P <( Al-> mAnH)
i=1

= P(AU...UA,)+P(4,1,)—-P (U (A; ﬂAn+1)>

par distributivité de N sur U

Xn:P(AL) - Z P (Az mA_]) +P n+1 (0 A ﬂA,H_l )

1<i<j<n i=1

S

Y

selon 'hypothése

Or comme selon [’inégalité de Boole :

P (U (4; N An+1)> <Y P (AN Ang)
=1

i=1
alors :
n n
-P (U (4; N Anm) > = P(A4NA)
i=1 i=1
et en "injectant" ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que :

n+1 n
P(AjU...UA1) > DY P(A)— Y PANA)-> P(A4NAL)
3 1<i<j<n 3
n+1
> Y PA) - ) P(A4NA4)
i=1 1<i<j<n+1

en regroupant les deux derniéres sommes

’ La proposition est transmissible et doncx héréditaire selon le premier principe de récurrence ‘

@ Montrons par récurrence sur n entier naturel non nul que :
n n
P (UAl) <Y PA)- > PANA)+ Y P(ANANA)
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
e Pourn=1o0naP(A;) <P (4;) ce qui est toujours vrai.
e Supposons que pour n fixé dans IN* la proposition est vérifiée.

e Nous avons :

P(AU...UAp1) = P((A1U...UA,)UApiq)

= P(A1UUAn)+ n+1 < UAi>mAn+1>

i=1

—:

= PAU...UA,)+P (A1) — ( (A; mAn+1)>

=1

par distributivité de N sur U

En:P(Ai) - > P(Ain4)
i=1

1<i<j<n

IA

—

+ Z P(AmAijkHP(AnH)—P(

1<i<j<k<n

(Al N An+1>>

1

?

selon ’hypothése
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Or comme selon la premiére question :

(
o

et en "injectant" ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que :

C=

(AmAm))zZP(AmAnH) > P(ANANA)
1=1

1 1<i<j<n

alors

.
IC-

(AiﬁAn+1)> < _ZP(AiﬂAn+1)+ Z P(AiﬁAjﬂA»,H,l)
=1

1<i<j<n

n+1 n
P(AU...UAdn) < > PA)— Y P(ANA) =D P(A4NA)
i=1 1<i<j<n i=1
+ Z :P(AzﬁAj ﬂAk)-i- Z P(AzﬁAj ﬁAn+1)
1<i<j<k<n 1<i<j<n
n+1
< Y PUA)- D) PANA)+ > PANANAL)
i=1 1<i<j<n41 1<i<j<k<n4+1

en regroupant les quatre derniéres sommes deux & deux.

’ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence ‘

15 La formule de Poincaré "customisée"

Nous supposerons, car rien n’est dit dans le texte, que n > 2 (la relation n’ayant aucun intérét pour

n=1).
k=1 k=1
= 1- Z (—1)* ! Z P (4;,N...N4;,) parle "crible" habituel

k=1 1<ip<-<ip<n
= 1— Z (71)k_1 Z (1-P(A4;, U...UA;,)) par Morgan

k=1 1<ii <--<ip<n

k-1

= 1-5 (-1 3 1- > P(4,U.. U4

k=1 1<ii << <n 1<ip<--<ip<n
= 1- Dt T Y=t Y P4, UL U4y

k=1 1<iy <--<ip<n k=1 1<y < <ip<n

k=1 k=1

- 1+Z(71)k (Z’) +§:(71)’“‘1 Z P(A;, U...UA;)

k=1 k=1 1<ip<---<ip<n
= 1+ (> (-1 (k>_1>+2(_1) Y P(4,U.. U4
k=0 k=1 1<iy < <ip<n
= 1+0"-1+> (- Y P(4;,U...UA4;,) par "BN"
k=1 1<iy<--<ip<n
n
DD DI IV TRRTYY
k=1 1<i < <ip<n
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16 Majoration d’une probabilité

Par indépendance des événements nous avons :

P (A N7A;0...n4A,) = [P (4)

k=1

Posons par hypothese (légitime) que Vk € [1,n], P (ka) > 0 ainsi en composant par la fonction In
les deux membres de 1’égalité, nous obtenons que :

P (A NAN...N4,) = 1nHP(A7)
k=1

- Y up (@)

< Z (P (/Tk) — 1) puisque l'on sait que Vo >0, Inz <z —1
k=1
n
< S a-PAY-1)
k=1
< =) P4
k=1

ce qui entraine que :

P(AiNnA;Nn...N4,) <exp (—zn:P(Ai)>

par croissance de la fonction exp .

17 Application de la sous-additivité

Nous savons d’apres le corollaire du théoréme de la limite monotone que :

P ﬂ A, | = ngrfoop (ﬂ Ak>
k=1

n>1

() e (U7)

k=1

Or d’apres Morgan

avec selon [’inégalité de Boole :
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donc :

—P(O@) S 30
doncl—P<0k> > 1—iP(Tk)

n

> 1-3 (1-P(4)
k=1

> 1-> (1-1)

2 . k=1

Enfin comme culturellement :

et le résultat est prouvé.

18 Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (Ay), - une suite d’événements défini sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) telle que Z P(A4,)

ne

n
converge. Montrons que la probabilité qu’'une infinité d’événements A; se produisent simultanément est
nulle.

Autrement dit montrons que :

PlOUA]|=0

n>1 \k>n
Constatons que la suite d’événements U Ay est décroissante car :
k>n n>1

=1, |J (A c (4

k>n+1 k>n

donc d’apres le théoréme de la limite monotone :

(N (Ua))=mr(U

n>1 \k>n k>n

Enfin comme Z P (A,,) < oo nous pouvons utiliser 1'inégalité de Boole pour le cas infini disant que :

n

+o0
Pl <> Py (1)
k=n

k>n
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cette derniére somme représentant le reste d’ordre n — 1 de la série convergente de la série de terme

“+o0
général P (A,,), donc d’apres le cours d’analyse on sait que hIJIrl Z P (Ax) = 0 et le théoréme de
n— oo
k=n
prolongement des inégalités appliqué a I'inégalité (4) donne que :
—+oo
I . _
i P U )< T ) P4 =0
k>n k=n
les "gendarmes” concluent l’affaire, a savoir :
mp (U)o
k>n
soit donc :
P ﬂ U A, 1] =0
n>1 \k>n
19 Une chaine de Markowf]
an
@ On pose, pour n € N, X,, = b, | . Montrons, en la déterminant, qu’il existe une matrice
Cn

D e M3 (R) telle que :
VneN, X, =D"X,.

La famille (A, By, Cy,) o n > 1 constitue un systeme complet d’événements de probabilités a priori
non nulles, alors selon la formule des probabilités totales appliquée trois fois nous avons :

P (An+1) = PAn (AH-H) P (An) + PB'n, (An+1) P (Bn) + PCn (An+1) P (On)
P (Bni1) =Pa, (Bn+1) P (An) + P, (Bny1) P (By) + Po, (Bns1) P (Ch)
P (Cry1) =Py, (Cot1) P (An) + P, (Crns1) P (Bn) + Pc, (Crt1) P (Ch)

soit numériquement :

Gp41 = an
3
bn+1 = Zan +cn
1 1
Cn+1 = Zan + an
et matriciellement :
3
0 - 0
4
Ap+1 3 QA
bn+1 = Z 0 1 by
Cnt1 1 1 Cn
X +1 n n 0 X
n 4 4 n
—_————
=D

Une récurrence immédiate a faire obligatoirement sur la copie donne :

VneN, X, =D"X,

I Mathématicien russe (1856 — 1922)
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@ En admettan que :

SET+EE R SE@ T -S@ R @D R
Do | SHENCRE B AE RS -1
1"+ "+ "+

calculons X, en fonction de n. Notons que j’ai décidé de poser que ag = by = ¢ = 1/3, le texte
manquant de précision & ce niveau-la.

@ +EE R SE -AEG@ R EE )+ ”
Xoo= | HE-AETHE RET @ R A @Y (m)
n Co

D"+ D"+ 4
(B E"+ 5 E+ Baot () - HE + B+ (1@ + 1"+ B
= | CHE - HE B a0 (CHE+ HE )+ GE 4
" i+ (4

= 3| CHE) -FEGE @)+ ) +3 7
(@ +5) (@ )+ EE +3)
Finalement :
NS
7 4 5 4 35
1 1 1\" 4 3\" 48
=3 5(‘4) ‘7(‘4) *35
2( 1\, 3
5 4 5

1 3 . 1\" L 3\" _ )
Comme ~1 <let ~1 <1, nErfw 1) = nEr-&I-loo -1) = Oet:

li li b li L

im a, =— im b, =— im ¢, = -

7L—>+ooa 35 n—o+oo 35 7L—>+OOC 5

Nous constatons bien que la somme des limites est égale a 1.

20 Jeu de Pile ou Face

@ Introduisons pour tout entier naturel k£ non nul, les événements Ay (resp. Bg) : "on lance la
piece A au k'€ lancer". On demande de calculer P (A4y). Le couple (Ag, By) ot k > 1 constitue un
systéme complet d’événements de probabilités a priori non nulles, alors selon la formule des probabilités
totales nous avons

P(Ar+1) = Pua, (Akt1) P (Ax) + Pp, (Akt1) P (By)
= aP (Ag)+ (1 -0)P(By)

aP (Ag) +(1-0) (1 =P (Ax))
= (a+b—1DP(4)+(1-1b)
-~ —~—

noté a#l noté B

De cela nous pouvons dire que la suite (P (Ay)),~, est arithmético-géométrique de point fixe

B

T =T Alors d’aprés le cours d’analyse la suite (vy),~, définie par Vk > 1, v, = P (Ay) — x est
— >

Zpour de trés peu de temps encore. . ..
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géométrique de raison «a (je vous engage trés vivement a vous reporter a votre cours !). D’ou Vk > 1,

v = af "ty avec vy =P (4)) —x = 5 et

VE>1, P(Ay) = v +z
= ak*1v1+:r
1 (1 1-0 1-0
= b—1) (- -
(at+b-1) <2 2—a—b>+2—a—b

(b—a)(a+b—1)"" 1-b

> =
vkz 1 P4 2(2—a—b) 2-a—b

@ Introduisons pour tout entier naturel k& non nul, I’événements Py : "on lance pile au k*™¢ lancer".
On demande de calculer P (Py). Le couple (A, By) ot k > 1 constitue un systéme complet d’événements
de probabilités a priori non nulles, alors selon la formule des probabilités totales nous avons :

P(Py) = Pua, (P)P(Ax) +Pp, (Pr) P (B)
= aP (Ag) + bP (By)
— GP(A) +b(1-P(4y)
= (a=b)P(4r)+0

B (b—a)(a+b—1)F" 1—b
_(a_b)< 2(2—a—0) +2—a—b>+b

_ (b-a)(@a+b-1)"" (a=b)(1-1)
B ( 2(a+b—2) * 2—a-—1b >+b

b—a)?(a+b—1)F" L (ab—b—a)
2(a+b—2) a+b—2

Vk>1, P(P)=

C
Nous avons :

) (2ab—b—a)
lim P(P.) =" °79
Plasion (Pk) atb—2

car l[a+b—1| <1 et donc lim (a—l—b—l)k*l:O.

k—-+o0

Maintenant sia=1let0<b<1:

i F(B) =1

ce qui est trés cohérent car si on commence la série des lancers avec la piéce A, vue qu’elle ne posséde
pas de face on est siir d’obtenir que des piles au cours de la série illimitée de lancers avec cette méme piéce.

Maintenant si on commence la série avec la piece B, il est quasi-certain que nous finirons par obtenir
face lors d’un lancer ce qui nous fera changer de piéce pour jouer avec A, et nous rameénera au cas
précédent.

21 Autour de la formule du crible

- Notons P; ’événement "la personne P; ne regoit aucun lot". 11 est clair que par indépendance

des tirages au sort :
n—1\"
P(P)=

. .
- Notons Vi € [1,n], P; 'événement "la personne P; ne regoit aucun lot". Nous avons :

P(PN...NP) = (”;k>
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@ Pour tout événement Aq,..., A, définis sur un méme espace probabilisé nous avons :

n

P(AU...UA)=> (-D"' Y P, N...N4;,)

k=1 1<ii<--<ip<n

c _ _
On demande de calculer P (P1 N...N Pn) en précisant que la question n’a de sens que si 7 > n.

P(Eﬂ...ﬂﬁn) = 1-P(P,U...UP,) par Morgan
= 1-Y - 3 P@,n.np)
k=1 1<ip < <ip<n
n . n—k\"
=Y ey ()
k=1 1<ii < <ip<n

- 1—2(—1)’“_1<nnk>r >, o1
1<iy < <ip<n

g () )

P(Pn..nP)=Y (1) (”;’f) (Z)

d.i
- L’événement dont on demande la probabilité notée p,, est :

v {(P” UL (j¢{z‘1 o, }Pj”

1<i1 <2< <im<n

Par o— additivité de P :

by = P 4 (P,nP,n...0P, )N N 7
1< <ig<--<im<n ¢ {in iz, i}
_ 3 P|(P,nP,N...0F,)) n 7
1<y < <-+-<im<n ¢ iz, im}
_ Z P(le QRQ ﬂ...mpi )PP n.. |,‘|P.7777 ] paI' la, "FPCH
1<y <ig<-<im<n JEliLsdz, o im}

(B )= b

1<i1<io< - <im<n k=0

- e () () () X

1<i1<io< -+ <im<n

() Z ()5

n—1
Al
- Nous avons g, = E p; (on ne somme pas jusqu’a n car il n’est pas possible que tout le monde

i=m

=2 () ()57

n’ait rien reqgu) et
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22 Jeu de dés

@ Soit F,, 'événement "une somme de 5 apparait au n®° double jet et sur les n — 1 premiers jets
ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait". Calculons P (E,,).
Commengons par donner le tableau des sommes possibles que les deux dés peuvent faire apparaitre :

Dl D2 [1[2[3[ 4[5 6
1 2314567
2 314[5(6 7] 8
3 1(5(6] 7809
1 5/6|7] 8] 910
5 67189 [10]11
6 718[9[10] 11 12

Introduisons pour tout entier k > 1 les événements Ss, : "lors du k*™° lancer la somme des deux dés
fait 5", S7, : "lors du k*™¢ lancer la somme des deux dés fait 7". Ainsi pour tout entier naturel n :

Vn>1, P(E,) = P((S5,NS,)N(S5,NS,)N...n(S5,_,NS7,_,)NSs,)
= P(S,NS7,)P(S5,NS7,)...P (S5, ,NS7,_,)P(S5,) par indépendance des évts

e p- (2) (1)

@ Notons As I’événement : "on s’arréte sur une somme de 5", alors

A5 = H‘J E,
n>1
d’otl par o— additivité de P :
P(4;) = Y P(E,)
n>1
Z 26)"" (4 (somme d’une série géo cv de raison 26 126 <1
= — —_— V — JE—
36 36 8 36" |36
n>1
-4
36 1-%
2
P(4s)=¢

c
Notons A7 ’événement : "on s’arréte sur une somme de 7", alors :

A7:H-JFn

n>1

oll pour tout entier naturel non nul n, F, I'événement "une somme de 7 apparait au n®™° double jet
et sur les n — 1 premiers jets ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait". Par o— additivité de P :

P(47) = Y P(F,)

n>1
26\""" /6 L .2 |26
= 7; (36) (36) (somme d’une série géo cv de raison 36’ ‘36’ <1
_ 6t
36 - %
3
P (A7) = 5
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@ Notons J I’événement "le jeu ne s’arréte jamais". La famille (As, A7, J) constitue un systéme

complet d’événements. Ainsi :
P(A5)+P(A7)+P(J) =1

soit :

’Moralité I’événement J est quasi-impossible

23 Tirages dans une urne bicolore

@ Introduisons Vk € [1,2] les événements Ry, : "le k®™¢ tirage fournit une boule rouge" et Ny, : "le
kfme tirage fournit une boule noire". On demande P (R; N Rg). D’apres la formule des probabilités

composées :
P (R1 N Rg) =P (Rl) PR1 (RQ) ou P (R1) 7é 0

r r—1
n+r mn+r—1

P (R NRy) =

@ On demande P (Ry N Ny) . D’apres la formule des probabilités composées :

P (RN N;) =P (R)Pg, (N2) oit P(Ry) #0

T n
X
n+r n+r-—1

P(Rl mNz) ==

24 Urne de Poélya

@ Introduisons Vk € [1,2] les événements Ry, : "le k°™¢ tirage fournit une boule rouge" et Ny, : "le
kfme tirage fournit une boule noire". On demande P (N3). D’aprés la formule des probabilités totales ot
{N1, R;} forme un systéeme complet d’événements de probabilités non nulles, nous avons :

P(N2) = P(R1)Pg, (N2)+P(N1) Py, (N2)

T n n n+d
= X + X
n+r n+r+d in+r n+r+d

n
n+r

P (Ny) =

Moralité : la remise de d boules de la couleur précédemment obtenue n’a aucune influence sur le
résultat.

On demande Py, (V1) est le probléme est bayesien. En reprenant toujours le méme systéme
complet d’événements :

P (N1) Py, (N2)

n n+d
_ n—+r n+r+d
n—+r
d+n
P (M) = 0
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25 Le théoréme de Bayes

@ Introduisons les événements R : "le chapitre R est tombé a 'examen", A (resp. B et C) :
"L’enseignant A (resp. B et C) pose le sujet". La famille (A, B,C) constitue une systéme complet
d’événements de probabilités non nulles et selon la formule de Bayes :

Pa(R)P(A)

Pr(4) = PA(R)P(A)+Py(R)P(B)+Pc(R)P(C)

avec P (A) = 0.35, P (B) = 0.4, P(C) = 0.25, P4 (R) = 0.1, P5 (R) = 0.4, P (R) = 0.8. Ainsi

0.1 x 0.35
Pr(A) =
0.1 0.35+ 0.4 x 0.4+ 0.25 x 0.8
[Pr(A4)=8.8608x 102
@ De méme : 04 x 04
4 X U.
Py (B) =
r(B)= 015035 +0.4 x 0.4+ 0.25 x 0.8
| P (B) = 0.40506
Enfin : 0.95 x 0.8
. X U.
Py (C) =

0.1x0.35+0.4x 0.4+ 0.25 x 0.8
]PR (C) = 0.506 33

26 Jeu de "pile ou face"

@ Nous avons vu en classe que conjecturer la formule a partir de quelques exemples chiffrés s’avérait
extrémement difficile. C’est pour cela nous avons eu 'idée d’introduire une suite (u,),~,; définie par
Vn > 1, u, = P (Nay,), Na, étant 'événement : "la partie dure au moins 2n lancers", et essayons de
trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite. Notons toutefois que Ny, est réalisé si et seulement
si il y a eu autant de piles que de faces lors des 2n premiers lancers sans qu’il y ait eu lors de tirages
intermédiaures deux piles de plus que de faces et inversement. Introduisons Vk > 1 les événements Py
(resp. Fy) : "le k*™¢ tirage donne pile (resp. face)". Ainsi pour tout entier naturel non nul n :

P (Nony2) = P((Non N Pony1 N Foni2) ) (Non N Fongr N Pony2))
= P (Noy N Popi1 N Fopis) + P (Noyw N Fopy1 N Popao) par o — additivité de P
= P (Nop)P(Popi1) P (Fania) + P (Nap) P (Font1) P (Pany2) par indépendance
= 2p(1—p)P (N2p)

Ainsi la suite (P (N2y,)),~; est géométrique de raison 2p (1 —p) qui est différente de 1 et méme

1
, } quand z € [0,1].

strictement inférieure a 1 en valeur absolue car on sait par coeur que x (1 — ) € [O 1

D’ott pour tout entier naturel non nul n :

P (Na,) [2p (1 —p)]" "' P (Ny) par indépendance
= [2p(1-p]" P(PNF)Y (I NP))
[2p(1—p)]" " (P(P.NFy) +P (F,NPy)) par o — additivité de P
= 2p(L-p)" " x2p(1-p)

Vn>1, P(Na,)=[2p(1—p)"
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@ Notons les événements G : ”la personne gagne" et Vn > 1, G, : "la personne gagne a l'issue d’un
nombre pair de lancers". Nous avons clairement G = 3 Ga,, avec
n>1
Vn>1, Ga2n= Nap2N Pap_10 Poy

alors par o — additivité et indépendance des événements :

P (G)

P |4 Gan

n>1

400
= Z P (G2n)

n=1
—+oo
= Z P (Nop—2 NP1 N Pay)

n=1

27 Indépendance mutuelle

@ Nous avons

1
Vn>2 Vke[l,n], P(A) = 3

puisque la piéce est équilibrée et les lancers indépendants.
Pour calculer P (A,,+1) nous utiliserons une distribution binomiale puisque on effectue une succession

de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre 3 Donc

Pl = 3 ()

P (A7L+1) =5

b.i
Le résultat est trés net, a savoir :
1 si ne2lN

Pa,n.na, (Ang1) = { 0 si ne2N+1
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b.ii
- 11 suffit de trouver un contre-exemple qui "tue", et il n’est pas compliqué d’en trouver un aprés
le résultat de la question précédente. En effet nous avons P (A1 N...NA, NA,41) =0sin € 2N +1

n+1 1 n+1
alors que [] P (Ax) = <2> # 0. Moralité :
k=1
’Les événements Aj, ..., A,41 ne sont pas mutuellement indépendants ‘

Cette question est un peu plus délicate car son traitement doit se faire a partir d’une discussion
concernant la présence ou non dans la sous-famille de I’événement A,,41.

1. e A, .1 est absent de la sous-famille des événements considérés.
I est clair que Yn € N*, Vk € [1,n], ¥ (i1,...,ix) € [1,n]¥,

P(Ailﬂ-“mAik) = P(AZI)P(AQ)XXP(A“C)

1\ F

2
en effet ’événement A;, N...NA;, est réalisé si et seulement si on a obtenu pile lors des 41,. . .et
i¢M¢ lancers, peut importe ce qu’on donné les autres.

En conclusion, toute sous famille d’au plus n événements choisis parmi Ay, ..., A, est formée
d’événements mutuellement indépendants.

e A, est présent dans la sous-famille des événements considérés.

— Si k € 2N montrons que Vn € N*, Vk € [1,n — 1], ¥ (i1, 42, . . -, i1) € [1,n]*,

k
P (A, N N A, N An) = [[P(4) x P (An4a)

j=1

k 1\ A
Nous avons [[ P(A4;) x P (A,41) = (2> )
=1

D’autre part selon la formule des probabilités composées

Vn € N*, Vke[l,n—1], V(i1,ia,...,i) € [1,n]F,

P(A“ ﬁﬂAlk mAn+1) = :P(AAZ1 ﬁﬂAlk) X PAilﬂ~~~ﬁAq‘,k (An+1)

Il y a eu k lancers donnant obligatoi-
rement pile éventuellement complétés
par d’autres lancers donnant un nbre

pair de piles parmi les n-k restants

2 <n2_i k) (;)% (;)n—k—zi

(n N k) ("somme orpheline")

I
A/~ /~ A/~ A/~

Il
7 N
N~ N
~
>~
+
—
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— Si k € AN + 1 montrons toujours que Vn € IN*, Vk € [1,n — 1], V (i1, i2, ... ,1x) € [1,7n]",
k
P(Ailﬁ...ﬂAikﬂAnH):HP(Aj) x P (Api1)
j=1

Nous avons
k 1 k+1
IIP () <P ) = (5)
j=1

D’autre part selon la formule des probabilités composées Vn € N*, Vk € [1,n — 1],
V (i1, 42, ..., i) € [1,n]",

P(Ail ﬂ...ﬂAik mAn+1) = P(Ail ﬂ...ﬂAik) X PAilﬁ-uﬂAik (An+1)

Il'y a eu k, avec k impair, lancers
donnant obligatoirement pile obliga-
toirement complétés par d’autres
lancers donnant un nbre impair de

piles parmi les n-k restants

n—k 1\ 201 /1 nke2iel
gt <2i+1> <2) (2>

(n B} k) ("somme orpheline")

21 +1

Il
7 N\
[NCR I R
~~_
>
+
=

Conclusion selon les deux cas de discussion précédents, nous avons bien Vn € IN*, Vk €
[1,n—1], ¥ (i1, - .., ix) € [1,n]*,

k
P (A, 0. N4, N Apn) = [[P(4)) x P (Ans1)

Jj=1

ce qui équivaut a dire que toute sous famille contenant A,,; d’au plus n événements choi-
sis parmi Ay, As, ..., Ay, Ans1 est constituée d’événements mutuellement indépen-
dants.

Conclusion finale : selon la présence ou non de A,.; dans la sous-famille en question,
toute sous famille d’au plus n événements choisis parmi A;,..., Ay, Apy1 est formée
d’événements mutuellement indépendants.

OToToToK
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