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Correction fiche 5

La correction comporte @] pages.

1 Recherche d’un parameétre
La suite (pp),,~o définit une loi de probabilité si et seulement si :

e Vn € IN, p, > 0 ce qui entraine que a > 0

e > p, converge et de somme égale a 1.
n

Or comme p,, s’écrit comme combinaison linéaire de deux termes généraux de séries proportionnelles
n

. 1 a . . ..
a des séries convergentes (3 — et > —- sont des séries exponentielles convergentes). Ainsi } py,
n! n!

n n n
converge avec

*ﬁp B +°°1<2+an>
noT 8 ]
n=0 'n=08 n
B 1+°°1+1+°°a”
B nl 8 ‘nl
4n:On. 8n_0n
1 +1 “
VRN
Finalement :
1 a
z Ze% =1
4e—|— e

< |a=1In(8—2¢)

2 Inégalité probabiliste de Laplacd]|

Pour commencer montrons que :
Vi > 0, 1[X§O] < e_tX (1)

e L’événement [X < 0] n'est pas réalisé. Alors 1;x<q = 0 et comme la fonction exp est a valeurs
dans R’ l'inégalité (1) est bien vérifice.

e L’événement [X < 0] est réalisé. Alors 1{x<q) = 1. D’autre part :
(X <0]C[~tX > 0] C [e™¥ > ]
par croissance de exp et (1) est bien vérifiée.

e Comme exp (—tX) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de l’opémteurﬂ E on
obtient V¢ > 0, E (1;x<o)) < E (exp (—tX)), soit par définition de l'indicatrice :

VE>0,P([X <0]) <E (e ™)

!Laplace Pierre-Simon (Marquis De) (1749 — 1827)
2Symbole mathématique représentant une ou plusieurs opérations mathématiques a effectuer.
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3 Inégalité probabiliste

Pour commencer montrons que :
VE>0, 1ix_pp>e <exp(A(X —np—¢)) (2)

e L’événement [X — np > ] n'est pas réalisé. Alors 1jx_,p~.) = 0 et comme la fonction exp est a
valeurs dans R’ I'inégalité (2) est bien vérifiée.

e L’événement [X —np > ¢] est réalisé. Alors 1jx_p,~ = 1. D’autre part :

VNe)eRY, [X—np>¢e] = [X—np—ec>0]
ANX —np—¢) >0
= [exp(A(X —np—¢)) >¢"] car exp est une bijection croissance
= Jexp(A(X —np—¢)) >1] et (2) est bien vérifice
e Nous supposerons que la variable exp (A (X — np — €)) posséde une espérance. Par la croissance et
la linéarité de l'opérateur E on obtient :

Y(he) ERY, E(1x_npoe)) < E(exp(A(X —np—e)))

soit par définition de lindicatrice :

V(Ne)e Ry, P([X—np>c¢]) <E(exp(A(X —np—¢)))

4 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1
Tout d’abord commencons par dire que X,, — B <n, 6) (car on effectue une succession de n épreuves de

Bernoulli indépendantes et de méme paramétre 6) Cela nous permet de dire que F,, admet une espérance

et une variance et 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est applicable, ce qui donne Ve > 0 :

V (F,
P(F.~B(R) 2 < Y57
V (F,
<~ 1-P(|F,—E(F,)|<¢)< %
V (F,
— P(F,-E(F,)|<¢)>1- 22 )
avec
1
E(F,) = ﬁE(X,L)
_ nl/6
o n
_ 1
6
et
1
V(F,) = EV (Xn)
_ n
362
_ 5
~ 36n
En prenant € = 0.99, 'IBT donne :
1
P<Fn‘<0.99> 217%
6 36m (0.99)
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5
Pour trouver n il suffit que n soit tel que 1 — > 0.99 soit n tel que < 0.01 ou

36m (0.99)* 36m (0.99)*
5

encore n tel que n > 5- Finalement :
36 x 0.01 x (0.99)

nz > 5| +1
36 x 0.01 x (0.99)

5 Moment factoriel d’ordre r d’une variable de Poisson

D’apres le cours la variable X (X —1)...(X —r + 1) admet une espérance si et seulement si la série de
terme général k (k—1)...(k—r+ 1) P ([X = k]) est convergente et en cas de convergence :

“+oo

EX(X-1)...(X=r+1)=> k(k-1)...(k—r+1)P([X = k])
k=0
OrVk >IN :
e M\F
E(k=1). (k= r+ DP (X =K) = k(k—1)...(k=r+1) —
donc :
e AT
Vk € IN,., k(k—l)...(k—r-i—l)P([X:k]):W

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série
proportionnelle & la série exponentielle de parametre A € R’ . Finalement X admet un moment factoriel
d’ordre r égal & :

EX(X-1)...(X—r+1)) = A’“e—kf(,jk:)!
sy
= MNe™ ;Wenposantizk—r
= Ne et

6 Moment factoriel d’ordre r d’une variable géométrique sur IN

D’apreés le cours la variable X (X —1)...(X —r + 1) admet une espérance si et seulement si la série de
terme général k (k—1)...(k—r+1)P ([X = k]) est convergente et en cas de convergence :

—+o0

EX(X-1)...(X=r+1)=> k(k—1)...(k—r+1)P([X = k]
k=0
OrVvk>0:
E(k—1)...k—r+1DP(X=k) = k(k—1)...(k—r+1)¢"p

= k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"

A ce niveau, je vous garantie la présence de préliminaires qui vous permettrons de conclure que :

+oo
k!
Aﬁ.’)ﬁn_k _
ngk (1 7I)k+l

si et seulement si |z| < 1 (on parle de série dérivée d’ordre k de la série géomeétrie de raison
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Ainsi comme |g| < 1, nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant
que série proportionnelle & la série dérivée d’ordre r dc la série géométrique de raison q.
En conclusion X admet un moment factoriel d’ordre r égal a :

EX(X-1)...(X=r+1) = > k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"
= > k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"

“+o00
= pg" Yy At
k=r

. 7!
= Pq 51
(1—g"
q'r!
EX(X-1)...(X—-r+1))=
pT

7 Lol d’une variable fonction d’une autre

Un petit échauffement pour les premiéres valeurs entiéres, comme fait en classe, nous améne & distinguer
deux cas de figure :

o Vk € IN,Vw € §, I'événement [X (w) = 2k] est réalisé si et seulement si [4 { J —2X (w)+1 =4k — 4k + 1]

Pest, soit 'événement [X (w) € 2IN] est réalisé si et seulement si [V (w) = 1] est réalisé.

o Vk € IN,Vw € Q, lévénement [X (w) = 2k + 1] est réalisé si et seulement si [ L J (W)+1=4k — 4k —2+1

Pest, soit I'événement [X (w) € 2IN + 1] est réalisé si et seulement si [Y (w) = —1] est rélisé.
Moralité Y () = {—1,1} avec :

P(Y=-1) = P (@O[X:2k+1]>
k=0
= ZP ([X =2k + 1)) par o — additivité de P

+oo e*)‘/\%—*—l
|
£ (2k +1)!

et

+oo
P(y=1]) = P (@J (X :214)
k=0
= Y P([X = 2k]) par o — additivité de P
+oo e,A)\Qk

(2k)!

k=0

Nous sommes en terrain connu avec des séries méga-classique "a trous" avec :

+oo e,,\/\2k+1 N -ii:w 67>\>\2k B +oo ef)‘/\k
! | - |
‘ (2k+1)! P (2k)! P k!
= 1
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et
+oo e_>‘)\2k +o0 6_,\)\2k+1 . o0 (_)\)Qk +o00 (_)\)Qk-i-l
> @ @ - ¢ o) T 2 @2k + 1)
k=0 (2R)" k-=0( +1)! k=0 (2k)! k:O( +1)!
“+o00 k
L=
k!
k=0
— 2
Conclusion :
1 —2X 1— —2A
P(V=1)=—"— et P(V=-1)=—1—

8 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Des itérations successives nous aménent au résultat & démontrer par récurrence :

7477]

VnelN, P(X=n])=_—P(X=0])

n!
L’initialisation est triviale. Supposons que pour n fixé dans IN, ’égalité est vérifice. Comme :

4

P(X=n+1)) = — - P(X=n)
4n+1
= mP ([X =0]) selon I'hypothéese de récurrence

la proposition étant transmissible est donc héréditaire.
4’ﬂ

Cherchons enfin P ([X = 0]). Pour cela Z — P ([X = 0]) doit converger et de somme égale a 1. La
n!

n
convergence ne pose aucun probléme car le terme général est proportionnel & celui d’une série exponentielle
de parameétre 4. Enfin P ([X = 0]) doit vérifier :

+oo n +o0 4n
—P(X=0) = P(x=0)) —
n=0 " n=0
= P(X=0)¢
=1

ce qui équivaut a dire que P ([X = 0]) = e~*.
D’apres le cours :

—44n
VnelN, P(X =n]) =2 |4 et donc X — P (4) avec E(X)=V(X)=4
n:

9 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Introduisons la suite (uy), oy définie par Vn € IN, u,, = P ([X = n|) vérifiant 4u, 42 — Stpy1 + up = 0.
Ainsi (up,),,cy st une suite récurrente d’ordre deur d’équation caractéristique associée :

4r* —5r+1=0
= 4(r—1)<r—i)=0
= 7":10u7’:1
4
Alors : N
Vn € IN, unzozl”—i-ﬁ(i)
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et pour que »_ u, ait une chance de converger il faut que :
n

1 n
li -] =
e ® TP (4) ’

" 1
ce qui entraine que o = 0 puisque lir_P B (4) = 0. Dans ce cas la série de terme général 3 (4)
n—-—+oo

n

converge en tant que série proportionnelle & la série géométrique de raison 1 et :

+oo 1 n B ﬂ
2oi) = T
" 1
4
= gﬁ
\ 3 .
d’ou g = 1 D’apres le cours :
\" 1 4
Vn € IN, P([X:n]):i<4> et donc X<—>QN(3> et E(X):§ V(X):§

10 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Nous avons Vn € IN* :

et Vn € IN*™ :

P ([X = n]) = pP ([X > n])
— P(X2n))-P(X>n+1)=pP (X >n])
e P(X>n+1)=(1-p)P(X >n])

Ainsi la suite (P ([X > n])),cy- est géométrique de raison 1 — p, donc

Ve, P(X2a) = (1-p) 'P(X>1)
(1—p)"" " puisque X () =IN* = P ([X >1]) =1

Selon :

VnelN*, P(X=n)=p(1l-p"" et X—=G(p

11 Loi et série logarithmique

La suite (py,),~( est la loi d'une variable X si et seulement si Vn > 0, p,, > 0 et la série ) py converge
= k

et de somme égale a 1.

e Vn>0: 1
_ ot
b 0 (4)

(n+1)In(1-p) <

puisque In (1 — p) < 0.
e Examinons si la série converge. C’est 'occasion d’étudier la série logarithmique (totalement hors
programme) qui est assez récurrente en probabilités et qu’il est trés important d’examiner en détail.

@ Introduisons Vn > 0, Vo € ]0,1] :
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|
—
B
-

‘ —
=
o\

8
[]=
~
5.
U
~

- _ln(ll— p) /om {1 15?1} "

= *1n(11—p) </0 1d—tt 7/0 injtdt)

_ *m%p) ([Inﬂt)}“é/ow iidt>
(

1 T gt
= —— fln(lfsc)f/ dt
In(1—p) o 11—t

D’autre part

x tn+1 x tn+1 1
0< / dt < / . dt car t — - est croissante sur [0, x]
0 0

_ — —_
1 T
< / t"Hat
- 1-x )
1 xn-&-Q
< X
— 1l—-xz n+2
1 xn+2

Comme lim = 0 du fait que |z| < 1 alors le théoréme d’encadrement :

n—too l—xn-+2

x tn+1

et donc :

) . In(l—2) ) 1 v gntl
1 n = |1 1 dt
nHHEOOS nHHJIrloo In(1—p) +nHHJIrloo In(1-p) /0 1—-t
B In(1-x)
"~ n—+ooln (1-p)
et pour z = p,
lim S, =1 (5)

Selon et :

La suite (pn),~o est la loi d’'une variable X
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12 Loi d’une variable sous conditions

e Nous avons de toute évidence :
Y(Q)=IN

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événement ([X € 2IN 4 1], [X € 2IN]) :

P(Y=0) = P([Y=0N[Xe2lN+1])+P (Y =0]N[X € 2IN])
= P(0=0N[X €2IN+1])+ P ([X =0]N[X € 2IN])
Q
= P(@O[X:2k+1]>+P([X:O])
k=0

+oo
= Y P(X=2%k+1])+e?
n=0

+ _ .
oo e A)\QkJrl Y
= E —_— + e

= (2k + 1)!
Ve N, P([Y=k) = P(Y=kn[Xe2lN+1]))+P([Y =k N[X € 2IN])
= P(0=kN[X €2IN+1]) + P ([X = 2k] N [X € 2IN])
——
%)
“+o0
= P ([X = 2k] |4 <L+J (X = 22']))
i=0
— P (X = 24)
e AN
T2k
Notons P la somme définie par :
+oo 2k +oo 2k+1
A A
[ T
= (2k)! = (2k +1)!
C’est & ce moment que nous bénissons le chapitre outils ! En effet :
+o00 \k
P+1 = %
n=0

= e>\

et
+o0 2k +00 2k+1
A A
P=1 = Z(Zk)!_z(%—i—l)!

n=0 n=0
)2k+1

+oo 2k 400
_ (=) (=A
= ZO 25)! +nz:%(%ﬂ)!
k

n

oo
A
= 2 : k!)

n=0
= @7/\
D’oul le systéme linéaire & résoudre :
A Y
et +e
P=—5
NE (6)
I=—"—
2
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Ainsi donc :
+00 Ay 2k+1
e A
P(Y = = — 4
=0 = 2 G e
_ lgigiii_%e—x
_,—2A 9 -2 1
P(y=0)= 2T
2
et
e ANk
Vke IN*, P([Y =k]) =
N, P(Y =H) =G
Notez avec joie que :
too —2X -
—e +2e " +1 _
Y P =) - T
k=0
—e P 427N +1 (eA +e )
= +e — 1
2 2
=1
e Passons a l'espérance. La variable Y admet une espérance si et seulement si la série de terme
—A\ 2k +oo ,A)\Qk
général ke(QT)l' En cas de convergence Y est le réel noté¢ E (V') définie par E (V) = Z ke(QT)l'
! = !
Or pour tout k > 1:
ke_AAZk _ e ANk
(2k)!  2(2k—1)!
- 2\ k
_ )
- k!
. e ()\2)19 . . .
Comme la série de terme général Z — converge en tant que série proportionnelle a la série
- !

exponentielle de parametre A2, le critére de majoration appliqué aux séries a termes positifs nous
,)\)\Qk

. € . L.
assure que la série E kw converge aussi. En reprenant le principe "papa-maman" comme
- !
ci-dessus, il vient :

+ _ .
S e )\)\Qk,

B = 2 g

k=1
)\6_’\ +oo /\2k71

2 E:@k—nl

k=1
Ae ™ er —eA
= X
2 2
A(1—e 22
o 20—
e On sait que Y admet une variance si et seulement si Y2 admet une espérance, soit si et seulement
—\\ 2k
si la série de terme géneral k2(27k)' converge. Or pour tout entier k supérieur ou égal & 1 :
\2k 1 \2k
2
= —-(2k(2k—-1 2k
20! 7 CRER=1)+28) 5

1 AQk )\Qk
=1 <(2k o T k= 1)!)
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Or les séries Z @

aux séries a termes positifs aprés avoir remarqué que

avons :

/\2k

t
k—2) ¢

E(Y?) =

\2k
Z 2 convergent car on utilise le critére de majoration appliqué

k- 1)
A2k ()\2) A2k ()\Q)k

< t < . Nous
k-2 = Kk k-l = gk OW

)\Qk
(2k

( )

2%k —2) " (2k — 1)

+oo 2k +oo )\Qk
<E 2k — 2)! +22k)>

- o0 )\2k+1
(e )
— (A 5 - /\€A ;e_k> selon (B)

M (L+e)
4

It

1
4
=1

»-lkM—l W

D’aprés la formule de Huygens-Koenig :

= E(Y?) - (EBY))

V(Y)

et apres reduction :

-2

e
4

2
\2 ed e N )\e)‘ —e A (A (1—e)
2 2 4

i/\2 (46_2>‘ +1-— e‘4>‘)

__—2x
(1 e )+16

13 Loi d’une variable fonction d’une autre

Tout d’abord :

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événement ([X € 2IN 4 1], [X € 2IN]) :

vk e N, P([Y =2k +1))

P (Y

Y (Q) =N

=2k+1N[X € 2N+ 1)) + P([Y =2k + 1] N [X € 2IN])

- P([X:2k+1]ﬂ[X62]N+1])+P<[)2(:2k+1} m[Xe2]N]>

= P(X=2k+1))+P (X =4k +2/N[X € 2IN])

= P(X=2k+1])+P (X =4k+2)
_ q2kp+q4k+1p
VkeIN, P([Y =2k+1])=p(¢® +¢**)
et Vk € IN :
P(Y =2k) = P([Y=2kN[X c2IN+1])+P([Y =2k N[X € 2IN))
— P(X=2N[XcoN+1])+P ([)2( :21@} X e2]N])
=g
P ([X = 4k] N X € 2IN)
P ([X = 4k])
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VkeN, P([Y =2k])=q*1p

Je vous laisse cette fois-ci vérifier que la somme des probabilités est égale a 1.

14 Une inégalité probabiliste

Pour commencer montrons que :

VE20, 1)x)2q <

(7)

a] n’est pas réalisé. Alors 1 x|>q = 0 et comme la fonction g est a valeurs

e L’événement [|X]|
9(

Y

dans R alors > 0, 'inégalité est bien vérifiée.

—~

g(a)

e L’événement [|X| > a] est réalisé. Alors 1jx|>4 = 1. D’autre part :

V>0, [|[X]>a] C [g(X])>g(a)] car g est strictement croissance

X
- {ggu(a)) > 1} car g(a) > 0 et est bien vérifiée

e Nous supposerons que la variable g (] X|) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de
lopérateur E on obtient :

V>0, B(1jxza) <E (9<Xl>) _E(g(x])

gla) )=  g(a)
soit par définition de lindicatrice :

E(g(|X
vi>0, P(X]>d) < 2@ XD
g (a)
15 Une inégalité probabiliste
Pour commencer montrons que pour 0 < a < a on a :
h(X)—a
1 g > ——r 8
h(X)>a) = — (3)

e L’événement [h (X) > a] n’est pas réalisé autrement dit [h (X) < a] est réalisé. Alors 1 (x)>q =0
et comme h (X) —a < 0 avec @ — a > 0 alors :

h(X)fa<O:>h(X)fa

a—a a—a

<0

I'inégalité est bien vérifiée.

e L’événement [h (X) > a] est réalisé. Alors 1p,(x)>q) = 1. D’autre part :

Va € [0,af, [a>h(X)]

[h(X)—a<a-d

car exp est une bijection croissance

h(X)—
— [()a < 1} et est bien vérifiée

a—a

e Nous supposerons que la variable h (X) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de
l’opérateur E on obtient :

Yae0.al, E(lpxsaq)>E (h(X) —a> L B(h(X) —a

o —a a—a

soit par définition de lindicatrice :

Va € [0,af, P((h(X)>a)>
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16 Théoréme de transfert

1
D’aprés le théoréme de transfert e

1
1 admet une espérance si et seulement si la série >, ——P ([X = k])
k

E+1

1 .
est convergente. En cas de convergence E | ——— | existe et vaut :

X +1
S L p(x - )
Lk 1
Or:
q*p
VEEeIN, — P([X =k) =
< T k41 ({ ) kE+1
_ qu-&-l
qk+1

Nous sommes en présence d’'une série convergente en tant que série proportionnelle a la série logarith-

mique de parameétre g déja étudiée a l’exercice 9. Donc admet une espérance égale a :

X+1

Finalement :

17 Théoréme de transfert

L’utilisation du théoréme de transfert nous permet de dire que o™ admet une espérance si et seulement
si 3" aFP ([X = k]) est convergente et en cas de convergence :
k

“+o0
E(¥) = ) o*P (X =k)

k=0

B +oo ke,,\)\k
P k!

B =3 e_/\(a)\)k

= L
k=0

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série
proportionnelle & la série exponentielle de paramétre aX € R’ . En conclusion aX admet une espérance
égale & :

00 Ot)\k
B = 3 @Y
k=0

e—)\ea)\
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E (O[X) _ e)\(oz—l)

18 Espérance et antirépartition

@ Montrons que :

VnelN*, Y P(X>k)=> kP(X =k +(n+1)P(X >n)
k=0 k=1
Nous avons ¥n € IN*, Vk € [0,n], P ([X > k]) = P ([X > k]) + P [X = k]. En multipliant les deux
membres par k, il vient Yn € IN*, Vk € [0,n], kP ([X > k]) = kP ([X > k]) + kP [X = k], puis en
sommant sur k, k allant de 0 a n :

En:kP([XZk]):ZkP([X>k])+ZkP([X:k])

k=0 k=0 k=0

soit encore :

ikP (X >k—-1]) = ikP (X > k]) + ZkP ([X = k]) (reste valable pour n = 0)

k=1 k=0 k=0
ni:(k'—kl)P([X>k]):zn:kP([X>k])+zn:kP([X:k})
k=0 k=0 k=0

en développant :

nikP([X>k])+niP([X>k]):ikP([X>k])+zn:kP([X:k])
k=0 k=0 k=0 k=0

et :

n—1 n n—1

STEP (X =k)=> kP (X > k)= > kP (X >k)+ > P(X>k])
k=0 k=0

= k=0 k=0

aprés simplifications (télescopage) :

ZkP([X:k:}):iP([X>k])—nP([X>n])
k=0 k=0
d’ou : .
S P(X >k)=> kP ([X =k]) +nP (X >n])
k=0 k=0
En conclusion :
S PX>K) =Y kP (X =k)+(n+1)P (X >n))
k=0 k=0

e On suppose que la variable aléatoire X admet une espérance notée E (X).Montrons que la série

Z P (X > k) est convergente. Pour cela il suffit de montrer que lirf (n+1)P (X >n)=0soit
k

+oo
lim (n+1) Z P (X = k) =0. Nous avons :

n—-+oo
k=n-+1

+oo +oo
0<(n+1) > PX=k< > kP(X=k)
k=n+1 k=n+1
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car k > n + 1, et nous reconnaissons le reste d’ordre n d’une série convergente, puisque par hy-

“+o0
pothése l'espérance existe. Ainsi lim Z EP (X = k) = 0 et selon le théoréme d’encadrement
ngﬂﬂnk:n+1
+oo
lirf (n+1) Z P (X = k) = 0. Alors en prenant ’égalité de la question précédente, par passage
n—-—+0oo
k=n-+1

a la limite quand n tend vers +oo nous obtenons :

n

li PX>k) = i EP(X =k li 1P (X
Wi D P> = lm ) P(X=k)+ Ly (1+])P(X>n)

= lim > kP(X =k)+0
k=1

n—-+oo

n

= lim kP (X = k)
ngH%mk:l

n n

Comme l’espérance existe liIJIrl Z EP (X =k)=E(X) et donc lim Z P (X > k) existe et est

n—-+4o0o
k=1 k=0

finie égale a E (X)), autrement dit :

iOP(X>k):E(X)
k=0

e Réciproquement, supposons que la série Z P (X > k) est convergente, montrons qu'’il en est de

k
méme pour la série de terme général kP ([X = k]) et que X admet une espérance. Comme Vn € N,

(n+1)P ([X > n]) > 0 Dégalité :
iP(X>k):ikP(sz)+(n+1)P(X>n)
k=0 k=1

entraine que :

n

¥n € IN*, 0§ZkP([X:k])g§n:P([X>k])g P ([X > k])
k=1 k=0 k=0

k=0
est croissante et majorée, donc convergente, ce qui équivaut a dire que la série de terme général
kP ([ X = k]) est convergente et donc que Pespérance existe. Cela nous raméne donc a la question
précédente "pour boucler la boucle" et dire que

puisque la série de terme général P ([X > n]) converge. Ainsi la suite (Z EP ([ X = k]))
neN

—+o0

S P (X > k) = E(X)

k=0

- Si 'une des deux propriétés équivalentes ci-dessus est vérifiée, on a trivialement I'égalité :

“+o0
E(X)=) P(X >k
k=0
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19 Mode(s) d’une distribution

@ Introduisons la suite (px),e(o,,,) définie par V& € [0,n], pr = P ([X = &]). Etudions la monotonie
de cette suite. Vk € [0,n — 1] :

pevi ()Pt a-pn
Pk (pF (1 —p)" "
B nlk! (n — k)lp
 (k+DI(n—k—1n!l(1—p)
__(n=k)p
(k+1)(1-p)
et :
Pr+1
B 1 (9)
(n—k)p
= GHD0-p) T
= (n-kp=>(k+1)(1-p)
— np—kp>k—kp+1—p
— np>k+1-—p
— k<n(l+p -1 (10)

Le probléme qui se pose maintenant est de savoir si n (14 p) — 1 est un entier. La réponse est que
nous n’en savons rien, tout dépendant de p pour lequel nous n’avons aucun renseignement. C’est la raison
pour laquelle nous considérerons la partie entiére de n (1 + p) — 1, notée [ng| ot ng =n(l+p)— 1.

Par définition |ng] < ng < |[no| + 1, nous savons selon @ et qUe Pny > Plng| € Png > Plng|+15
mais la question est de savoir si nous avons p|n,| < P|no|+1 OU le contraire. La réponse est simple.
Comme |ng| < ng, par définition nous avons I’équivalence :

p\_noj-&-l

> 1< LTL()J < nyg
Plno]

qui est vraie. Moralité le mode de la distribution est m, = [ng| + 1, soit :

me = |[n(1+p) —1]+1
= |n(l+p)|—-1+4+1

’mo: Ln(ler)J‘

@ Nous avons pour tout entier k :

peer e AFTE
Dk (k+ 1)le= A\
A
o k+1
et
Phil 4
Pk
A
—— _>1
K+l

— k<A-1
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Un raisonnement analogue nous donne que :

me = |A]

Deuxiéme partie : recherche de loi

20 Loi et antirépartition

e Nous avons X (Q) = [2,n].

o [X > k] ={(i1,i2,...,ik) € [L,n]* | i1 > iz >+ > iy} et

Q= {(i1,i2,...,ik) € [1,n]* | i1 # iz # -+ # ir} est Pensemble des k— arrangements de [1,n] de
cardinal AX. Ainsi pour k € [2,n — 1] :

Px> k)=t =1

n

Cette formule reste valable pour k¥ = 1 puisque P ([X > 1]) = 1 du fait que X () = [2,n]. En
revanche elle ne l'est pas pour k = n car [X > n] = & alors que I’égalité donne :

P(X>n)=

Vk e [2,n—1]:

d’ou :
P(X=k]) = P(X>k)-P(X>Ek])
= P(X>k—-1])—-P([X > k]
Finalement
1 1
Yk € [2,n— 1], P([X:k]):(k—l)!_ﬁ
Enfin :
P (X =n)= —
(n—1)!
X =n={(n,n—-1,...,1);(n,n—-1,...,3,1,2);(n,n—1,...,4,2,1,3),....,(n—1,n—2,...,1,n)}

Notez bien que :

n n—1 1 1 1
Z:P([sz]) = Z(Ug_l),—k,>+(n_1)1

k=2 2

21 Tirages sans remise

@Ilya:

poignées de n boules possibles.

Nous avons :

V() =[N —n+1]]
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c
L’événement [Y > k] est réalisé si et seulement si toutes les boules tirées ont un numéro supérieur
ouégala k. Il y a N — k + 1 boules dont le numéro est compris entre k et N, donc :

"
Vke[I,N—n+1], P([Y >k])=-——=

()

@ Déterminons la loi de Y.

oY) =[N -n+1]]

e Nous avons
ke [LN—n], P(IV >H)=P(Y >k)+P (¥ =k)

donc :
Vk e [1,N —n], P([Y = k) P([Y > k])—
= P([Y =k]) -
S I Gy
(%)
(v

()

par "TP" (11)

Enfin pour k=N —-n+1:

et la formule (1)) reste encore valable.
En conclusion :

VEe[I,N—n+1], P([Y =k]) = Zz;

22 Loi géométrique sur IN*, loi géométrique sur IN

@ C’est une question de cours a ’état pur, je vous engage donc & vous y reporter.

a

e Tout d’abord Y (2) = IN.
Notons Vk € IN*, By, (respectivement N ) ’événement : "obtenir une boule blanche (respectivement
une boule noire) lors du k%™ tirage". Alors :

VEeIN*, P([Y =k]) = P(BiNBaN...N BN Npiq)
B b o
N b+n) n+bd

n . n
YQQN(n—i—b) 501tY+1<—>g(n+b>

loi géométrique sur IN ou loi du nombre d’échecs qui précédent le premier succeés.

On dira que :

e Il est clairque X =Y +1donc Y = X —1 et comme X admet une espérance et une variance, alors
Y en admet une aussi avec

E(Y) = E(X)-1
R
n—+b
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soit :

et

soit :

23 Loi du plus grand des numéros

e Tout d’abord X () = [1,6].

o Vke X (Q):

car

et Q= [1,6]%

Yk € [1,6],

]412

P (X <H) = G

(X < k] = {(i1,i2) € [1,6]* | i1 < k, i> < k}

(valable aussi pour k =1 car P ([X < 0]) =0) donc :

P(X<kKk)=P(X=k)+P(X<k-1])

Yk € [1,6],

k2

P(X =)= 55— o

(k—1)° 2k—1

36

24 Loi du plus grand et du plus petit des numéros tirés

@ Nous avons

e Tout d’abord Y () = [2,n].

e Notons Fy la fonction de répartition associée & Y, elle est définie par :

VzeR, Fy(z)=P([Y <a])

0 siox <2
k
Fy (z) = % si zefkk+1[ouke[2,n—1]
1 si z>n
e Cherchons 'espérance de Y.
ke [2n], P(Y =k)=P(Y <k)—P (Y <k—1])

(valable aussi pour k =2 car P ([Y < 1]) =0 du fait que Y () = [2,n]) donc

Vk € [[2777’]]7 P([Y =k])

ainsi :

PROBABILITES

k
2

—~

n
2
k

P—

—

)
)

SHN RN

)
k

(
(

(k—l
2

(%)

)
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@ Nous avons :

o X(Q)=T[1,n—1].

3
4(n+1)n(n-1)
6n(n—1)

4 1
<n+ > par "TPG"

o Ve X (), [X > k| =P ([k,n]) et @ =P ([1,n]) ainsi

Vk € [[13”71}]7 P([XZM):

et

VeEe[ln—1] P(X =k)=P(X >k)-P(X >k)

(cette formule reste valable pour & = n — 1 puisque P ([X > n —1]) = 0 du fait que X () =

[1,n — 1]). Alors :

n—k+1 n—k
VEe[l,n—1], P([X =k]) = ( (121) ) - ((721>)
(Y
(5)
o 2(n—k)
Vke[l,n—1], P(X=k])= nn=1)

25 Loi de Pascal, loi binomiale négative

Tout d’abord X (2) = IN,..

Calculons Vi € X (Q), P ([X =4]) . Pour cela introduisons une variable ¥ associée au nombre de succes
obtenus lors des ¢ — 1 premiers tirages. Il est clair que Y — B (i — 1,p) . D’autre part introduisons pour

1 € IN*, S; 'événement "obtenir un succes lors du ¢

d’ou :

-éme

essai". Ainsinous avons [X =i] =[Y =r—1]NS;

P(Y=r—-1]NnS;)
P(Y=r—-1)) xP(S)
par indépendance des événements

<i - 1)1}” 1-p) "p

r—1
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VieN, P(X=i)=("p1-p""

Remarque hors programme : on dira que Y — P (k, p)ﬂ
Pour vérifier la cohérence de ce résultat nous devons introduire la série dérivée d’ordre k de la
série géométrique de raison z ou |z| < 1, a savoir que :

—+o0
k!
vz eR, |z <1, Abgn—k — 2
Sk e

(résultatﬂ qui se démontre par récurrence a 'aide de préliminaires guidés).

COMPLEMENT : calculons E (X) et V (X).

Les calculs de 'espérance et de la variance sont assez techniques et font appel a la série
dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison x ou |z| < Pour éviter son emploi
nous introduirons un vecteur aléatoire (X7, Xo, ..., X,) de dimension r, constitué¢ de r vari-
ables aléatoires indépendantes, défini par X; qui est la variable associée au rang d’apparition

réme

du premier sucees et Vi € [2,7], X; est la variable associée au rang d’apparition du i“™¢ succes
T

sachant que ¢ — 1 ont déja été obtenus. Nous avons X = Z X;ouVie[l,r], X; — G(p) et
i=1

par la linéarité de l'espérance que nous démontrerons dans le chapitre 7 nous pouvons écrire

que :

B(X) =Y B(X) =

Puis par indépendance des variables :
V(X) = Y V(X
i=1

T
_ v

rq

p2

i

e Tout d’abord Y (2) = IN.

e Calculons Vk € IN, P ([Y = k]) . Pour cela introduisons une variable Z associée au nombre d’échecs
obtenus lors des k + r — 1 premiers tirages. Il est clair que Y — B(k+r — 1,p). D’autre part
introduisons pour k +r € IN*, Sy, ’événement "obtenir un suceés lors du k + r®° essai". Ainsi
nous avons [Y = k] = [Z = k| N Si4, d’ou

VkeN, P(Y =4) = P(Z=HN Sk
P ([Z = k]) X P (Sg+r) par indépendance des événements

= (pta-p)te

3Loi de Pascal de paramétres r et p. C'est la loi du temps d’attente du 7°™¢ succés. Elle généralise la loi géomeétrique.
Akgn—k G 0<k<n
sinon

4Reésultat dont le nom est d & un célébre résultat d’analyse disant que (w”)(k) = {

+oo K
5 Z Aﬁmn—k _
n==k

W avec |z| < 1. Il'y a un moyen mnémotechnique de s’en rappeler mais absolument PROSCRIT
11—z

istant & dire que p tout z € R, |z| < 1 E AR =k — E n —( )
consistan ire que pour tout x s | T ) x = x = .
n=0

n==k
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VkeN, P([Y =k])= (") (1-p)

COMPLEMENT : calculons E (X) et V (X).

La encore les calculs de ’espérance et de la variance sont assez techniques et font toujours
appel a la série dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison = ou |z| < 1. Pour éviter
son emploi nous introduirons un vecteur aléatoire (X1, Xs,...,X,) de dimension r, constitué
de r variables aléatoires indépendantes, défini par X7 qui est la variable associée au nombre
d’échecs qui précedent le premier succes et Vi € [2,r], X; est la variable associée au nombre
d’échecs qui précedent le i°™° succés sachant que ¢ — 1 ont déja été obtenus. Nous avons

T
X = ZXi ou Vi € [1,r], X; — Gn (p) et par toujours par la linéarité de l’espérance nous
i=1
pouvons écrire que :

Puis par indépendance des variables :

V) = YV

26 Rang d’apparition de boules lors de tirages dans une urne
bicolore

e L(X)
- X)) =[1n-1].

n
— Q=P ([1,n]) et |Q] = < 2> car les tirages sont caractérisés, par exemple, par ’emplacement

des boules blanches puisque toutes les boules sont tirées.

VEe X (Q), [X=k={(1i)e[l,n]?|i1=k x>k} =|X=k|=1x("{")=n—k

Conclusion :
Vke X (Q), P(X=k)= i((z_lg
o L(Y)
~ Y (Q) = [2,1].

— () reste le méme.

VEeY (Q), [Y =k =/{(i1,i2) €[Ln]? i1 <k, ia=k} = |[Y =k]|= ("] ) x1=k—1

Conclusion :

VkEY (@), P(Y=H)="
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27 Rang d’apparition de boules lors de tirages dans une urne
bicolore

e Tout d’abord X () = [z,n —r + z].

n
e Q=P ([1,n]) et |Q] = (r) car les tirages sont caractérisés, par exemple, par 'emplacement des

boules blanches puisque toutes les rouges sont tirées. Vk € X (Q) :
[X:k] :{(i17~'-ai7‘) € [[1777’]]7‘ | 1§21 < "'<i1'—1 Sk_ly Zx:k, k+1S11+1 < e <i7- Sn}

et
X =k = (7)) x1x (P25

T—x
Comme les boules sont tirés au hasard, elles sont équiprobables, et nous pouvons munir I'univers de
la probabilité uniforme ce qui nous permet de dire que :

Vk e X(Q), P(X=4k)=

28 Tirages simultanés
e Tout d’abord Y (Q2) = [2,n — 1].
o QO ="Ps([L,n]) et |Qf = (g)

VkGY(Q), [Y:k]:{{il,ig,ig}‘1§i1§k—1, io =k, k+1§23§n}

alors

= (k—1)(n—k)

Comme les lots sont tirés au hasard, ils sont équiprobables, et nous pouvons munir 'univers de la
3 )
probabilité uniforme ce qui nous permet de dire que :

VEEY(Q), P(Y=k)= _

29 Le jeu de Pierre et Marie

@ Comme :

mew, A3
nn+1) n n+l

la série > P ([X = n]) est télescopique. Alors :

Vn € INY, ip([xzk]) - Az";(i1>

k=1

alors lim Y P ([X =k]) =1 donne que :

n—-+4oo k=1

A=1
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b.i
Notons Gp I'événement "Pierre gagne une partie", alors Gp = H—J [X = 2n + 1] ce qui entraine

que :

P (Gp)

Nous avons :

n>0

+oo
= ) P[(X =2n+1)] par o — additivité
n=0

= - Z Tl série logarithmique (hors programme)

P(Gp) =1In2

G(Q) =227 |§ (2N +1) = {(—1)”*171 Ine 11\1*}

n(_l)nfl

n(n+1)

(_1)n+1
n+1

n>1, G P(X =n)) =

et nous sommes encore en présence d'une série convergente en tant que série logarithmique de
paramétre —1 € [—1;1] et :

+o0
S GWP(X =n) =

n=1

OToToToK
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