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Correction de la fiche 6 bis

La correction comporte E] pages

1 Séries a termes positifs

Exercice 1 it ;
La série double & termes positifs E ——— converge si et seulement si les séries ——— et
ilg120+s ilg120+3

. (i.9) (i)

E # convergent. Comme ¢ et j jouent clairement des roles symétriques, nous n’étudierons la
ilg!

(i) "

convergence que de la premiére série.

i
Tout d’abord signalons que T est nul pour ¢ = 0 par conséquent nous prendrons ¢ dans IN*.
115!
Pour tout entier j de N, la série simple de t énéral ! N L ny
e Pour tout entier j de N, la série simple de terme généra R oG- 3

converge par proportionnalité de son terme général avec celui d’une série exponentielle de parameétre

3 € R et de somme :

3 1 1o/t Zl 1\’
G120+ (i — 1)1\ 2 o jl2dtt it \2

i>1
el/2
o gl
o1/2
e La série simple de terme général DTS converge aussi, puisque la encore il y a une proportion-
4!

1
nalité avec le terme général de la méme série exponentielle de paramétre — € R de somme égale &
1
—e.
2
Selon le théoréme de Fubini, la série double Z

i

———— converge et par la méme occasion, vous
yiviay

savez le probléme de symétrie ..., la série double Z
(4,4)

1+ i j
1519+ Z 1519047 1719047
(i,j)ENz Z’]Q (L]’)ENZ ZJQ (’i,j)GNQ Z]2

= o2x°
2

7] converge aussi de somme
1120+

> gmn e
(o 19120

Exercice 2
Un "petit coup" de Fubini et cela repart ...

. 1 . . . 1
e Pour entier ¢ > 2, la série simple E — converge en tant série géométrique de raison — tel que
— 1 1
J
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1
H < 1 avec pour somme :
i

a1 o1
= = = :
=Y H =
i
B 1
(i 1)
B 1 1
oi—=1
e Enfin la série simple Z ﬁ converge car pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :
(i —
i>2
1 B i 11
i(i—1) = \i-1 i
=2 =2

1
1 — — par télescopage
n

et lorsque 'on fait tendre n vers I'infini :

n

1
I S
nir-&{loozi(ifl)

i=

Par le théoréme de Fubini la série double Z a;,; converge et de somme :
(i,9)

400 +00 1
DEEFED D IS
(i,)€(N2)? i=2 j=2

Exercice 3

1
Notons (ak,n)(, y)en2 la suite double associée a la série définie par V (k,n) € N2 ag, = I Notons que :

0 si k<n
2
= 1
V(k,n) e N* agn {k' S E>n

+oo
e Vk > 0, la série simple Z ay,n converge car la somme Z ak,n se réduit a la somme d’un nombre
n n=0
fini de réels par définition de la suite double avec :
“+o00 k 1
D wn = D5
n=0 n=0
k41
N k!
L . kE+1 . - , . .
e La série de terme simple Z x converge puisque le terme général s’exprime comme combinaison
- !
linéaire de termes généraux de séries exponentielles. En effet pour tout entier naturel £ non nul :
k+1 1 1
- = + —_

ko (k=1 &K
Par le théoréme de Fubini la série double Z ay,n converge et de somme :
(k,n)

+oo k

Y oan = X Yp

(k,n)€(N)? k=0n=0
o0 1

-&-oo1
= Zm*lgog

k=1
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Finalement :

Z ap.n = 2e

(k,n)e(N)?

Exercice 4
Discutons selon les valeurs de n.

e Soit n € N*.
Commencons par constater que pour tout couple d’entiers (n,p) tels que p #n (oun #0) :

(N S A B
n2—p2  2n\n+p n-—p
1 1 1
- 2 \p+n p-n
Par sommation des égalités sur p allant 0 & N ol nous poserons N > n ou n est fixé :

> 1 B 5 1 ( 1 1 )
2 _ .2 90 -
peloN]—{ny * P pelONT-{my 2V NPT P

1 Z 1 1
2 p+n p—n

pe[0,N]—{n}

1 1 1
= 3 > - >,
" \pelo M-} P T peong—my P T
n+N
1 11 1
= |l 27 o | Z - | par changement d’indices
=n jE[—n,N—n]—{0}
o1 (&1 5 1 5 1
R T i J
i=n j€l-n,—1] JE[I,N—n]
1 (N1 g 1 1
= o | ;—%fz i > i
i=n j€L,n] JE[1,N—n]

i=1 = jenl Y jent,N-ng?
111
n 2n" 2n
o1 ((E 1
) 7
=1 j€[1,N—n]
n+N
1 1
- w2 )
i=N—n+1

Faisons tendre N vers 'infini, n étant fixé dans N* :

1 (e | 1

lim — Sy ==

Noeo 21 ( > Yo T a2
1=N—n+1

et la série simple Z 4—11L2 est convergente en tant que série proportionnelle a une série de Riemann
n>1

de parameétre 2 > 1.

Le théoréme de Fubini nous permet de dire que la série double de terme général a, , ou
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(n,p) € N* x N avec n # p converge de somme :

+oo
E Unp = E an,p+§ an,n

(n,p)EN* xN {(n,p )eEN* xN n=1
n#p

1
- ZTnQ‘FO
n=1

+<>01

= D 1= (1)

n=1

e Pour n = 0, nous ne sommes plus en présence d’une série double mais d’une série simple de terme
1 . . . . .
général agp = —— (p > 1) qui converge en tant que série proportionnelle a une série de Riemann

de parameétre 2 > 1 de somme :
00 1
> o3 @
p=1 P

Selon (1) et (2) la série double converge de somme :

DL = Z ZW

(n,p)EN? n=1
“+oo

3 1

> anp= 1 > 2
(n,p)EN? p=1

2 Série a termes de signe quelconque

Exercice 5 G+5) s
Montrons que la série double de terme général _' 'J - |:c|l+] ((Z7 j)€ N2) est convergente.
ilj!

e Soit j € N.
(Z"_ ) | |z+j

Montrons que la série simple E est convergente. Or pour tout entier ¢ nous avons

i>1
(Z + ) | |L+_1 “r|j
lg! j!

(i4+4) (i +7—1) % x (i+1)]af

en notant que \:c|z = \x|l+g =7, Nous reconnaissons donc un terme général, toujours pour j fixé dans

N, proprtionnel a celui de la série dérivée d’ordre j de la série géométrique de raison |z| tel que

(Z + .]) i+j
ilj!

|z| < 1. Ainsi la série simple E |z|"™ converge de somme :

i>1

(i+j)! i+j | T3 . . i
- || = —'Z i+7)(@+j—1)x---x(i+1)|]

Jaf &

= Al

|2 |(i+j)—j
il % i+j

"I en posant n =i+ j
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e La série simple de terme général |z|’

portionnalité avec le terme général de la série géométrique de raison

J
) est convergente par pro-

x|
1 — [z

1 1 ( ||
(1— e[y’ 1—l2| \1—[z]

qui est strictement en

valeur absolue inférieure a 1 puisque :

||
<1
‘ 1— o]
||
1
1— |z
1 . . . N
— J|z| < 5 cequi est toujours vrai par hypothése
) M1 "
Ainsi d’apres le théoréme de Fubini la série double Z (@ _:—'j) |z|""7 converge soit que la série
— !
(3.9
N
Z wxzﬂ converge absolument de somme égale a :
ilg!
i
o 400400 /.|
Z (Z+])!xi+j _ f =~ (1 +5)! sy
171 1191
igene i=oi=0
- S ()
o l—z\1-2
+00 J
1 T
 1l-x Z (1 - x)
7=0
1
 l-=z 1— x
1—=2
Finalement :
Z (¢ .J'_.j)!miJrj _ 1
(e ilg! 1—2zx

Remarque :

nous aurions pu utiliser la partition de type III pour retrouver le résultat, comme
“+o0

fait en cours, avec N? = H—J A, ou Ay ={(i,j) e N* [i+j=mn}.

n=0

oToToTok
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