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Correction de la fiche 7

La correction comporte @] pages

1 Densité de probabilité

f est une densité de probabilité si et seulement si :
e f est continue presque partout ;
— ici la continuité de f sur R* et R} est triviale et comme 131}1 f= l(iﬁn f=f(0), f est continue
sur R ;
e f est positive sur R ;
° fj;o f est convergente et égale a 1.

— Ici fj;o f converge car par définition de f, I’étude de la convergence se réduit a celle de

f;m te=t"/ 2dt, en effet f coincide avec la fonction nulle sur R* . Introduisons :
p: R, — R
[0}
a +— ¢a)= / te=t*/2dt
0

Nous avons pour tout a > 0 :

pla) = /teftz/zdt
0

et par passage a la limite de ¢ () quand « tend vers U'infini, il vient lirf ¢ (a) = 1. Comme
a— 100

la limite existe et est finie, fj:j f converge et vaut 1. A savoir que :

+oo o 9
/ f = lim te v /2dt

oo a—+00 0

=1

’ f est bien une densité de probabilité

2 Recherche d’un paramétre

@ Comme f est une densité de probabilité, nous avons en particulier :

e f >0 sur R ce qui équivaut & a > 0 et méme a > 0 car la fonction nulle n’est pas une densité
de probabilité. Au passage a s’appelle constante de normalisation ;

+ + . .3 R
) f7;0 f converge et vaut 1. En effet fioo: f converge siseulement si fo f converge, car f coincide

avec la fonction nulle en dehors du segment [0,3]. Or f03 f converge en tant qu’intégrale d’une
fonction polynomiale continue sur le segment [0, 3], et :

3
a(3z —2?) de = =
| atse—a?)ao =3
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Conclusion :

+o00 9
f:l@#a:§

— 00

NB : la continuité de f presque partout n’impose rien de particulier & la valeur de a.

@ Sans commentaire ...
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Par théoréme :
2

2 13
P((l<X<2)=/ ZBz—2?)dx=—
( )= [ g Br—atde =

3 Fonction de répartition et calcul de probabilités

Nous avons par théoréme :
P15 < X <25]) = Fx(25)— Fx (1.5)
B 25-1) (15-1
B 2 2

P(l5< X <25]) = %

De méme :

P (25 < X < 3.5[) Fx (3.5) — Fy (2.5)

(5

P (25 < X < 3.5) = i

4 Changement de variable affine

Comme ¢ : x — —z est une application bijective de classe C' et de dérivée non nulle sur
X () =10,1], Y = ¢ o X reste une variable & densité. Soit Fy la fonction de répartition de Y définie
par :
Ve eR, Fy(z)=P(Y <z

Nous avons Y () = [-1,0] et :

0 siox<-—1
Fy(z)=¢ P([-X<z))=P([X>-2])=1-Fx(—z) si z€[-1,0]
1 si x>0
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0 si x<—1
= P(X >-z]) si ze€[-1,0]
1 si x>0
0 si x<—1
= 1—Fx(—z) si ze[-1,0]
1 si x>0
0 si x<—1
—x—0 z+1 .
= 1-— —r+l=— ~1,0
<1_0> x+ =) si xe[-1,0]
1 si >0
0 si z<—1
= x+1 si zel-1,0]
1 si >0
0 si x<—1
z+1
= —_— 1 71
0= (D) si ze[-1,0]
1 si x>0

A ce niveau la nous pouvons conclure de suite en disant que :

Y = u([-1,0)]

Ce résultat est sans surprise comme nous 1’a annoncer le cours a la page ****.

5 Changement de variable puissance

e Comme ¢ : = — z2 est une application bijective de classe C! et de dérivée non nulle sur
X (2) =Ry, Y = poX reste une variable a densité. Soit Fy la fonction de répartition de Y définie
par :

VeeR, Fy(z)=P(Y <z

Nous avons Y () = R4 et :

0 si <0

Fy (@) {P([ngfg}) S o220
_ 0 si x<0
- {P([ﬁgxsﬁ]) S 220

car t +— v/t est une bijection croissante sur R
. 0 si z<0
Fx(ﬁ)—Fx(—\/.%) si .’L‘ZO

Une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* et nous poserons, par exemple, que
fy (0) = 0 pour compléter la définition de fy soit :

0 si <0
1 1
fr(x) = —fx (Vo) + ——=fx (—vVz) si 2>0
2 2
0 si <0
= 1

ﬁf}((\/@ si >0

donc :

0 si <0

fy (2) = 2\1/56"/5 si x>0
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e Comme ¢ : z — 2 est une application bijective de classe C! et de dérivée non nulle sur
X (2) =Ry, Z = 1o X reste une variable a densité. Soit F; la fonction de répartition de Z définie
par :

VeeR, Fz(z)=P((Z <z

Nous avons Z (2) = Ry et :

0 sio <0

Fz(w) = {P([X3§z]) si >0
0 si <0

- P(X < ¥x]) si >0

car t +— v/t est une bijection croissante sur R

_ 0 si x<0
o Fx (¥Jz) st >0
car X (Q) =Ry

Une densité fz est obtenue par dérivation de Fz sur R* et nous poserons, par exemple, que
fz (0) = 0 pour compléter la définition de fz soit :

0 si <0
fZ (x) pry 1 .
73{%?]”)( (Yx) st >0
Conclusion :
0 si <0
fz(x) = e V" g x>0

3f

6 Densité paramétrée et changement de variable quadratique

@ Comme f est une densité de probabilité, nous avons en particulier :

o f>0sur R<= k >0 et méme k > 0 car la fonction nulle n’est pas une densité de probabilité ;

) f f converge et vaut 1. En effet f f converge si, et seulement si f f converge, car f
coincide avec la fonction nulle en dehors du segment de l'intervalle [—1, +oo[. Introduisons :

p: |-1,+0] — R
« — @(a):/ ke~tdt
1

Nous avons pour tout a > —1:
pla) = / ke~ 'dt
= —Oz + e)

et par passage a la limite de ¢ () quand « tend vers 'infini lim ¢ (a)) = ke. Comme la limite

existe et est finie, nous confirmons bien que l'intégrale f f converge de valeur égale a ke et :

+oo 1
f=l=k=-
e

— 00

NB : la continuité de f presque partout n’impose rien de particulier a la valeur de k.

Ll
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e Déterminons 1’espérance de X en cas d’existence.
, . s 19t 12 +oo
X admet une espérance si, et seulement si I'intégrale f_oo xf (z) dz est convergente. En cas de

convergence E (X) = fjooj xf (z)dz. Or lintégrale fjoos zf (z)dx converge si, et seulement si

jloo éme‘wdx est convergente car f est nulle sur |—oo, —1[. Introduisons :
P ]=1,400[ — R
1 87
a — (o) = 7/ te~tdt
€J-1

Nous avons pour tout a > —1:
1 —t
Y(a) = — [ te 'dt
€J-1

= —ela+1)
et par passage a la limite de ¢ (o) quand « tend vers l'infini :

lim ¢(a)= lim —(a+1)e @1 =0

a— 400 a—+00

—Q

—ae
= (0. Comme la limite existe et est finie :

— -« .
car — (@ +1)e @1 ~ =22 avec lim
+o0 € a——+oo e

’E (X) existe et est égale a 0

e Pour terminer, calculons en cas d’existence, la variance de X. Par théoréme :

X admet une variance

<= X? admet une espérance

—+oo
— / 22 f (z) dz est convergente
— 00
+oo 1
= / —x?e""dx est convergente car f = 0 sur |—o0, —1]
-1 e

En cas de convergence E (X 2) = f;o 22 f (z) dx, et la variance de X est donnée par le théoréme
de Huygens-Koenig :
V(X) =B (X?) - (B(X))?

Introduisons :
x: |-1,400] — R

1 «@
a — ((a) = E/ t2e~tdt
-1

Procédons par intégration par parties en posant :

w:t— t2 = u :t— 2t

vit—e Tt = wv:it— —et

avec (u,v) € (C* ([~1,q] ,]R))2. Ainsi pour tout a > —1:

((a) = l/a t2e~tdt

€J
1 o ¢
= = ([—t%—t]_l +2/ te_tdt>
€ -1
= e +e+2(a)
Par passage a la limite de ¢ () quand « tend vers l'infini :

lim ¢(a)= lim —a?e 14+ 1+2¢(a)=1

a——+00 a— 400
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2 —a .
car —a2e "l ~ =22 " ayec  lim
+oo € a——+00

limite existe et est finie, X2 admet une espérance égale & 1 et donc :

—a?e”™

= 0 et rappelons que 11111 ¥ (a) = 0. Comme la

’V (X) existe, égale a 1 ‘

C . .e . .
Comme la fonction t — t? n’est pas bijective sur X (2) = [~1,+o0[ nous ne pouvons rien
affirmer en ce qui concerne la nature de Y. Commencons donc & montrer que c’est une variable
aléatoire.

Pour cela montrons que pour tout réel x, Y 1 (]—o0, z]) est un événement ot :
Y7 (-00,2]) = {w € Q| Y (w) <}
e Siz<0:Y ! (]—o0,z]) = T € Bg.

e Siz>0:
Y (-00,2]) = {weQ|X?(w)<a}
= {weQ|-Vz<X(w) <V}
€ Bgr

puisque X est une variable aléatoire

Ainsi selon ces deux points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Vo €R, Fy(z)=P([Y <))

En reprenant les deux résultats précédents, cela donne :

0 si x<0

Py (z) = {P([—ﬁsxs\/ﬂ) si x>0
B {0 si <0

U Ex(Vr) - Fx (=VE) si 220

Nous voyons & ce niveau que :

e Fy est continue sur R car :

— Fy est continue sur R* (fonction nulle) ;

— Fy est continue sur R (différence et composition de z — +/z, C® sur Ry et Fy, C° sur R)

Y

—limFy =0= lir+n Fy = Fy (0), donc Fy est continue en 0.
0- 0

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf en 0 (& cause de la présence de la racine carrée).

La fonction de répartition Fy a les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable a densité
dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* et nous poserons que fy (0) = 0, par

exemple. L’expression de fx, quand z > 0, va générer une discussion selon que z € [0,1] ou bien que
z > 1. Cela donne :

0 si <0
fr(z) = %fx(\/gpr%fx(fﬁ) si x>0
soit :
0 si zeR_U{1}
e N
fy (z) = 26\/5(6 Vike) s welo]
ﬁe*ﬁ siox>1
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7 Changement de variable exponentiel

Comme ¢ : x — exp (x2 — 1) est une application bijective (croissante) de classe C! et de dérivée
non nulle sur X (Q) =[1,2],Y = poX reste une variable a densité. Soit Fy la fonction de répartition
de Y définie par :

VeeR, Fy(z)=P(Y <uz])

Nous avons Y () = [¢ (1), ¢ (2)] = [1,€%].

e Siz<l1:
Fy($)=0

e Size[lé:

Fy(z) = P([X?-1<Inz])
= P([X*<Inz+1])
- P([—\/lnx—l—ngS\/lnm—i—lD
— Fy (\/lnm—f— 1) ~ Fy (—\/lnm-l— 1)
o Sixz>ed:
Fy((I})Zl
En faisant le bilan :
0 si z<l1
Fy (z) = FX(\/lnx—l—l)—FX(—\/lnx—i—l) si xe[l,e?’]
1 si oz >el

Une densité fy de Y est obtenue par dérivation de Fy sur R— {1, e3 } et nous poserons, par exemple,
que fy (1) = fy (e3) = 0. Cela donne :

0 si ¢ ]l,ed
fy (@) = Wﬁ (fX (\/lnm—l-l) + fx (—\/lnx—i—l)) si e ]1,63[
Notons que lorsque = € |1,e®[, —vInz +1 ¢ [1,2] et :
1 .
fX (x) _ ﬁ 81 X € [1,2]
0 si oz ¢ll,2]
Donc :
0 sioz¢]l,e3]
fY (!E): 1 i 3
7230\/% S xe}l,e [

8 Valeur absolue d’une variable a densité

Comme la fonction ¢ — |t| n’est pas bijective sur X (Q2) = [—1, 1] nous ne pouvons rien affirmer en
ce qui concerne la nature de Y. Commengons donc & montrer que c’est une variable aléatoire. Pour cela
montrons que pour tout réel z, Y ~! (]—o00,z]) est un événement ou :

Y7 (-00,2]) = {we QY (w) <}
Nous avons d’évidence Y (2) = [0,1].

e Siz<0:Y !(]—o0,z]) =2 € Bg.
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e Sixz>0:
Y7 (J-o00,2]) = {weQ||X|(w) <z}
= {weQ|-—z2< X (w) <z}
€ Bgr

puisque X est une variable aléatoire
e Siz>1,Y ! (-o0,z]) =Q € Bg.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

VeeR, Fy(z)=P(Y <z

Cela donne :

0 si x<0
Fy (z) = P([-z<X <z]) si z€][0,]1]
1 si x>1
0 si <0
= Fx (z) — Fx (—z) si z€][0,1]
1 si x>1

Nous voyons & ce niveau que :
e Fy est continue sur R car :

— Fy est continue sur ]—oo, 0 (fonction nulle) ;

— Fy est continue sur |1, +oo[ (fonction constante égale a 1) ;

— Fy est continue sur [0, 1] (différence et composition de  — +x, C° sur [0,1] et Fx C° sur
R);

— 1}1}1 Fy=1= l}grnFy = Fy (1) donc Fy est continue en 1 ;

— limFy =0= 111}1 Fy = Fy (0), donc Fy est continue en 0.
0- 0

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 1 (a détailler ...)

Tout ceci fait que Fy posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable
A densité dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* — {1} et nous poserons que
fy (0) = fy (1) = 0, par exemple. Cela donne :

o0 si @ €]—00,0]U[l,4o0]
fY(l’){ fx (@) + fx (o) si w€]0]

Quand z € ]0,1[, fx () =1—=z et fx (—z) =1 — z alors :

2—-2z si x€]0,1]

Iy () = { 0 si x €]—00,0]U[l,+00]

9 Changement polynomial

Comme la fonction ¢ — t% 4+ 1 n’est pas bijective sur X (Q) = [—1, 1] nous ne pouvons rien affirmer
en ce qui concerne la nature de Y. Commengons donc & montrer que c’est une variable aléatoire. Pour
cela montrons que pour tout réel z, Y =1 (]—oo, z]) est un événement o :

Y7 (J—o0,a]) = {w e QY (w) < o}

Nous avons d’évidence Y () =[1,2].
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e Siz <1, Y (-o00,2]) =2 € Bg,

esizel,2]:
Y (-00,2]) = {weQ|(X*+1)(w) <z}
= {weQ|-Vz-1<X(w)<Va—1}
e B

puisque X est une variable aléatoire

e Six>2 Y ! (-o00,2]) =€ Bg.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

VeeR, Fy(z)=P(Y <z

Cela donne :
0 sioz<l1
Fy (z) = P([-Vz-1<X<Vo—1]) si ze[l,2]
1 si x> 2
0 si rx<1
= Fx (Vo —1) = Fx (—Vz —1) si z€][L,2]
1 si ox>2

Nous voyons & ce niveau que :
e [y est continue sur R car :

— Fy est continue sur |—oo, 1| (fonction nulle) ;

— Fy est continue sur ]2, +oo[ (fonction constante égale a 1) ;

— Fy est continue sur [1,2] (différence et composition de x — ++v/x — 1, C° sur [1,2] et Fx, C°
sur R) ;

— 1}1}1 Fy =0= 1}1}1Fy = Fy (1) donc Fy est continue en 1 ;

—limFy=1= lir+n Fy = Fy (2) donc Fy est continue en 2.
2- 2

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 1 et 2 (& cause de la présence de la racine
carrée).
La fonction Fy posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable & densité

dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* et nous poserons que fy (1) = fy (2) =0,
par exemple. Cela donne :

0 si z€]—o0,1]U[2,400]

fr (@) = L — —zT — si x
ﬁ(fx(\/x 1)+ fx (—vVz —1)) € ]1,2[

En rappelant que :
0 sioxzé¢[-1,1
Ix (5”)_{ 1/2 si xze[-1,1]

quand z € |1,2[, Va —1€]0,1[ et —/x —1 € ]—1,0] alors :

0 si z€]—o0,1]U[2,+00]
S (i 1,2
57— \2 + 5 si zell, 2]
Finalement :
0 si x€]—o0,1]U[2,+00]
@)= L G sepny

2v/x —1
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10 Variable a densité et antirépartition

Par définition : .
Vo e R, F(x):/ f@)dt
ou f est une densité de X. Donc :
“+o0

VeeR, 1—F(x)= f)dt

x

—+oo
Comme X est & valeur dans Ry, I'espérance qui existe vaut E (X) = / tf (t) dt. Nous avons alors:
0

+oo +oo

0<z(1-F(z) <z f(t)dtg/ tf (t)dt

im [ tf@d = lim (/mtf(t)dt—/x tf(t)dt)

xT—+00 z T——+00

= E(X)- lim_ S
- E(X)-E(X)
0

Le théoréme d’encadrement nous permet alors de dire que :

lim z(1—-F(z))=0

r——+00

+oo
MontrONS pour terminer que / P ([X > t]) converge et vaut E (X). Pour cela introduisons :
0

Va € R, / P (X >t])dt:/ (1= Fy (£)dt
0 0
Procédons par intégration par parties en posant :

uit—1—Fx(t) = v :t——f({) et v:t—1 <= wv:itt

avec (u,v) € (C1([0,a],R))*. Ainsi :

Va > 0, /OQP([X>t])dt ([t(l—FX (t))]g+/atf(t)dt>

0

— a(l-Fy (a))+/atf(t)dt

0

par passage a la limite quand « tend vers l'infini :

lim aP([X>t])dt = lim (a(l—Fx(a))—i—/atf(t)dt)

a——+00 0 a— 400 0

+oo
0+/0 tf (t)dt
= E(X)

Comme la limite existe et est finie :

+oo
/ P ([X > t]) converge et vaut E (X)
0
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11 Vecteur aléatoire exponentiel

@ Montrons pour commencer que Y,, est une variable aléatoire. Cela revient de maniére équiva-
lente a démontrer que :

Ve eR, Y, !([z,+oc[) € Br

Or pour tout réel x :

{lwe| Xj(w)>a,.... X, (w) >z}
= kgl{weQ|Xk(w)2x}

Yo [z, +o0) = {weQ]Yn(w) >}

= N X; ' ([z,+00])
k=1 N ——————
€Br
€ Bgr

par stabilité de Bg pour Iintersection

Ainsi Y,, est bien une variable aléatoire. Déterminons Fy;, définie par :

VeeR, Fy, (z)=P([Y, <z])

Cela donne :

Fy. (2) = 0 si <0
Yn - 1-P([Y,>z]) si >0
0 si z<0
B 1—P({ﬂ[Xk>x]}> si >0
k=1
0 si <0
1-[IP(Xg>=z]) si >0
k=1
par indépendance des variables X,
0 si z<0
- 1— [ (1-Fx, (z)) si >0
k=1
. 0 si <0
- 1—(1-Fx, (x)" si >0
car toutes les variables X}, suivent la méme loi
_ 0 si <0
Tl 1-(1-(1-e?)" si o 2>0
. 0 si z<0
B 1—e ™ gi >0
Conclusion :
Y, — e(nA)
D’apres le cours :
1 1
E(Y,)=— e V()=

@ C’est une question de cours ”ultra-classique”. A savoir, la stabilité de la loi gamma pour la
somme de variables indépendantes, nous permet de dire que :

n n
BT =
=1 (b7 Tk) r <b7z7—k>
k=1
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1
et comme I' (b,1) = ¢ <b) alors :

1

12 Variable a densité et partie entiére

e Précisons la loi de Y = | X | puisque X (©2) = R4 ou pour tout w € §, | X (w)| désigne la partie
entieére de X (w).

Tout d’abord Y (©2) = IN et Y est une variable discréte. Nous avons pour tout entier naturel & :

P(Y=k) = P([X]=k])
= P(k<X<k+1))
par définition de la partie entiére
= Fx(k+1) - Fx (k)
1 — e~ Ak+1) _ (1 _ e—Ak)
— oM mARD)
ok (1 _ e—)\)

En conclusion Y — Gy (1 — e_’\) , ce qui ne s’écrit pas | On dira plutét que :

Y4+1=G(l-—e?)

e Déterminons la loi de Z = X — Y (partie décimale ou mantisse de X).
Comme Vo € R, 0 < z — |z] < 1 (partie décimale de z), par suite Z (Q2) = [0,1].

Siz <0, Z71(]—00,2]) = @ € Bg.

Siz>1, Z71(]—00,z2]) = Q € Bg.

Siz e [0,1],

Z7 (J—00,2]) = (X -Y)7"(—o0,2])
= {weQ|(X-Y)(w) €]—oc0,z]}

+oo
= {weQ|X(w)—-Y (w) €]-00,2]} N <kL:JO{w€QY(w):k})

=Q

= +L‘fjo({weQ|X(w)—Y(W)6]—007%]}“{&169|Y(W)Zk})

par distributivité de N sur U

= :@Z({wEQ|X(w)6]—oo,x+k}}ﬁ{w€Q|X(w)e[k,k+1[})

— +L+jo {weQ| X (w) ek k+1]}
k=0

€Bg puisque X est une variable aléatoire

€ By par stabilité de Bg pour 'union

Ainsi selon ces trois points Z est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition F définie par :

VeeR, Fz(x)=P((Z<zx])

08/03,/2009 PROBABILITES Ch. Skiada — spicesagros.fr



ECS 08/09 CORRECTION FICHE 7 — EXERCICE 13

Page 13

Cela donne pour tout réel = € [0,1] :

P(z<d) - S P(rex
k=0

<z +k)

par o — additivité de P

“+oo
= Y (Fx(z+k) - Fx (k)
k=0
+oo
— 1— e—)\(:c+k) — (1= e—)\k
> (1=e)
+o0
— Ze—Ak (1 _ e—)\m)
k=0
+o00 &
(1= > ()
k=0

somme d’une série géométrique de raison e~ avec |ef)‘| <1

1— e—)uzc
T e
Conclusion :
Fz(x) =

Nous voyons a ce niveau que :

e F; est continue sur R car :

0 si x<0
1— -z

ﬁ si 1‘6[0,1[
1 si z2>1

— Fz est continue sur |—oo,0[ (fonction nulle) ;

— Fy est continue sur [1, +oo[ (fonction constante égale a 1) ;

— Fy est continue sur [0, 1] (composition de z — —Az, CY sur [0, 1] et exp C? sur R) ;

— limFy; =0= lir+nFZ = F (0) donc Fyz est continue en 0 ;
0- 0

—limFy;=1= 1ir+n Fy = F7 (1) donc Fy est continue en 1.
1- 1

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 1 (4 détailler)

F7 posseéde toutes les propriétés requises pour affirmer que Z est une variable & densité dont une densité
fz est obtenue par dérivation de Fz sur R* et nous poserons, par exemple, que fz (0) = fz (1) = 0. Cela

donne :

0

si x€]—o00,0]U][l,+o0]

fZ (l‘) = )\671)\
1 —eA

si z€]0,1]

13 Vecteur aléatoire a densité

@ Déterminons 1’espérance de S,,.

e Pour commencer, déterminons pour ¢ € [1,n], Pespérance de X; :

—+oo
X; admet une espérance <= / xf (x) dz est convergente
— 00

PROBABILITES
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En cas de convergence E (X;) = fj;o xf (z)dz. Or fj:oo xf () dx est convergente si et seulement si

o 3
/ 3 (%) dx est convergente car f coincide avec la fonction nulle en dehors de [0, 6] . La convergence
0

o 3
x
de / 3 (§> dx ne pose aucun probléme en tant qu’intégrale d’une fonction mondéme continue sur

[ 3 470
x 3
/0 (9) 4031,
30

4

un segment, et :

30
En conclusion, pour tout i € [1,n], E(X;) = T

Enfin S admet une espérance en tant que somme de n variables admettant chacune une espérance,
qui vaut par linéarité de I’espérance :

E(5)=) B(X)= "
k=1

e Déterminons la variance de S,,.
Soit 7 € [1,n], par théoréme :

X, admet une variance <= X7 admet une espérance

+oo
<~ / 22 f (x) dx est convergente
— 00

En cas de convergence E (XZQ) = fjooj 22 f (x) dz et par le théoréme de théoréme de Huygens-
Koenig V (X;) =E (X?) — (E (X:))?. L’intégrale fjoo 22 f (z) dx est convergente si, et seulement

o0

0q, 4
si 'intégrale / 9—3dx est convergente car f coincide avec la fonction nulle en dehors de [0, 6]. La

09,4
convergence de / 9—3d:c ne pose aucun probléme en tant qu’intégrale d’une fonction polynomiale
0

continue sur un segment, et :

[% 510
%m4dm = {Si}
o 0 560° ],
W
-5
o 30
EnconclusmanE[[1,n]],E(Xi):?et:
30 (30\?
V) = 2 (%
) = - (F)
_ 3
80

Enfin S,, admet une variance en tant que somme de n variables admettant chacune une variance,
qui vaut par indépendance des n variables X; :

V(50 = YV (x) = 00

@ Montrons pour commencer que 7,, est une variable aléatoire. Cela revient de maniére équivalente

& démontrer que :
Ve eR, T,'(]—oc0,z]) € Br
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Or pour tout réel x :
T (-00,2]) = {weQ|T,(w) <z}
= {weQ|X;(w)<z..., X, (w) <z}
= NA{we| X (w) <a}
k=1
= N X;' (-00,2])
k=1
€Bg
€ Bgr
par stabilité de Bg pour l'intersection
Ainsi T,, est bien une variable aléatoire. Déterminons Fr définie par :
Yo eR, Pr,(z) =P ([T <)
Nous avons T, (©2) = [0, 6].
e Siz<O0:
Fr, () =0
e Siz>0:
FT,, (:IZ) =1
e Size[0,0]:
Fr.0) = P (| <))
k=1
= Il Fx, ()
k=1
par indépendance des variables X,
= (Fx, (@))"
car les variables X} suivent la méme loi
=32 \"
- (o)
o 0
)\ 3n
- ()
Finalement :
0 si <0
€T 3n
Fr, (z) = (5) si z€l0,0]
1 si x>0
Nous voyons & ce niveau que :
e Fr est continue sur R car :
— Fr, est continue sur |—oo, 0 (fonction nulle) ;
— Fr, est continue sur 6, +o0o[ (fonction constante égale a 1) ;
— Fr, est continue sur [0,6] (mondme) ;
— limFp, =0= lir+n Fr, = Fr, (0) donc Fr, est continue en 0 ;
0- 0
—limFp, =1= lir+n Fr, = Fr, (0) donc Fr, est continue en 6.
6= 9
e D’autre part Fr,, est de classe C! sur R sauf peut-étre en 0 et 6 (je vous laisse détailler).
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La fonction Fr, posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que 7;, est une variable a densité
dont une densité f7 est obtenue par dérivation de Frr, sur R* et nous poserons que fr. (0) = fr, (6) =0,
par exemple. Cela donne :

0 si z€]—o00,0]U[0,+o0]
— 3n—1
fr. (@) na si z€]0,0]

14 Variables exponentielles et loi d’une différence, loi d’un min,
loi d’un écart

e Loi de U.
Pour commencer déterminons la loi de —Y qui reste une variable & densité car obtenue par un
changement affine & partir de Y. Pour obtenir une de ses densité f_y nous utiliserons le fameux
résultat suivant :

Il est trés important de retenir le résultat suivant, que vous pouvez "claquez" pour un change-
ment affine. SiY = aX +b et si fx une densité de X continue sur R—1I ou I = {x1,...,z,}
ensemble fini de points éventuellement vide. Alors :

1 z—b )
fy (z) = mfx (a) s1 ze€R—{axy +b| ke[l,n]}
0

sinon

Cela nous donne en posant que f_y (0) =0:

1 T
—_— — si <0
foy @) = |1fX<1)
0 si >0
. Aer stz <0
o 0 si x>0

Comme X et Y sont indépendantes, X et —Y le restent et dans ce cas une densité fx_y de X —Y
(avec (X —Y)(2) = R) sera obtenue par le théoréme de convolution de fx et f_y. Soit :

+oo
Vz € R, fx-v(z)= fx (@) foy (x—1t)dt

Nous avons :
fx (@) foy (x—1t)#0
= fx(t) A 0et fy(v—1) £0
<— t>0etx—t<0
<= t>max(0,z)
ainsi :
+oo

Vr€R, fy_y (z)= / Fx (@) foy (z—t)dt

max(0,z)

— Siz >0, alors max (0,2) = x et :
—+oo
fx_y (z) = / e MAeA @0 gt
—+oo
_ / )\26)\w72)\tdt

+oo
= )\26)‘9”/ e Pt
x

+oo
_ )\26)@ _i672/\t
2\

x
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— )\26)\:() (21)\6—2)\36)

- %e_’\‘” (1)

— Siz <0, alors max (0,2) =0 et :

+oo
fxoy (z) = / A M=y
0

+oo
_ / )\26)\m72)\tdt
0

+oo
= )\26)‘”“'/ e Mt
0

+oo
_ )\26)\30 7i672)\t
2

1
_ 2 Az
= A (2,\>

%e)\m (2)

0

Ainsi selon et :

Ve e R, fx_v(z)=fv(z)= %Q*Am

On dira que U suit la loi de Laplace de paramétre A ou loi exponentielle bilatérale.

e Loide V.
Pour obtenir la loi de V' nous nous servirons de ’exercice 11 dont celui-ci n’est qu’un cas particulier,
pour conclure que :

V —e(2))

e Loi de Z.
Pour terminer, déterminons la loi de Z = |U| dont nous savons parfaitement d’aprés I’exercice
8, qu’elle reste une variable & densité d’ensemble image Z (2) = R,. Soit F la fonction de
répartition de Z définie par :

VeeR, Fz(x)=P(Z<zx])

Nous avons :

0 si <0

Fz(@) = {P([—x<U<m]) si >0
_ 0 si x<0

o Fy(z)—Fy(—z) si >0

Par dérivation de Fz sur R* on obtient une densité de Z notée fz, sans oublier de poser, par
exemple, que fz (0) =0:

0 si <0
=4 A A
fz (@) Ze M4 Lot M g >0
2 2
car quand x > 0, |—z| = |z| = z. Finalement :

0 si <0
fZ(x):{ Ae M g x;O
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ce qui permet de dire que :

Z —e(A)

15 Produit d’une variable normale et d’une variable a deux
états, covariance

@ Soit Fz la fonction de répartition de Z, d’ensemble image R, définie par :

VeeR, Fz(z)=P(Z<z])

La famille ([Y =1], [Y = —1]) forme un systéme complet d’événements, et selon la formule des
probabilités totales :

Vo eR, Fy(z) = P(Z<alnY =-1)+P(Z<aln[y = 1)
= P(XY <zIn[Y =-1)+P (XY <z|n[Y =1))
= P(=X <0l = -1 +P(X <aln Y =1)
= P([-X<a)P(Y =-1)+P (X <z])P([Y =1]),

car les variables X,Y sont indépendantes

= P(X>-z)P(Y=-1)+P(X <z])P([Y =1])
= 1-P(X<-2)) P(Y =-1))+P([X <z])P([Y =1])
= (-8 (-a) +2 (@)
= L@@+ @)
= &(x)

Moralité :

Z — N (0,1)

@ Nous admettrons que, comme dans le cas discret :
Cov(X,Z)=E(XZ)-E(X)E(2)

Tout d’abord, de par les lois suivies par X et Z, nous pouvons écrire que E(X) = E(Z) = 0. La
recherche de E (X Z) va nécessiter la recherche de la loi de XZ soit celle de X2Y. Pour commencer
(XZ)(©2) = R. Soit Fxyz la fonction de répartition de X Z définie par :

Vz€R, Fxz(z)=P(XZ<a])

En reprenant le méme systéme complet d’événements ([Y =1],[Y = —1]) selon la formule des
probabilités totales :

VzER, Fxz(z) = P(XZ<zlnY=-1))+P(XZ<z|n[Y =1))
P([X?Y <z]n[Y =-1]) + P ([X?Y <z]n[Y =1])
P([-X*<z]nY=-1))+P([X*<z]n[Y =1))

= P([-X*<a])P(Y =-1)+P([X* <a]) P(Y =1)),

car les deux variables X2, Y sont indépendantes
= P([X*>—2])P([Y =-1)+P([X*<z])P([Y =1))
= (1-P([X?<—2]))P(Y =-1))+P([X*<z])P([Y =1))
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e Siz<O0:

FXZ (x) =

—~

1-P([X?<—z]))P(Y =-1)+0xP(Y =1])

=N RN RN =N

e Siz>0:
Fxz(z) = 1xP([Y =-1)+P([X*<z])P([y =1))

= 4P ([VE<X < VA)

= S0+ (@(VE) -2 (-va)
1

= S+ (@) - (1-2 (V)

= o (va)

On pourrait démontrer comme d’habitude que Fx z posséde les fameuses propriétés de classe perme-
ttant d’affirmer que X Z est une variable & densité, mais pour changer un peu de méthode, dérivons
directement Fxz sur R*, nous obtenons ainsi fxz une fonction dont on démontrera sans mal que
c’est une densité de probabilité, et nous poserons que fxz (0) = 0 soit :

2\/1?me(\/—7:) s z<0

fxz(@)=< 0 si =0

%fx(ﬁ) si z>0
1 1 .
QHmez si <0
=q 0 si z=0
1 1

————e"5 s x>0
2z /27

Démontrons, rapidement que fxz représente une densité de probabilité.

La parité de cette fonction nous permet d’aller plus vite en étudiant simplement la convergence de

“+ o0
I'intégrale /
0

—_z . s 2 . . 4 , .
e~ 2dz. En prenant la peine de réécrire 'intégrande, nous allons décrouvrir

1
2V 21

que :
—+00 1 1 “+oo 71/2 — 5
e
0 2VT\2r 0o 2x 21/2\f
p1/2-1o-%
- / T 2T (172"
0 X (1/2)
1
2
+OOJI_1/2
car / NS \f dx représente l’intégrale de la densité d’une variable suivant la loi
0
+oo
1

——e~3dx converge et vaut 1/2, ce qui

1
T'(2,= ) qui vaut 1. En conclusion 'intégrale
( 2) a g /0 2z \/27T
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entraine f fxz converge et vaut 1 (par Chasles).

La variable X Z admet une espérance si, et seulement si lintégrale [ +eo

o zfxz (x) dx converge, soit

T

2fx/ﬂ

pelons a cet effet que fi)oo 2fxz (z)dx et fo xfxz (z) dx sont de méme nature, opposée en
cas de convergence. Or :

+oo
si, et seulement si 'intégrale / ——e~ 2dx converge, par imparité de l'intégrande. Rap-
0

+oo T 1 . +oo 1/2 —
/ — e 2dx = /
. i . 23/2f
1 [t 43/2-1,—%
_ 7/ pre s
2Jo 23/2F(3/2)

car T (3/2) = %F (1/2)

1
2
+o0 .3/2—-1,—2Z
car / ——————dx représente ’intégrale de la densité d’une variable suivant la loi
0 23/2T(3/2)

T

2fx/ﬂ

entraine [ _+:OO xfxz (x) dx converge et vaut 0 (par Chasles). Ainsi X Z admet une espérance qui est
nulle. Moralité :

3 oo
r (2, 2) qui vaut 1. En conclusion I'intégrale / ——e~3dx converge et vaut 1/2, ce qui
0

’Cov(X,Z)z()‘

16 Loi gamma et loi de Poisson
Pour o € IN* on définit la prédicat :
P(e):"P([Y <a]) =P ([X > A])”
e L’initialisation pour a = 1 ne pose aucun probléme, car :

P(Y <1) = P([Y =0])

et :

+oo
“tat = [—e7f]
| ]}

e Hérédité.

— (H) Supposons que pour « fixé dans N*, P («) soit vraie.
Nous avons :

P(Y<a+l) = P([Y<a)+P(Y=4q])
+oo —tra—1 -\«
e 't e A
A = 1)!dt+ o selon (H) (3)
Introduisons :
p: A Foo[ — R
Be_tta_l
= ——dt
B o— e0- [ T
Procédons par intégration par parties en posant :
toc—l to
uitr—et = u it —et et Vit —— — v:it— —
(a—1)! al
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avec (u,v) € (C* ([X, B] ,]R))Q. Ainsi :

—tia B B —tra
VB> A () = {ett} +/Ae o

al |y a!
—B po —>\)\Oé B —tta
_ e 153 e L / e it
a! a! vl

Enfin par passage a la limite, quand § tend vers 'infini, nous obtenons, du fait de la convergence
de l'intégrale en jeu :

—B pa G B e—tpa —A)\e oo —tpo
TN (A / € lat]=-"" 4 / <
B—+o00 ol al v ol al N ol

donc ~Aya boo -ty
li = — dt 4
Jim e8) =~ [ 0
D’ou selon et :
_)\)\a +o00 —tta —A)\Oé
P(V<a+l) = — +/ S
al A\ al al
+oo —tic
t
- / T
A Q.
— P(X>)

Ainsi la proposition est transmissible (P (o) = P (o + 1)), ce qui la rend héréditaire pour
tout v € N*

Vae N*, P([Y <a])=P([X > )]

17 Produit de convolution

@ Pour commencer déterminons une densité de —tX qui reste une variable aléatoire a4 densité car
obtenue par transformation affine & partir de X qui est une variable a densité. En nous servant
encore une fois du résultat de I’exercice 14 il vient :

foix (x) = t

1 z .
n exp ( 7) si <0
0 si x>0
Les variables X et Y étant indépendantes, les variables —tX et Y le restent. C’est la raison pour
laquelle une densité de —tX + Y sera obtenue par le produit de convolution des densités de —tX et

de Y. Notons-1a h définie par :

VeeR, h(z)= +Oofy(az—u)f_tx(u)du

—0oQ

Nous avons :

fy (@ —u) foex (u) #0

= fr(@—u)#0et foex(u) #0
<— z—u>0etu<0
<= u <min(0,z)
ainsi :
min(0,z)
Vz e R, h(a:)z/ fy (. —u) f-ix (u) du
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e Siz <0, alors min(0,z) =z et :

| .
h(z) = / Ee*“”*%?du

e Siz >0, alors min(0,z) =0 et :

01 "
h(z) = / Ze_(x_")e7du

Selon et @ :

si >0

si <0

_|_
—_

@ Notons fz une densité de Z et Fz la fonction de répartition associée & Z, définie par :
VeeR, Fz(x)=P(Z<x])

avec Z (2) = Ry. Nous avons alors :

0 si <0

= Y
Fz (x) P<[X§4> si >0
_ 0 si x<0
n P(Y —2X <0]) si >0
car X >0 p.s.

0 si <0
_ 0

/ h(u)ydu si x>0

0 si <0

_ 0
a / €® du s x>0
CeoZ+1
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0 si <0
u 10
N [mei} si >0
x+1]_
0 si <0
= T .
si >0
z+1

Les propriétés de F; permettent de dire que Z est une variable a densité dont une densité f; est
obtenue par dérivation de Fz sur R* et nous poserons, par exemple, que fz (0) = 0, soit :

Notons que :

0 si <0
— 1
fz(z) = — si >0
(1+=x)
1
U = vy
X
- 1
B Y
14
+)(
_ 1
1+ Z

et que U () =]0,1] car Z (2) = R’.. Notons Fy la fonction de répartition associée de U, définie par:

alors :

VeeR, Fy(zx)=P(U<z])

si <0

si z€]0,1]

Il
g o
—
—
+ =
N
INA
&I
~—

si o x>1
si <0

o BEES

—
—
+
N
IV

|8 ‘ HI

~—

si x€]0,1]
si x>1
si <0

si x€]0,1]

/~
N
A\
8|~
\
IHI
~——

si o z>1
si <0
si z€]0,1]
si x>1

si <0
—FZ(1—1> si z€]0,1]

si x>1

si <0
i1

x

|
HHOHHOHD—‘O)—"—UO)—‘

|
] . . .

3 N

1

N

A

8|

|

—

B

~——

si x>1

1
car quand = € |0, 1], ( - 1) € R
T
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0 si <0
1-xz

= 1——— si 2€]0,1]
1 s oz>1
0 si <0

= x si x€]l0,]1]
1 si z>1

Par conséquent :

U< U(o,1))

18 Loi log-normale.

11 Int)*
@ Tout d’abord ¢ +— ozt exp <— ( ;QQ) ) € C° (R, R ) . Examinons donc les problémes de con-

. . . Int .
vergence en 0 et en +o0o. Pour cela introduisons le changement de variable u = v (t) = — ce qui entraine
a

dt
que du = p ol ¢ réalise une bijection (croissante) de dérivée non nulle de classe C! sur R’ vers R. Par
a

T (Int)® too g u?
conséquent et les intégrales ——exp| — 5— | dt et exp () du sont de méme
0 V2 at 2a o 2w 2

+oo 2
nature, égales en cas de convergence. Or il est de notoriété publique que ——exp (—) du
oo V27 2

converge, c’est 'intégrale de Gauss, (égale a 1).

Conclusion :
ooy (_ (Int)?

L’intégrale

0 \ 21 a exp 2(12

) dt converge et vaut 1

@ La continuité de h sur R_ étant triviale puisqu’elle y coincide avec la fonction nulle, ainsi que sa
continuité sur R’ (en tant que produit, quotient et composée de fonctions continues ... a détailler), sa
positivité sur R et le résultat de la question précédente concernant la convergence et la valeur de fR 1,
permettent de dire que :

’ h est une densité de probabilité‘

c
X admet une espérance si et seuelement si 'intégrale / th (t) dt est convergente soit si et seulement
R

too g Int)?
si I'intégrale / 5 exp (— (; 2) dt est convergente. En appliquant le méme changement de vari-
0 a T a

Int too (In t)2
)x . . _ . L
able qu’a la premiére question v = —, nous pouvons dire que les intégrales / 5 exp | — 52 dt
a 0 a m a

+oo _Jua 2

u 2

et \/T exp (—2> du sont de méme nature et égales en cas de convergence. Or avec un
oo i

peu de manipulations élémentaires nous obtenons, sous réserve de convergence, que :

/+°° eue ( u2>d /+°° 1 ( u2—2ua>d
exp|—— ) du = exp | ———— | du
e Vor TP\ T2 e V2P 2

par propriété de exp
+o0o 1

e (; ((w—a)? - a2)> du

2

6% oo 1 2
= exp| —=(u—a du
5 ) p( 5 ( ))

par propriété de exp
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Or en introduisant une variable N suivant la loi normale de parametres a (espérance) et 1 (variance),

I 1
I’intégrale / exp (— (u— a)2> du représente celle d’'une densité de N. Ainsi I'intégrale converge
Vo) _—so 2

et vaut 1.
2
a‘ 400
e 2 1 2 a2 . N
5 / exp <2 (u—a) > du converge et vaut e 2 ce qui entraine que la
TJ—0c0

Nors

+oo Jua 2
e U . a2
convergence de ——exp | —— | du qui vaut e’z et :

oo V2T 2

Par théoréme, l'intégrale

a2

E(X)=e=

@ Tout d’abord, nous avons Y (2) = R.

Inx . . .
Comme la fonction ¢ : £ — —= réalise une bijection de classe C' et de dérivée non nulle
a

sur X(Q) = ]Rf,_7 nous pouvons dire que la fonction ¢ o X notée Y est une variable a
densité.

Déterminons la fonction de répartition Fy définie par :
VeeR, Fy(z)=P([Y <z])
Cela donne :
VeeR, Fy (z) = P (X <e*))
car exp est une bijection croissante sur R
= Fx (e™)

“11 (Int)?
= —_—— — dt
o V2rat eXp ( 2a2
La fonction Fy est dérivable sur R en tant que composée de x —— e** dérivable sur R a valeurs dans R’}

et de Fx dérivable sur R, puisque h est continue sur R’ . Par dérivation de Fy sur R nous obtenons
fy une densité de Y définie par :

Vz € R, fy ()

Q

)
Q
8
>
—

)
=)
8
~

et nous pouvons conclure que :

Y < N(0,1)

@ Comme la fonction v : £ — = réalise une bijection de classe C' et de dérivée non

nulle sur X (2) = R} nous pouvons dire que la fonction 1 o X, notée Z, est une
variable a densité.

Déterminons la fonction de répartition Fz; définie par :
VeeR, Fz(x)=P((Z<x])
ou Z (Q) = R’.. Cela donne :

0 si <0
Fy(x) = 1
z (@) P({XED s oz>0
T
0 si <0

1
1Fx<> si x>0
X
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F; est de classe sur C' sur R sauf peut étre en 0. Par dérivation de F; sur R* nous obtenons fz une
densité de Z et nous poserons que fz (0) = 0, soit :

0 si <0

fz(@) = (;)h@ s 2>0

0 si <0

0 si <0
= 1 (Inz)?
exp | — si x>0
ax\/ 2w P < 2a?

‘ Z suit une loi log-normale de parametre a > 0

Conclusion :

19 Loi d’un produit et loi d’un quotient

@ C’est immeédiat. . ., 'intégrale en jeu étant une intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1,
donc convergente.

Notons que Y et —Y sont obtenues par des changements de variables dont les propriétés nous
permettent de dire qu’elles restent des variables a densité (voir les exercices précédents).

e Loide Y.
Nous avons Y (©2) = R’,. Notons Fy la fonction de répartition de Y définie par :

VeeR, Fy(z)=P(Y <z])

Ainsi :
0 si <0
By () = { P(InX <z]) si >0
. 0 si <0
o P(X<e*]) si >0
si <0

I
—N
e}

Fx (e*) si >0

Par dérivation de Fy sur R* on obtient une densité de Y notée fy, sans oublier de poser que

fy (0) =0.
0 si <0
fr(@) = {e“’f(ex) si >0
0 si <0
= em .
pors si >0
. 0 si <0
o e si >0
et :
Y —e(1)
e Loi de —Y.

Nous avons (—=Y) (2) = R” et en reprenant le résultat du cours (transformation affine) :

e’ si <0

fZ(”:):{ 0 si >0
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e Loi de U.
Nous avons :

U=X1X
= U=ent
— Y1+Yo=InU

ou les deux variables Y] et Y, sont indépendantes (du fait de I'indépendance de X7 et X5) et de

méme loi exponentielle de parametre 1. Ainsi Y7 + Yo < I'(1,2) et une densité de Y; + Y notée
fvi+v, sera donnée par :

ze ™™ si x>0

fY1+Y2 (Z‘)Z{ 0 si <0

Soit Fy la fonction de répartition de U définie par :
Ve eR, Fy(z)=P(U <))

et comme U () =1, 4+o0] :

Fu(z) — 0 si z<1
vir) = P([ey1+y2§x]) siox>1
0 si <1
P(Yi+Y:<Ilnz]) si x>1

0 sio x<1
N Fy iy, (Inz) si z>1
Par dérivation de Fyy sur R— {1} on obtient une densité de U notée fi;, sans oublier de poser que
fu (1) =0, par exemple.
0 sio z<1

fu(z) = 1

;fY1+Y2 (ln:c) si z>1

0 si z<1

1 .
ZeTlnge si oz>1
T

soit :
0 si z<1
fo@)=9 Iz .
> siox> 1
T
e Loide V.
Nous avons V (©2) = R et :
X1
V = —
X5
e
- 5
— eY1*Y2

Cherchons une densité fy,_y, de Y1 — Y3 avec Y7 et —Y5 indépendantes du fait celle de Y; et Y.
Cela fait que nous allons utiliser le théoréme de convolution pour l'obtenir. fy,_y, est définie

par :
“+o00o

Vr € R, fY1*Y2 (.’E):/ fY1 (Cli—t)f,)@ (t)dt

— o0
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Nous avouns :

(@ —=1) foy, () #0
= fr(e—t)#0et foy, (1) #0
< x—t>0ett<O0
<= ¢t <min(0,x)
ainsi : rain(0.2)

Ve eR, fy_y, (x) = / Fr (& — 1) oy, (t) dt

/ e~ (Tt qt

xr
= / 2Tt
—00

xr
= e ° e2tdt

— Siz <0, alors min (0,z) =z et :

fY1*Y2 (313)

— Siz >0, alors min (0,2) =0 et :

Selon et :

Ve eR, fy,—v, (z)= %e*m
Soit Fy la fonction de répartition de V' définie par :

vz e R, Fy(z)=P([V <z])
et comme V () =R :

Fy(x) — 0 si <0

vz, = P([eYl*YQSx]) si x>0
_ 0 si z<0
- P ([Yl -Y < II’IIE]) si x>0

car In est une bijection croissante
_ 0 si <0
o Fy,_y,(Inz) si >0

Par dérivation de Fy sur R* on obtient une densité de V notée fi, sans oublier de poser que

fv (0) =0.
0 si <0
fv(@) = {1 .

;fyl,y2 (Inz) si >0

0 si <0
— 1 —|In z|

=€ 5 si x>0

T
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0 si <0
1
_ 2—61‘“” si z€]0,1]
T
1
2—6711”” si x>1
T
0 si <0
1 .
fr@={ 3 si z€]0,1]
1
T

e Espérance de v/ U.
+oo
Selon le théoréme de transfert /U admet une espérance si, et seulement si Vo fu (z)dz
oo

+oo
est convergente. En cas de convergence E (W) = Jxfu (z)dz. Or :
—00
+oo
Vz fu (z) dx converge
o0

toe Inz
— Va | —5 | dz converge car f =0 sur ]—oo, 1]
1 X
T Ing )
= 573 T converge
1
: 1,1 lnz __ : 2 ) Inz __ 1
Or comme wgrfwx 2573 = 0 par croissance comparée (puissance-log). Donc 5% = K3 (11—1)
avec f;roc ﬁ‘"ﬂ convergente en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 1.1 > 1. Le théoréme
+o0 1
0 ey » 0 » . *, . 7 nx
de négligeabilité appliqué aux fonctions positives permet de conclure que l'intégrale / de

converge, et donc /U admet une espérance. Voyons rapidement le calcul :

Va > 1, / %dax = —§ HQQ—/ —% dx
L ¥ 20 b\ 2w

par IPP en dérivant In ....

_ 3<lna>+9<—1+<%«>2>
2\(va)*) A\ ()’

Apres passage a la limite quand « tend vers 'infini, nous obtenons que :

e Espérance de v'V.
Selon le théoréme de transfert +/V admet une espérance si, et seulement si fjooj Jxfy (z)dr

est convergente. En cas de convergence E (W) = fj;f Jxfy (z)dx. Or :

“+o0
Vxfy (z) dz converge
o0

| oo 1
— / %idx et %Q—de convergent car f = 0 sur R*
0 1 €T

= / T/de et / ————=dz convergent
o 2z 1 2(Yr)
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1 “+o0
<— ! dx et 1 d t
o 2$_1/3 xXr € . 215/3 X convergen

Ces deux intégrales sont convergentes en tant qu’intégrales de Riemann de parameétres respec-
tifs —1/3 < 1 et 5/3 > 1. Donc V/V admet une espérance. Voyons rapidement le calcul :

1 1
1 3 3 4 . 1 3
Va > 1, de =2~ (o) = 1 — de=> 9
@ ‘/azgr,fé v 8 8(\/5) aLIng o 273 v 8 ()

et :
S 3-1+ (¥VB)” P 3
b [t i e st W

Ainsi selon @ et :

[e3

1 +o00
o (W) - [ pars [T
2r~3 1 2(Yx) 8

2 3
e Espérance de vUV.
Nous avons :

“+oo

Selon le théoréme de transfert {/X? admet une espérance si, et seulement si Varf (z)dx
o0

est convergente. En cas de convergence E (\3/ UV) = fj—fj Va2 f (z)dz. Or :

+oo
Jxf (x) dr converge

+oo

1
= V 22— dx converge car f = 0 sur |—oo, 1]
1 i

o0 1
/ 7dz converge
1 (Vo)

+oo
= / —dx converge
1 T3

Cette intégrale est convergente en tant qu’'intégrale de Riemann de parameétre 4/3 > 1. Donc
+v/UV admet une espérance. Voyons rapidement le calcul :

*1 -1+ 3 *1
Va > 1, / —dr =3 ;\/a = lim —dr =3
1 I3 \3/5 a—+oo [ 3

Ainsi :

E(\S/W):3

Enfin comme :

les variables ¥/U et v/V ne sont pas indépendantes ce qui entraine que les variables U et V ne
sont pas indépendantes.
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20 Loi normale et loi du chi-deux

-
Nous avons <2> (2) = RT. Introduisons :

g: R — R
22
T — xr) = —
9(@) =
2
Comme g n’est pas monotone sur R nous ne pouvons pas dire pour le moment que - reste une

variable & densité. Montrons alors pour commencer que X?2/2 est une variable aléatoire. Nous avons

() -n.

e Six<O0: )
X2\~
e Siz>0:
X2\ 7! X2
(F) e = {weal(F)w@=a)
= {w€Q|—\/2z§X(w)§\/2z}
€ Br
puisque X est une variable aléatoire
2

Ainsi selon ces deux points —— est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité 7 Pour répondre &

cette question déterminons sa fonction de répartition Fx2 définie par :
2

e rower([X )

Cela donne :
si <0

0
Fx;(w)Z{ P([-vV2r <X <V2z]) si >0

_ 0 si <0
Tl e(V2r)—@(—v2z) si 2>0
_ 0 si <0
Tl 22 (V2r) -1 si x>0

Nous voyons & ce niveau que :

o F'y > est continue sur R car :
2

— Fx> est continue sur R’ (fonction nulle) ;
2

— Fy: est continue sur R (différence et composition de x — v/2z, C° sur Ry et ® C° sur R) ;
2

—limFy: =0= 1i1+n Fyx2 = Fy (0), donc Fx2 est continue en 0.
0— 2 0 2 2
e D’autre part Fx2 est de classe C* sur R sauf en 0 (& cause de la présence de la racine carrée).
2

Par suite F'x> posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que X2 /2 est une variable 4 densité
2

dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy2 sur R* et nous poserons, par exemple, que
2
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fx2 (0) =0, soit :

0 si <0
1
Fxz (@) 2\/§ﬁfx(\/2x) si >0
{ 0 si <0
= 2 1 1 2
———exp | —= (V2z si x>0
2 oo (-5 (va))
0 si <0
= 1
T st x>0
T
0 si <0
xéflef:v
si x>0
ri1s

Ainsi :

a.ii
Tout d’abord rappelons que :

F(b,Tl)EBF(b,TQ):P(b,T1+T2)

- (1)

Comme I’énoncé suppose que les variables X2 et Y2 sont indépendantes, par stabilité de la gamma
pour la somme de variables indépendantes :

X% y?
7+7‘—>F(1,1):E(1)

e Loi de X.

Pour commencer rappelons que :

E%N(mk,oﬁ) ZN(zn: M, i 0‘%)
k=1 k=1

k=1

Xk 1
Comme Yk € [1, 3], ?k — N (0, ) du fait que :

9
E (%) = 3B(X) =0
vk € [1, 3], 1 1
V(%) = gV (Xk) = 9

alors par stabilité de la normale pour la somme de variables indépendantes :

X1+ Xo+ X3 %J\/‘(O 1)

3 3

e Loi de U;.

Pour commencer vous devez savoir que :

00| XN (0,1) <= —X = N(0,1)
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car —X (Q) = R et il suffit d’appliquer la formule du changement de variable affine. Alors comme
et 22 sont indépendantes, par stabilité de la normale pour la somme de variables

f V2
indépendantes :
U1 ‘—>N(O,1)
car : 1
E(U)=—(EX)-E(X2)=0
(U1) \/5( (X1) - E(X2))

V() = 5 (V(X) 4V (X)) = > =1

De méme par indépendance des trois variables Xy, pour k € [[1, 3], par stabilité de la normale
pour la somme de variables indépendantes :

U2 ‘—>N(O,1)
B (V) = —= (B(X)) + B (¥2) - 2E (X)) = 0
V(Uh) = £ (V(X1) 4V (Xa) +4V (Xg)) = ¢ =1

Nous avons :

L w3

1/1 1
5 ( (X1 — X5)* + 5 (X1 + Xy — 2X3)2>

2
= %X% - éxlx2 + éxg - %Xlxg - %XQX:), + %ng (11)
et :
S| ( <X+X+X>)
2 & 3
— %X X — ;XZQ — %szg + %X% — éxgxl - %XgXQ

1 1 1 1
7§X3 + §X12 - §X1X2 - §X1X3 - §X12 + §X22

1 1 1 1 1 1
X2 4 IX X4+ X2+ X X3+ =X X3+ - X2
Tl T gAide Ay e lids + g e ds 4 AS
1 1 1 1 1 1

= X2 X Xo+ X2 - X X3 — S XoXg+ = X2
31312+32313323+33

Selon (11)) et (??), nous avons bien :
1
V= §(U1+U2)

b.ii U2 1
- Selon le a.ii, Vk € [1,2], Uy — N (0,1) donc 7k — T (1, 2) et par stabilité de la loi

gamma pour la somme de variables indépendantes :

Ve—e(l)

c
. Pour commencer vous devez savoir que :

X <N (p,0%) = —X - N (—p,0?)
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car (—X) () =Ret:

VeeR, Fo.x(z) = P([-X <z])

— P(X 1]
1-P([X < —x])
1—-Fx (—x)
1—(1-Fx (2))
= Fx(z)

Alors comme Xl/\/§ et X5/1/2 sont indépendantes, par stabilité de la normale pour la somme
de variables indépendantes :

U1 ‘HN(O,U2)
B (V) = —= (B(X) ~B(¥2) = = (u—p) =0
V() = 5 (V(X) 4V (X)) = T o0 = o2

De méme par indépendance des trois variables Xy, pour k € [1,3] et toujours stabilité de la
normale pour la somme de variables indépendantes :

U2 — N (0,0‘2)

car :

R

E(U2) = %(E(X1)+E(X2)—2E(X3)): \/6(0+0_0):O
V (Us) =é(V (X1) + V (X2) +4V (X3)) = W =0’

Soit k € [1,2]. Déterminons la loi de UZ/2, avec (U2/2) (2) = R4. En cette fin de correction ne soyez
pas choqués que je "zappe" la démo montrant que U7 /2 reste une variable a densité. Allons-y !

U2
VeeR, Fu» @):P([Q’c ng

soit :
0 si <0
FUTg(x) - {P([U%<2x]) si x>0
_ 0 si x<0
Tl P([-V22<Ur <V2z]) si >0
0 i si <0
= V2 — V2
P(— a: Us Og x]) si x>0
o o o
0 i si <0
P(—M:<U,j<”x]> siox>0
o o
ou Uj — N (0,1)
0 si x<0
o x)_q)(_x) si >0
o o
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0 si <0

pr— 2
2@(”)-1 si >0

g

Par dérivation de F’ vz sur R* on obtient une fonction notée f vz dont on montrera qu’elle représente

2 2
une densité de probabilité, sans oublier de poser, par exemple, que f v2 (0) =0.
="

0 si <0

fUTg(x) = Qﬂﬁﬁ]k (?) six>0

0 si <0
2
- 2 1 <\/2x>
— pl—=— si x>0
T o2 2 o
0 si <0
= 1 o

o\/Tx
0 si <0
_ x%_le_a%
B + si x>0
L(3) (02)2

U? 1 U?
Donc Vk € [1,2], ?’“ —T (0’2, 2) et par indépendance des variables 7]“ :

vere) -¢ ()

o2

21 Loi de Laplace et loi de min sur max

@ Notons que U et V sont obtenues par des changements de variables dont les propriétés nous
permettent de dire qu’elles restent des variables a densité (voir les exercices précédents).

e Loi de U.
Soit Fy la fonction de répartition de U définie par :

Vo eR, Fy(z)=P (U <)
et comme U () = R_ il vient :
Fo(@) = P(lnX <z]) si <0
vir) = 1 si x>0
_ P(X <e"]) si <0
1 si x>0
Fx(e®) si <0
1 si x>0

_ e’ si <0
o 1 si >0

Par dérivation de Fy sur R* on obtient une densité de U notée fi7, sans oublier de poser que
fu (0) = 0, par exemple, elle définie par :

e’ si <0
si x>0

o
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e Loide V.
Comme X et Y suivent la méme loi, nous pouvons directement utiliser la formule donnant I’expression
d’une densité d’'une variable obtenue par transformation affine. Ce qui donne immeédiatement

que :
e ™ s x>0
fv(x)_{() si <0
et :
V—e(1)
ENousavons:
X
Z = In(—
(%)
= InX-InY
= U+V

avec U et V indépendantes
Notons fyy+y une densité de U 4+ V' obtenue par le théoréme de convolution des densités de U
et de V. Elle est définie par :

+oo
Ve R, foyv(z)= fu @) fv(z—t)dt

Nous avons :

fu@®) fv(z—1t)#0
= fut)#0et fy(x—t)#0
<— t<0etzxz—t>0
<= t<min(0,x)
ainsi : in(0.)

Ve e R, fU+V(9C):/ fu (t) fv (z—t)dt

— 00

e siz <0, alors min (0,2) = x et :

forv (z) = / e "t

Il
m‘
8
L —
DN | =
a®
[~}
~+
—_
| 8
3

- < (12)
e siz >0, alorsmin (0,z) =0 et :
0
foyv () = e_‘”/ e*dt
RL
= @ |:2€2t:| .
efw
- 2 (13)
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Selon (12)) et ( .

VeeR, fuyv(z)=5

—|=|

On dit que U 4 V suit la loi de Laplace (déja vue) et Z est donc une variable symétrique puisque

"sa" densité est paire.

Tout d’abord :

Introduisons alors le systéme complet d’événements ([X <Y],[X >Y]) =

car [X =Y] =@ "en continu" ! Selon la

e, p([L<))

soit donc :

z
S

si X<Y

si X>Y

|

(X <Y],[X>Y])
formule des probabilités totales :

P({égx]m[X<Y])+P<[§g4m[X>Y})
P({)}f<x}ﬁ[X<Y]>+P(B/(<x]ﬁ[X>Y])
P(X <z2Y|N[X<Y])+P(Y <zX|N[Y < X])
P (X < 2V]) + P([Y <2X])

() ()

P(InX-InY <Inz))+P(InY —InX <Inz))
P([lnX InY <lnz])+P(InX —InY > —1Inz))

[

P([Z <Inz]) +P([Z > —Inz])
car Z est une variable symétrique
2P ([Z <Inz))

vz €]0,1],

P(ls=) == (5 =)

Ezplications : P([Z <Ilnz]) =P ([Z
:
Tout d’abord (S) () =10,1]

Notons F' 1 la fonction de répartition

> —Inz]) car fonction fyv est paire.
en observant que [I = S] = @ "en continu" !

associée de 3 définie par :

wer v (L))

alors :
0 si <0
% .
Fi(z) = 2P v =S¢ si xe]0,1]
I siz>1
0 si <0
_ x .
= 2P ( |In % <z si x€]0,1]
1 i si x>1
0 si <0
= 2P ([Z <Inz]) si z€]0,1]
1 si x>1
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0 si <0
={ 2Fz;(Inz) si z€]0,1]
1 si x>1

I .
Les propriétés de F i (que je vous laisse vérifier) nous font affirmer que — reste une variable & densité.

S
I
Par dérivation de F L sur R* — {1} on obtient une densité de g notée f L, sans oublier de poser que
fr (0) = fr (1) = 0, par exemple. Elle définie par :

0 si x €
fi(z) = {2 Cse
x

S

si z€l]—00,0]U[l,400]
et si xe]0,1]

si z €]—00,0] UL, +o0]
si z€]0,1]

Conclusion :

oToToTok
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