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Correction de la fiche 8

La correction comporte @] pages

1 Approximations

@ Comme on effectue une succession de 400 épreuves de Bernoulli (dont le succes est d’obtenir
"pile” avec une probabilité de 1/2), indépendantes et de méme parameétre 1/2, il est clair que :

| X — B(400,1/2)]

@ D’aprés le cours, nous avons que :

E(X)=200 V(X)=100 o(X)=10

c
Pour les calculs des probabilités, nous utiliserons le fait que, comme n = 400 > 200 et p = 1/2
nous sommes dans les conditions pour dire que X — A (200,100). Nous devrons, alors, introduire

X* = X=200 15 variable centrée et réduite associée a X, dont le théoreme fondamental, nous permet de
10 ) b) p

dire que X* < A (0,1). Ainsi, avec la correction de continuité :

e P([X >200) = P([X >201])
= P ([X > 200,5))
X —200 _ 200,5 — 200
=P { T 10 D
= P([X">0,09])
= 1-P([X*<0,05)
~ 1—®(0,05)
~ 1-0,51994

(0150

(191 < X < 209])

([190,5 < X < 209,5))

([190 5 — 200 X—2OO < 209,5—200])
10 - 10

= P([-0,95 < X" <0,95])

~ ®(0,95) — ®(-0,95)

~ 28(0,95) —

~ 2x0,82894—1

~ [0o7ss)

o P([190 < X <210) =

o P([185 < X <205]) = P([186 < X < 204])
[185,5 < X < 204,5))
<[185 5200 _ X 200 _ 204,5—200])

- 10 - 10

([-1,45 < X* < 0,45])
(0,45) — @ (—1,45)
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1

2

e P([X = 201))

1

1

2 Approximations

P
P
P

®(0,45) — (1 — @ (1,45))
®(0,45) + @ (1,45) — 1
0,67364 + 0,92647 — 1

([200,5 < X < 201,5))
200,5—200 _ X —200 _ 201,5— 200
< <

|

([o,

)

10 10

05 < X* <0,15])

10

® (0,15) — @ (0, 05)
0.55962 — 0.51994

Soit X la variable aléatoire associée au nombre de personnes sujets de troubles parmi les 200. Comme
on effectue une succession de 200 épreuves de Bernoulli (dont le succes est que la personne soit sujet
de troubles), indépendantes et de méme parametre 0,001, il est clair que :

]X < B(2000;0,001) \

Pour les calculs des probabilités, nous utiliserons le fait que, comme n = 2000 > 30, p = 0,001 < 0, 1,
np = 2 < 10 nous sommes dans les conditions pour dire que X — P (2). Ainsi :

1

12

e P([X>2])

1

2

3 Approximations

1-P(
1 (P

X <2))
X =0)+P(X=1)+P(X =2]))

2! 22)

]

—~

i +

@ Soit X la variable aléatoire associée au nombre de décés par an dus a la maladie dans la population
de N personnes. Comme on effectue une succession de N épreuves de Bernoulli (dont le succes est
que la personne soit décédée, de probabilité 400/1.10°), indépendantes et de méme paramétre 400,/1.106,

il est clair que :

Xc—>B(N

100
106

X < B(N,4.107%)

)

D’apres le cours, nous avons :

E(X)=410"'N V(X)=410"*(1-4.10"*) N =3.5263 x 103N

a
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e N = 1000
Comme N = 1000 > 30, p=4.10"% < 0,1, Np = 0,4 < 10 alors X — P (0,4) soit :

e=04(0,4)"

VkEN, P(X=k)~—7F

Cherchons k tel que P ([X < k]) > 0,95. Nous avons :

k| PX=kK) |P(X<Fk])
0 0.67032 0.67032

1 0.26813 0.93845
2

5.3626 x 10~ 0.99208

Finalement la probabilité de constater au plus deux déceés est au moins égale a 95%

e N =10 000
Comme N = 10000 > 30, p = 4.1073 < 0,1, Np = 4 < 10 alors X —P (4) soit :

e~ (4)"

VkEN, P(X=k)~ "

Cherchons k tel que P ([X < k]) > 0,95. Nous avons :

k| P(X=k]) | P(X<Kk])
0| 1,8316.10~2 | 1,8316.10"2
1]7,3263.10°2 | 0,091579
2| 0,14653 0,238109
3] 0,19537 0, 433479
41 0,19537 0, 628849
5| 0,15629 0, 785139
6 0, 1042 0, 889339
7| 0,05954 0, 948879
8| 0,02077 0, 978649

Finalement la probabilité de constater au plus huit déceés est au moins égale a 95%

e N =100 000
Comme N = 100000 > 30, Np = 353.89 > 10, N (1 —p) = 99646 > 10 nous sommes dans les
conditions pour dire que X < N (354;352.63) . Nous devrons alors introduire X* = =351 ]

8.8
variable centrée et réduite associée & X dont le théoréme fondamental, nous permet de dire que
X* — N (0,1). Ainsi, avec la correction de continuité :

P(X<k) = P(X<k+0,5])
X —354 _ k+0,5-354
B P([ 188 = 18.8 D

= P([X*<5.3191 x 107%k — 18.803])
~ (53191 x 10"k — 18.803)

et
P([X <k])>09 <= &(5.3191x 1072k —18.803) > 0,95
<= 5.3191 x 1072k — 18.803 > 1,65
— (k> 384)
D’ou :

]X < 384 4 95% prés\
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4 Approximations

Soit X la variable aléatoire associée au nombre de clients, parmi les 150, achetant au cours de la
journée une boite d’aspirine dans la pharmacie. Comme on effectue une succession de 150 épreuves
de Bernoulli (dont le succes est que la personne achete au cours de la journée une boite d’aspirine, de
probabilité 0,02), indépendantes et de méme parameétre 0,02, il est clair que :

]X g6(150;0,02)\

Comme n =150 > 30, p =0.02 < 0,1, np =3 < 10 alors X = P (3) soit :

Vk € N, P([X:k])f:e_?)k(':&)k

Cherchons alors k tel que P ([X < k]) > 0,98. Nous avons :

k| P(X=k]) | P(X<Ek])
0| 0,04979 0,04979
1] 0,14936 0,19915
2| 0,22404 0,42319
3 0,22404 0,64723
4] 0,16303 0,81526
5| 0,10082 0,91608
6 | 0,05041 0, 96649
7| 0,02160 0, 98810

Le stock minimum pour que la pharmacie puisse satisfaire a la demande avec une probabilité de
98%.est de 7 boites

5 Convergence en loi

@ Par définition :

soit Vn € N*, Vz € R :

F.(&) = P (ﬂ X, §z]>

VneN*, VeeR, F,(z)=P(M,<z])

car les variables X}, sont indépendantes
= (F(a)"

Conclusion :

VneN*, F,=Fn"

b
Introduisons Fz, la fonction de répartition associée & Z,, qui reste une variable a densité, car
obtenue & partir d’'un changement affine a partir de M,,. Elle est définie par :

VneN*, VexeR, Fz, (x)=P(Z,<z])
soit Yn € N*, Vz € R :

FZn (.23) =

P ([AM,, — Inn < z])
= P
P

E[AMn <z +1nn))
([Mn < $+;“"D car A > 0

z+Inn
- F,
(=)
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)

selon la question précédente

<l—exp<—)\(x—i_/\lnn>)> si x4+Inn>0
0

si z+Inn <0
B {(1—exp(—x—lnn))" si z+Inn>0

0 si z+Inn<0

AN
<1_e> si rx+Inn>0
n

0 si z4+Inn<0

Maintenant sachant que x est fixé dans R, étudions lim Fyz_ (z). Pour n assez grand, tel qu'il

n—-+4oo

dépasse e~* o x parcourt R lirf Fy, (z) =exp(—e ®) car:
n—-1+0o0o

(-5) oo (e (-5)

nln <1 — e) ~ —e "
n +oo

Par continuité de la fonction exp sur R, pour x fixé dans R,

. e n_ .
lim (1— n> —eXp(—e )

n—-+oo

Notons G la "fonction limite" obtenue, elle est définie par :
VeeR, G(zx)=exp(—e?)

Nous avons G € C! (R,R) donc G € C° (R, R). Ces propriétés nous ameénent a dire que G est une
fonction de répartition et que :

ol Z est une variable a densité, dont une densité fz est obtenue par dérivation de G sur R, est définie
par :

Ve eR, fz(x)=exp(—(z+e "))

c.i
Introduisons Fyz, la fonction de répartition associée & Z,, qui reste une variable & densité, car
obtenue a partir d’'un changement affine a partir de M,,. Elle est définie par :

VneN*, VzeR, Fz (z)=P(Z,<=z])

et Vvne N*, Vz e R:

Fy (x) = P(

Ici quand n est trés grand, n~a est trés petit, dés lors n-ax+1 est trés proche de 1. Mais le probléme
est que 'on ne sait pas pour z fixé dans R, si n~ez+ 1 est supérieur ou inférieur a 1. Tout dépend du
signe de z. Donc :
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osixZO,alorsn’éx—&—lZlet:
(F(n—%x+1)) - 1"
osim<0,alorsn_%a?+1<1et:
1 n 1\a\"
(F(ntes1)) = (1= (-on¥))
1 n
= 1— = (=)
(1-5r)
1 a
= exp(nln(l—(—x) ))
n

Ces deux résultats étant bien sir donnés pour n grand ! Alors :

esiz>0: lim Fz (z)=1.

n—-+oo

esiz<O0:

lim Fy ()= exp(—(—2)%) car nln (1—;(—:::)“) ~ = (=)

n—-+oo 400

et par continuité de la fonction exp sur R, pour z fixé dans R :

Jim_exp <nln (1 - % (—z)“» — exp (= (—2)%)

En notant H la "fonction limite" obtenue, elle est définie par :

o= { P 2 st

H posséde clairement toutes les propriétés d’une fonction de répartition associée & une variable &
densité, car :

e HeC'R,R) (avérifier, c’est évident!) ;

e He(! (]R*_,R) et H eCl (]Ri,R)
Conclusion :

ou T est une variable a densité, dont une densité fr est obtenue par dérivation de H sur R*, sans
oublier de poser que fr (0) =0 . Elle est définie par :

()" P >0 si zeRE
fT(x)_{O si. ze Ry
Sia=1,Z,=n(M, —1) et :
0 si <0
F:x— r si 0<zx<1
1 si x>1

ainsi X1 — U ([0, 1]) et comme :

H(a:)—{ e’ si <0

1 si >0

est la fonction de répartition de T, on montrerait sans difficulté que =T — ¢ (1) donc :

(Za)psy =T o —T (1)
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6 Convergence en loi

@ Nous avons vu au TD précédent que le min d’'un vecteur de VARAD reste une VARAD je ne
referai donc pas la démo. Nous avons :

VneN*, Z,(Q)=[0,1] = VneN*", nZ,(Q)=][0,n]
Soit F,z, la fonction de répartition de Z,, définie par :
VneN*, VzeR, F,z (z)=P(nZ, <z|)
e Pour tout n € N*,
— Pour tout = € [0,n] :

F.z (x) = 1-P([nZ,>x])

avec — € [0,1]
n

— Pour tout z € |—00,0[, F,z, (z) =0.
— Pour tout z € n, +oo[, Frz, (z) =1
Ainsi :
0 si <0
T\ "
VneN*, F,z ()=< 1-— (1—7> si zel0,n]
n
1 si z>n

On doit maintenant étudier liIJIrl F,z, (z), x étant fixé dans R.
n—-+oo

e Soit z dans R_, alors liIE F,z, () =0.

e Soit x dans R et pour = suffisamment grand tel que n > x :

x€X n
lim F, = lim 1- (1 - 7)
m Fuz, (@) =l n
. T
= lim 1 —exp (nln (1— —))
n—-4-o0o n
= 1—¢e"7

car : . na
(nln<177)> ~ —— ~ -
n +oo n —+oo

et par continuité de la fonction exp sur R, pour z fixé dans R :

lim exp (nln (1 - %)) =exp (—x)

n—-+oo

Moralité :

(Zn)psr —2Y o0 Y s e(l)
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@ Tout d’abord en notant ¥ = ¢ (X) ou :
p: Ry — R
T —_ e—)\a:

¢ réalisant une bijection de classe C' et de dérivée non

nulle sur X () = R4, Y reste une variable a

densité avec Y (2) =10, 1] . Soit Fy la fonction de répartition de Y définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])
et :
0 si <0
Fy (z) = P([e*¥ <z]) si z€]0,1]
1 si z>1
0 si <0
= P([-)\X <Inz]) si z€]0,1]
1 si x>1
0 si x<0
1
- P({Xz—nf]) si2e)0,1]
1 si x>1
0 si <0
1
- 1—P<{X —n;’"D six€)0,1]
1 si x>1
0 si <0
1
= {1-Fy <n;> si €0,
1 si z>1
0 si <0
1
1<1exp<)\<r;\$>>) si x€)0,1]
1 si o z>1
Inx
— %>
car 2
0 si <0
= 1-1+exp(lnz) si z€]0,1]
1 si z>1
0 si <50
x si x€]0,1]
1 si z>1
Conclusion :
Y — U (]0,1]) ot méme Y — U ([0,1]) car P ([Y =0]) =0

- Nous savons d’aprés la question précédente que

Vk € [1,n], e *** — U ([0,1]) alors comme

ces variables sont indépendantes, du fait de I’indépendance des variables Xy, et :

(An)psy = Z o0 Z

—e(1)

c.ii
Nous avons vu au TD précédent que le max d’un vecteur de VARAD reste une VARAD je ne

referai donc pas la démo.
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Tout d’abord D,, () = [—lnn, 4o00[. Soit Fp, la fonction de répartition de D,, définie par :
VeeR, Fp, (z)=P([D, <z
et :

si x<—Inn
(max (X1,...,X,)—Inn<z]) si z>-Inn

si r<-—Inn
(max (X1,...,Xp) <z+1Inn]) si z>—Ilnn

or-go huo

si r<-—Inn

P (ﬂ [ Xk <x+1nn]> si z>-—Inn

k=1
si r<—1Inn

H ([Xx <z+Inn]) si z>-Inn

{3
i
{
{

car les variables X sont ind'®®

0 si z<—Inn
(P([X1 <z+1Inn))" si x>—Ilnn
0 si z<—Inn

(Fx, (x +Inn))" si x>—Ilnn

0 si z<—Inn
(1—exp(—x—Inn))" si z>—-Inn
0 si x<—Inn
(1—exp(—x—1Inn))" s z>-—Ilnn

si x<—Inn

n
> si x> —Inn

—x

e

I
0
—
\

n

Etudions alors lirf Fp,, pour cela prenons n suffisamment grand tel n > e~*, x parcourant R.
n—-+0o0o

e—m
Nous avons pour tout n > 1, et pour z fixé dans R, Fp_ (z) = exp (n In (1 - )) or :
n

nln(l—e ) ~ n(—e ) ~ —e "
n +oo n +oo

et par continuité de la fonction exp sur R, pour z fixé dans R :

lim F = —e 7
Jim Fp, () = exp (=)

Cette fonction limite a déja été étudiée dans ’exercice 5 et ses propriétés sont celles d’'une fonction
de répartition d’une variable & densité.

Moralité :

(Dn)p>1 £, T ou T est une variable a densité de densité fr définie par :
VeeR, fr(z)=e "exp(—e*) Loi de Gumbel

7 Convergence en probabilité

@ Vi e [1,n], T; () = {0,1} et :

Vi€ [Ln], P(L=1])= (n_ l)N
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séme

Ezxplication : On a (n — 1) possibilités de placer chaque boule dans n’importe quelle urne sauf la ™€,

et il y a N boules a placer.
Conclusion :
n—1\"
Vi € [1,n] Ti<—>[3<< - > )

et d’apreés le cours :

Vie[1,n], E(T)

Il
VR
S
S|
—_
N—
Z2
o)
-+
=
fan!
Il
VR
S
S
—
N——
2
N
—
|
N
N
S|
—_
N—
Z
~

. L’exercice ne précise rien de spécial concernant ¢ et j, nous supposerons que ¢ # j. (je vous laisse
étudier le cas on i = j).

N
V) € [P, 40 BEL) =P (nT - 1) - ()

;éme

Explication : On a (n — 2) possibilités de placer chaque boule dans n’importe quelle urne sauf la i
et la j®™¢, et il y a N boules & placer. Alors :

n n

N 2N
YV (i,5) € ([L,n])?, i#j, Cov(TiTj)ZE(TiTj)_E(E)E(Tj):(n—2> _(n_l)

n
.c
. Par linéarité de I’espérance Vn > 1, et sachant qu’on a clairement Y,, = E T}, nous avons :

k=1
n

E()

1 n
- “E(Y 1

E (5,)

I

31
N
=
=

I
313
A/
3
S|
—
~
Z

avec :

Nln(l—l) ~ N ~ —a
n/ +oo N +oo

et par continuité de la fonction exp sur R,

1
lim exp (N In (1 — )> =e
n—-+oo n
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@ Pour tout entier naturel naturel non nul n :

) (5
)
))

))
))

n—1

n

n—1

n

(

n—1

1 n
=
= ZVTk )+2 > Cov(Ti,T)
1<i<j<n
N
1 1 n—2
p— —_— —_— 1_7
HaEONEEH NN (C
1<i<j<n
1 1\ n—2
P —_— —_— 1_7
SO0 2 (05
1<i<j<n
1 n n—2
= —|1-- 1 1——
) ) ) () (
R GHREEHBRCSICH)
n
Or :
e lim <1—1> =e @
n—-+o0o n
) 1 an
e lim <1—(1—> )zl—e‘“
n— -+o0o n
m ()
e lim =
n—-+oo n
e lim <”_2) =2
n—+o0o n
2an
e lim (”_1> =20
n—-+4oo n
Ezxplications :
1\“" 1 1
° (1—) :exp(anln(l—)> et anln(l—) ~ —a
n n n ) +oo
. n—1 o1
n +oo
— 2\ 2 2
) (n > = exp (anln (1—)> et anln <1—> ~ —2a
n n n ) +oo
1 2an 1 1
° (n > = exp <2anln (1)) et 2anln <1> ~ —2a
n n n ) +oo
Comme :
N A
n—-+4oo n n n n—-+00 n n
=0
li V(S,) =
RV (Sa) =0
PROBABILITES
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Pour tout w € Q2 :

|Sn (w) — efa| = |Sn (w) —E(Sp,) +E(S,) — efa’
< |Sn (W) = E(Sp)| + |E(Sn) —e™?|

par 'inégalité triangulaire.
e.i )
Comme lim E(S,) = —e “ alors :
n—-+oo
€

Ve >0, dngeN| Vn>nyg, |E(Sn)fe*a|<§

Donc en supposant que n > ng :
€

Ve >0, [|5n (@) ~B(Sn)| < 3

} C IS (W) — e~ < ¢

cela entraine que pour n > ng :

ve>0, Ywe® 0<P (]IS @) -E(Sa)l<3]) <P (IS @) —e <e])
soit encore :
Ve>0, YweQ, 0<1-P ([|sn (W) —E(S,)| > %D <1-P (S, () — e >¢])

Ve>0, YweQ 0<P([S)(w)—e | ze) <P ([19) () ~ESn) 2 5))

e.iii

Selon le résultat précédent et I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Ve >0, ¥n>mng, Ywe 0§P([|Sn(w)fe*“|25])3P([|S,L(w)—E(Sn)|>—

et par le théoréme d’encadrement :

Ve>0 lim P([|S,(w)—e?>¢])=0

n—-+4oo

e.iv
Par définition de la convergence en probabilité :

(Sn) L, C ot C est la variable certaine égale & e”

a

8 Convergence en probabilité

e Calculons pour commencer E (S,,). Comme S,, s’exprime comme somme de variables de Bernoulli,
elle admet une espérance (et une variance au passage) égale 4 :

B(S) = 5> E(V)

n

Y P (XX =1])

i=1

:%meﬁummzm

1 n
- E;Zﬁ

= p2

1

n
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e Calculons la variance de S,,. Nous avons :

V(Sn):% fjvm)m S Cov (v, Y))

i=1 1<i<j<n
avec :
- Sij>i+1, Cov(Y;,Y;) =0 car les variables Y;,Y; sont clairement indépendantesﬂ
- Sij=i+1:
Cov(Y;,Y;) = E(X; X7, Xiy2) —E(Y;)E(Y))
= P(Xi=1N[Xip1 = 1N [Xi2 = 1)) = p'
= P([Xi=1)P([Xit1 = )P ([Xsp2 = 1]) —p
— PP _pt
Notez que Vi € N*Y; — B(P([Y; =1])) donc V; — B(P ([X;Xi+1 =1])), autrement dit
Y; — B ((P ([Xi = 1]))2> , soit Y; < B (p?) ce qui entraine que :

E (Vi) =p* et V(V;) =p° (1 -p°)

Moralité :

V (S, = $<§p2(1p2)+2 > (p3p4)>

1<i<n—1

L) 201 (P - )

(n — 2p + 3np) (1 — p) p?
n2

Notons que lim V (S,) =0 du fait que :

n—-+oo

(n—2p+3np) (1—p)p*  (1+3p)(1—p)p°

n2 n—00 n

D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V (Sn) (n — 2p + 3np) (1 —p) p2

Ve >0, P([|S, —E(S,)|>¢]) <

o2 P([|Sn_p2| >5}) < n2e2

Le passage a la limite donnant lim P ([|S, — p?| > €]) = 0 ce qui équivaut & dire que :

n—-+oo

2

P
(Sn)nGN* — P

9 Convergence en probabilité

@ Comme S, s’exprime comme somme de variables finies alors S,, admet une espérance (et une
variance au passage) égale a :

E(S,) = E (X))

1

S|

K2

(1-2p")

n
n
=1

9

1 n’y a pas de ”chevauchement” des indices !
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et :

lim E(5,)=1

n—-+o0o

.b
. C’est typiquement le type de question nécessitant I’emploi de 'IBT. Il ne nous manque donc la
variance de S,,.

VE) = By v
- 3 _ (B(x?2) - ®x)))
= w0
i

et :

alors :

C’est 1a que 'exercice 7 va nous sauver !

Yw € Q,

S (w) =1

| (W) —E (S,) +E (5,) — 1]
S (w) —E

()| + B (S) 1]

IN

W

par l'inégalité triangulaire. Comme lim E (STL) =1 alors :
n—-+o0o

Ve>0, ImeN | Vazmn, [E(S)-1<3
Donc en supposant que 7 > ng :
ve>0, [Si-E(S)| <3| ¢ [Sa-1]<¢]
cela entraine que pour n > ng :
ve>0, 0<P([[S.-E(S)| <) <P (S -1/ <e))
soit encore :

Ve > 0, ogl_p([;sj_E(sj)fng <1-P([|S -1 >¢])
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enfin :

ve>0, 0<P([[Sa-1]2¢) <P ([[Se-E(S0)] = 5))
et selon 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

4V (S,)

2

Ve>0 Vnzmo, 0<P([[Si-1[2e]) <P (|[S.-E(S)|=3]) <
et par le théoréme d’encadrement :

Ve >0, lim P([|S,—1>¢])=0

n—-+oo

Par définition de la convergence en probabilité :

(STL) P, 0 ol C est la variable certaine égale a 1

10 Une autre forme de la loi faible des grands nombres

1 o=n
C’est comme d’habitude en notant X,, = — > X et :
n j=1

YweQ, | X, (w)—m| = |Xn(w)-E(X,)+E(X,)—m|
< X (@) - E (&) +[B (Xn) —m|

par l'inégalité triangulaire. Comme lim E (X7n) = m alors :
n—-+o0o

Ve >0, 3ng€N,| Vn>no, [E(X,)-m|<<
Donc en supposant que n > ng :

ve>0, [X-E(X)|<3] ¢ [Ka-m|<]
cela entraine que pour n > ng, Ve > 0 :

0<P([[X-BEEX)| <35]) <P (X —m|<e])

soit :

0<1-P([[X-BEX)| = 5]) <1-P([Xi—m|><])
et encore :
0P ([[Xn—m|><]) <P (|[X0 - B ()] 2 5])

et selon 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

4v (X,)
52

ve>0, ¥nzno, 0P ([[Xn—m|2e]) <P ([[X-BF)| 25]) <
et par le théoréme d’encadrement :
Ve >0, lim P([[X,—m|>¢e])=0

Par définition de la convergence en probabilité :

(X7,L) P, C ot C est la variable certaine égale a m
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11 Convergence en probabilité d’une suite de variables suivant
une loi béta
@ On vérifie aisément que :
o f>0.
o f>0sur R.

e f est continue sur R sauf éventuellement en 0 (cela dépend des valeurs de n, m).

+oo
. / f converge et vaut 1 par la définition de f et de B (n,m).

— 00

@ Calculons d’abord la valeur de B (n,m) . Par une intégration par parties (les fonctions u et v en
jeu étant de classe C! sur [0,1]) :

1
¥V (n,m) € N* x Ng, B(n,m) = 2" (1 —2)"  da

x™ ! m—1 (!
= [ (1- x)ml] + / " (1—a)" *da
0 0

donc :
m—1
B(n,m) = ——B(n+1,m-1)
n
(m—1)(m-—2)
nint D) (n+2,m—2)
(m—1)!
= B 1
nn+1)---(n+m—2) (n+m1)
avec :
1
B(n+m,1) = /x”+m*2d:c
0
- 1
T on+m-—1
et finalement : N N
(n+m—1)!
Donc :
E(X ) N 1 /1 n(l )m—ld
nm B(n,m) Jo . .
_ B(n+1,m)
N B (n,m)
n
E (X =
(nm) n—+m
et :
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B = g f, =0
_ B(n+2,m)
B B (n,m)
n(n+1)

(n+m)(n+m+1)

Finalement selon le théoréme de Huygens-Koenig :

nm

V (Xom) =E (X2 ,,) = (B (Xom)” =

(n+m)>(n+m+1)

. Je vous laisse reprendre, seuls, pour la cinquiéme fois le raisonnement de l’exercice 7 (c’est du

"copier-coller") montrant que :

(Xn,m) P, 0 ot O est la variable certaine égale a 0

12 Variables presque stirement égales

Nous avons :

P i V>
Xdper- — Y _ ve>0, lim P (IXn Y|>
(Xo)pene — 7 ve>0, lim P (|Xn — 7>
Ve >0, lim P (|Xn —Y| <
— n—-+4oo
ve>0, lim P <|Xn — 7| <
Or comme selon 'inégalité triangulaire :

< V=X, + X, - Z|

il existe un rang n a partir duquel :

Ve > 0, ([|Xn—y\ < g]ﬂ {|Xn—Z| < %D clly -z

donc :
I -2z ([Ix-viz 5 ]U|IX. - 212 3])

et croissance de P et 'inégalité de Boole :

|
—_

DO ON| ™M DN OR| ™
Il
—_

— N —
Il
o] e}

< g

P(IY -2l 2e) <P ([IX0 -V 2 2]) + P ([1X0 - 212 5])

Par passage a la limite quand n tend vers U'infini :

Ve>0, lim P([Y 2| >¢e)=0

soit :
Ve>0, P([[Y—-Z|>¢])=0

et donc en prenant € aussi petit que ’on veut il y a une probabilité infiniment petite que les valeurs

de Y et de Z different, donc :

Y =7 presque stirement
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13 Analyse et probabilités : le théoréme de la limite centrée

Pour n € N*, introduisons X1, Xs,...,X,, n variables indépendantes et de méme loi de Poisson de
parameétre 1. Alors d’apres le cours :

k=1

Le théoréme de la limite centrée nous donne :

Sp—n 0 1 2
li P : <0 = TEdt
am P[22 so]) - [ e
_ 1
)
Or :
Sp—n
< = <
<o) = sl
= L'ﬂ [Sn = k]
k=0
Donc
P({S"R<OD XH:P([S — )
Vi k=0 !
B n . nk
Ze %l
k=0
Conclusion :

14 Analyse et probabilités : le théoréme de la limite centrée

Pour n € N*, introduisons Xi, X, ..., X,,, n variables indépendantes et de méme loi binomiale de
n

parameétres 1 et 1/3. Alors d’apres le cours S,, = > X — B(n,1/3). Le théoréme de la limite
k=1

centrée nous donne :

) S, —n/3 /0 1 e
1 P(|———/— <0 = ——ce 7 dt
(| van/s = - [

1
T2
Or:
s - e
3
= IS =4
k=0
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Donc :

Conclusion :

(|

Sp —n/3
Von/3

< OD = Y P([S.=k)
AHIGNG
)

N

oToToTok
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