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Correction de la fiche 9

La correction comporte [L8| pages

1 Estimation ponctuelle et risque quadratique

2 n
@ Nous avons par définition 7,, = — ZX’“ et comme les variables X, admettent chacune une
n

k=1
espérance et une variance, T,, admet a son tour une espérance et une variance. Il vient par linéarité de

I’espérance :

E(T,) = >3 B(Xy)

[\
)

S
ro|

bl ™
HM3 HM:
= —

Conclusion :

’B (T, a) = 0 et T), est un estimateur sans biais

Comme T, est un estimateur sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance soit :

EQ(T,,a) = V(T,)
— v (X))

4 n
= 3 >V (Xy)
k=1
par indépendance des X,
4 - a?
= mln
k=1

Conclusion :

2

BQ(T,.a)= o

@ On sait qu’en notant respectivement Fr, et Fx les fonctions de répartition de 7, et de X nous
avons clairement Frr, = F% qui donne :

0 si <0
x n
Fr (z) = (g) si x€[0,a]
1 si x>a

Nous voyons & ce niveau que :
e Fr/ est continue sur ]—oo, 0[ (fonction nulle) ;
e Fr/ est continue sur ]0, a (fonction constante égale & 1) ;

e Fr/ est continue sur [0,a] (monome) ;

limFT/ =0= hI+IlFT/ = FT/ (O) ;
n () n n

0~

donc Fr est continue sur R.
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e D’autre part Frr; est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et a.
Tout ceci fait que F7v possede toutes les propriétés requises pour affirmer que 77, est une variable a
densité dont une densité f7: est obtenue par dérivation de Frr 1a ot ¢’est possible, et en complétant
la définition de f7: en donnant des valeurs arbitraires et positives en 0 et en a. Ce qui donne par

exemple :

0
fry (z) =

nmnfl

aTL

si x €]—00,0[U]a,+oo]

si z€l0,qd]

e T! étant une variable & support fini, elle admet une espérance et une variance avec :

E(T})

Par conséquent :

B(T,,a)

Conclusion :

I
e

n+1

nwn-{-l :| a

n—|—1 a”

E (T, —a)
E(T,) - E(a)
n+1

e Le moment d’ordre deux de T, existe et vaut :

E(T7)

I
oo

n—|—2

n+2 :|a

n—|—2 a”

T/ admet une variance donnée par le théoréme de Huygens-Koenig égale a :

V(T},)

Dans ce cas l'erreur quadratique de 7T,

E (1}?) — (E(T}))”
na2 na 2
n+2 (n + 1)

TLGQ

(n+1)*(n+2)

par rapport a a vaut :

EQ(T),a) = V(T})+(B(T},a)’
na? ( a )2
(n+1)°(n+2) n+1
2a? 2a?
EQ (T -~ —
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c ) . . )
Comme la variable T} admet une espérance et une variance, 7,/ admet & son tour une espérance
et une variance, car obtenue par transformation affine, avec :

B = (M5B

n

(n:1> . <n7f1>

= a

Conclusion :

’ B(T),a) =0 ce qui fait que T}/ est un estimateur sans biais de a

Comme T est un estimateur sans biais, son risque quadratique est égal & sa variance soit :

BQ (1) = (”“)zvm;)

T+ 17;26LG+2) (n: 1)2

EQ(T},a) = nn+2) ~ 3

@ Pour de grandes valeurs de n :

’TT’L’ est le meilleur estimateur de a‘

2 Estimation ponctuelle

@ Par théoréme, nous avons :

YneN*, S, < P (n))

Ainsi Vn € N*, E (S,,) = V (S,) = nA donc Vn € N*:

B(X) = LB(S)

par propiété élémentaire de

1
= —nA
n

= A (1)
et

— 1
Y (Xn) = ﬁV (Sn)
par propiété élémentaire de V
1
A
n
ce qui entraine que : -
lim V (X,) =0 (2)

Selon (1) et (2) nous obtenons une condition suffisante pour dire que :

’Xn est un estimateur sans biais et convergent de A
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b.i
Par le théoréme de transfert :

T, admet une espérance

— Z P ([Sn = k]) est convergente

k>0
_re ™ (nA)”
> e n T est convergente
k>0 ’
A (n)\efl/”)k
—pa \AE )
<= Z e A est convergente
k>0

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série
. 1 . ) A
exponentielle avec nAe”» € R. Dans ce cas E (T},) existe et est égale a :

= (n)\e_l/") b

E(T,) = ™) o

— e (m (1)

1
Comme E (T},) # e~ mais que lim E(T},) = e~ du fait que e=# —1 ~ —— cela entraine que
n—-+oo o0 n
nA (e7/m —1) -~ —\ et par continuité de la fonction exp, nous pouvons conclure que T}, n’est pas un
o0
estimateur sans biais certes, mais un estimateur asymptotiquement sans biais.
b.ii
- Les valeurs de X7 lorsque I’événement [S,, = s] est réalisé appartiennent a 1’ensemble [0, s], et
VEk € [0, s] :

P ([X: = KN [S = s))

P ([Sn = s])

- P ([Sn = s])
_ P(Xi=KNn[Xo+- -+ X, =5—k])
B P ([Sn = S])
 P(Xi=k)P([Xo+ -+ X, =5—k])
B P([Sn = 3])

par indépendance des X,
D SR e LN (R D DY s!
B T (s —k)! P (nA)®
B ! A ((n—1) N
 Kl(s—k)! % (nA\)®

3) (=)
Qe

en notant que Xo + -+ + X, < P ((n — 1) \). Selon (3) :

Il

/N N
I »
N N

1
La loi conditionnelle de X; sachant que [S,, = 5] est la loi B <s, )
n

En particulier :
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0 admet une espérance

k
1
— (1 — n) P ([Sn = k]) est convergente
k>0
1\* e (n)\)]C
— 1—— | ————— est convergente
n k!
k>0
A (- )"
— Ze—" i n est convergente
k>0 ’

Calculons pour commencer, en cas d’existence, E (5) . Par le théoréme de transfert :

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série

1 3
proportionnelle a la série exponentielle de parameétre n <1 — > € R. Dans ce cas E (9) existe

n
et vaut :

~ 2 (1 - L))"

B(F) - ey (nA ( - x))
k=0

= e ™exp(nA—\)

= exp(nA—ni—\)

o

=0

Ainsi selon (4) :

0 est un estimateur sans biais‘

b.i ~ 5
Calculons la variance de 6 et montrons que lim V (0) = 0.

n—-+o0o

—~ ~2
0 admet une variance <= 6 admet une espérance

~2
et par le théoréme de transfert # admet une espérance

(1—1>2kP([Sn:

= Z k]) est convergente
n
k>0
2k _na k
1 A (pA
= Z (1 . > % est convergente
n !
k>0
k
(mr(1-2)%)
= Ze_”’\ﬁ est convergente

k>0

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série

~2

proportionnelle a la série exponentielle de parameétre nA (1 — %)2 € R. Dans ce cas E (0 ) existe

et vaut :

9 +oo (nA 1—%2k
() - g )

. o ))
el
- e (o)
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§ admet une variance égale, par le théoréme de Huygens-Koenig, & :
PN ~2 0 2
v(E) = B(@)-(=())

A

= exp (n — 2)\> — (e_)‘)2

= exp (A — 2)\) —e
n

= 2 (e% - 1)

Comme :
e —1 ~ A
‘oo n
—2)
— 2 (e%—l) ~ Ae
+o0o n
— | lim V(8)=0 (5)
n—-+oo

Nota bene : selon (5), 6 est un estimateur convergent.

3 Estimation ponctuelle et par intervalle

@ Pour déterminer une densité de X nous déterminons sa fonction de répartition F'x a ’aide de la
formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements de probabilités non nulles
([X <a],[X > a]), ce qui donne pour tout réel x :

Fx(z) = P(X <z

= Py (X <2))P([X <a]) + Pixso (X <2]) P([X > a])
0 si <0
(2>><P([X§a])+OxP([X>a]) si ze0,d]

- 1><P([X§a})+<:f:z>><P([X>a]) si z€[a,1]

si o x>1

0 si <0

) % si z€]0,q]
;Jr;(f_Z) si € Ja,l]
1 siox>1
0 si <0

) % si z€]0,d]

- r—2a+1
S-a) si € a,l]
1 si z>1

Je vous laisse démontrer que F'y posséde les propriétés recquises pour confirmer que X est une variable
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a densité dont une densité fx est obtenue par dérivation de F'x ce qui nous donne, par exemple :

: i welod
% si x ,a

fX(ﬂf): # i 1
50 —a) si z € [a, 1]
0 sinon

Comme X est une variable bornée, elle des moments a tous ordre, donc en particulier une espérance
et une variance. Aprés un petit calcul sans prétention utilisant la relation de Chasles, nous obtenons

que :

_2a+1
T4

44 (2a—1)°
48

E (X) et V(X)=

@ La variable M,, admet une espérance et une variance en tant que somme de telles variables avec

E(M,) — nEéX)

= E(X)
2a + 1

et :

Conclusion :

En prenant :

son espérance, qui existe, est égale & :

E(Tn) = 2E(M’n)7

et sa variance, qui existe aussi, vaut :

v (Tn) = 4V (Mn)

Ainsi comme E (T),) =a et lim V(T,)=0:

n—-+oo

’La suite d’estimateur (77,), est sans biais et convergent de a
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c
Comme a € ]0, 1] nous avons :

44 (20 —1)
12n
5

12n
car (2a—1)* <1

\% (Tn) =

<

Selon l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous écrivons :

Ve >0, P((T, - B(T) > ) < V4
soit, selon (6) et (7) :
Ves 0, P(IT ol 2)) < 1oy
ou encore :
¥e>0, P(Th—c<a<Ty+e)) 21— 5

Pour que lintervalle [T;, — ¢, T, + €] soit un intervalle de confiance au risque a pour a, il suffit
que € soit tel que :

T ol

/5
> -
£= 12no

@ Comme M, est une somme de variables indépendantes et identiquement distribuées alors
le théoréme de la limite centrée permet d’affirmer que la suite (M,,),,~, est convergente en loi vers
une variable normale. D’autre part vous devez savoir que toute transformation affine appliquée a
une variable normale redonne une variable normale. Par conséquent comme la variable T, est
obtenue par transformation affine a partir de M,,, le théoréme de la limite centrée permet de dire
que :

soit tel que :

. I —a . . ) s
La suite | —— converge en loi vers une variable normale centrée et réduite
V(Tn) >1

puisque, ne 'oublions pas E (T,) = a.
Comme vous connaissez par coeur la table donnant les valeurs de la fonction de répartition de la loi
normale centrée et réduite, ce n’est donc pas & vous que vais apprendre que :

P ( < 1.96]) ~ 095

T, —a

VVI(Ty)

soit donc :
T, —a
P —-1.96 < —<1.96 =0.95
( VV(T) D
ou encore :
P ([71.96«/V (T) < T —a < 1.96y/V (Tn)D = 0.95
et enfin :

p ([Tn —1.96\/V (T,) <a< T, + 1.96@]) = 0.95

L’intervalle de confiance pour a & un risque inférieur a 5% est donc :

[ T, —1.96\/V (T,) ; Tu+196/V(T,) |
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qui est inclus dans l'intervalle :

[5 [5
T, —1. — . T,+1. -
[ ! %6 12n n +1.96 12n}

ou le risque pris est inférieur a 5%.c’est a dire que U'intervalle de confiance obtenu, est observable
avec un risque inférieur & o = 5%.

/| 5
@ La longeur de U'intervalle trouvé a la question c. est de 2¢ supérieure ou égale a 2 T2’ et ala
no

/5
question d. elle est de 2 x 1.96 o’ En notant R le rapport des longueur nous obtenons :
n

5
2\ 13
R Z no
5
2 % 1.96,/
x 12n
1
> 051024/~
«
> 05102y
= v 0.05
> 29817

Conclusion :

La longueur de 'intervalle de confiance au risque de 5% de se tromper donnée par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est de longueur au moins égale & 2.3 fois plus
grande que celle donnée par le théoréme de la limite centrée

4 Estimation ponctuelle

La variable S, est a valeurs dans [a,b]. Si z € [a,b] alors :

On en déduit que :

Fs, (z) = P([S, <))
0 si z<a
= (i:j) si z € la,b
1 si z>0b

Je vous laisse voir rapidement que les propriétés de Fis, nous permettant de dire que S,, reste une
variable & densité de densité associée fg, telle que :

0 si r<a

] a—a!
fs, (¥) = NW

0 si x>b

si z € la,b)

Comme S,, est a support fini elle admet une espérance égale a :
+oo
E(S,) / tf(t)dt
— 00
b n—1
_ / REE—a)
a

=)
" @—ata)(@—a)"
S A =t
_ b (1‘ _ a)n b a (x _ a)n—l
= /a ni(b o) dx + /a ni(b )" dx
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(fE o a)’n+1

n+1

o[z

a

a

1 n
E(S,) = —b
() n—|—1a+n—|—1

a.ii
En calculant de méme E (S,QL) en supposant que [a, b] = [0,1] on obtient facilement :

V(S)) = E(S) — (B(S)’

(n+2)(n+1)>

La transformation affine © — a + (b — a) z permet d’achever le calcul et donne :

n(b—a)’

Ve

Comme E (S,,) #b:

’ S, n’est pas un estimateur sans biais de b

Comme lim E(S,)=5b:

n—-4o0o

’ S, est asymptotiquement sans biais de b‘

[a.v]
- Comme E (S,,) < b on risque en moyenne de | sous-estimer b | en ne corrigeant par S,.

@ Les mémes calculs conduisent a :

n 1
E(l,) = —b
( ) n+1a+n+1

On fait les ’ mémes remarques ‘ qu’aux questions précédentes sur les qualités de I,,.

On déduit :

E(S,) = —b
(Sn) n+ la + +1
n
E(I,) =
(In) n+ 1a + n+1
a nE(I,) — E(S,)
N n—1
<~
- nE (S,) —E(I,)
N n—1
Des estimateurs A,, et B,, sans biais de a et b sont :
A, = M et B, = nsni—lfn sont des estimateurs sans biais de a et b
n— n—
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5 Estimation ponctuelle et par intervalle

Nous avons :

0 si <86
Fx (z) = @ YN AN

| |
- La encore c’est une question culturelle qui donne (et que vous devez retrouver en concours) :

X admet une espérance

+oo
= / xf (x) dz est absolument convergente

—0o0

+00 A+1

i

< T | — dz est convergente
0 0 x

+oo 0 A
/ A (> dx est convergente
0 xz

A>1

11

et

X admet une variance

X? admet une espérance

11

—+o0
/ 22 f (x) dx est convergente

— 00

+oo )\ 0 A+1
2
/ o <> dx est convergente
"] X

!

0

—+oo A A
/ ——7dx est convergente
9 T

11

A>2

Conclusion :

SiA>1, E(X)=-"—
02

SiA>2, V(X):m

a.iii

a densité et nous noterons Fy sa fonction de répartition. Nous avons Y (2) = R’ et :

x
Les propriétés de ¢ : x +—— In (5) sur RY nous permettent de dire que Y reste une variable

e Siz <0, Fy (z) =0.

e Siz>0:

A
fe”

— 1 _ ef}\m
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Conclusion :

Y —e(A) soit Y<—>F<i,1>

@ Tout d’abord :

I
]
=

ou les variables Y; sont indépendantes car les variables X; le sont. Alors par stabilité de la loi
gamma pour la somme de variables indépendantes nous pouvons dire que :

T%F(i,n)

Une densité de T notée fr est définie par :

0 si z<0 0 si <0

Az, ,.n—1 n_—Ar,.n—1
T) = e x . = Ae T .
Ir (@) si x>0 —— si x>0

(1/N)"T (n) (n—1)!

c ~ n
Nous avons A = T et donc d’aprés le théoréme de transfert :
X admet une espérance

to
= / — fT (z) dz est absolument convergente

+o0 n\"e -z T 2
<= / il ———— ——dz est convergente
(n —

+oo e 1/)\ x(n 1)-1
= / — dx est convergente
”*1 1/ (n=2)!

n /+OO e_l/i,\x(n—l)—l
(/)" (n—1)

dx est convergente
n—1 &

1
En introduisant G une variable aléatoire suivant la loi gamma T’ <)\,n — 1) nous pouvons donc

+o00 _1/% (n—1)—1
/ ¢ n}f der =1
o (N IT(n—1)

affirmer que :

A admet une espérance égale a :

@ Cherchons un estimateur de A. Pour cela il suffit de prendre :

— n-1
M=o
n
car dans ce cas E (5\;) existe et vaut :
— —1_ /~
E(h) = B ()
n
= A
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Pour savoir si I'estimateur A\; est convergent montrons que lim V ()\1> =0.
n—-+4oo

A admet une variance

~2
A admet une espérance

<~
+o0 A 2
= / (5) fr (x) dx est convergente
+oo n2/\nef)\mx77.73
== / ——— dx est convergente
0 (n—1)!
(nA)? teo 6_1%\3:(”—2)—1
S — dx est convergente
(m—1)(Mm-=2))o (1/N)"*(n-3)
(n)\)Q +oo e_l/i,\x(n—Q)—l
S — dx est convergente
m—1)n-2))y (1/N)"*T'(n-2)

1
En introduisant H une variable aléatoire suivant la loi gamma IT" (A,n — 2) , nous pouvons donc

affirmer que :

400 TT/N (n-2)-1
Q/ c n_f de =1
(/N T (n—2)

~2
et que E ()\ ) qui existe vaut :

(V)= = Teg

X admet une variance égale selon le théoréme de Huygens-Koenig 4 :
~ 2 SN
V() = B()-(=0)

N <n(f>k<)nz2> - (nm1>2

A2n?
(-1 (n-2)
et comme lim V (j\;) = 0 du fait que :
n—-+oo
\n? A

(n—1)*(n—2) + n

nous pouvons affirmer que :

L’estimateur A\; est convergent

@ Nous avons :
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Nous obtenons donc que :

vn Vn
I — . v = 4,18 N 6.22
s (M) [ Jn+ 19670 \/5—1.96/\0 [ ’ ]

6 Estimation ponctuelle

@ D’aprés le cours, la stabilité de la loi de Poisson pour la somme de variables indépen-
dantes nous permet d’écrire que :

(X+Y = PO+p)]

Pour les mémes raisons on montre trés facilement par récurrence que :

NSE

Sn = Xk — P (n/\)

k

1

@ Comme S,, admet une espérance, M,, en admet une aussi égale a :

B(M,) = LB(S,)

A
n
= A

Ainsi B (M, A) =0et :

’ M, est un estimateur sans biais de )\‘

Comme S,, admet une variance, M, en admet une aussi égale a :

1
V(Mn) = EV(Sn)
ni
T w2
A
V(Mn)*ﬁ

c.i
Par le théoréme de transfert :

T,, admet une espérance

— Zexp (—qs) P ([S, = k]) est convergente
k>0

kY e ™ (nA)”
<~ Zexp (—qn> w est convergente

k
(n/\e n)
— Z e 7 est convergente

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’'une série convergente en tant que

q
série proportionnelle a la série exponentielle de paramétre nAe™ » € R. Dans ce cas E (T,) existe
et est égale a :

+ A —2yF
E(Tn) _ 6771)\ (n ¢ n)
k=0

_ —nA ( A —g)
= e exp (nAe n
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E(T,) = exp (n)\ (e_% — 1))

Comme E (T},) # e~ :

’Tn n’est pas un estimateur sans biais de e~ ‘

lim E(7,) =e

n—-+o00

car :
q
nA (e_n — 1) ~ ——= ~ =)
et la fonction exp est continue sur R.

c.iii

Par le théoréme de transfert :

T, admet une variance

T? admet une espérance

<~
= Zexp —q% P ([Sn, = k]) est convergente
k>0 n

2k e ™ (n\)"
<~ Zexp (—qn) w est convergente

|
= k!
_20\*
nie n
Z e—nAT est convergente
k>0 '

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’'une série convergente en tant que

2q

série proportionnelle i la série exponentielle de paramétre nAe™ » € R. Dans ce cas E (T 3) existe

et est égale a :

S
— e <n)\ <e—";:’ _ 1>)

V (T,,) existe et vaut par le théoréme de Hyugens-Koenig :

2q k
+oo (n)\en)
E (TZ) — ef’n)\ Z
k=0

= e ™exp (n)\e_

<l

V (T,) = exp <n)\ (e—an - 1)) — exp (202 (e—% -1))

car :

et la fonction exp est continue sur R. On a aussi :

lim (E (T,))* = e~ 24*
Donc :
lim V(T,)=0

n—-+oo
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T, étant un estimateur asymptotiquement sans biais de e~9* de variance tendant vers 0, ceci est une
condition suffisante pour dire que :

T, est un estimateur convergent ‘

Comme ¢ (S,,) un estimateur sans biais de e~ 9%, E (g (S,)) exite et vaut :

+o0
> g(k)P([S, =k]) = e
k=0

Soit :

soit encore :

Nous avons :

et grace au résultat admis :

VkeN, g(k)= ("_q>k

n

Ainsi le seul estimateur sans biais, fonction de S,, de e~ 9 est :

S’Vl
T = (1 - 9)
n

d.ii

’ Lorsque ¢ > n on risque d’estimer une probabilité par un nombre négatif si S,, est impaire !

Nous avons :
(-0"
exp (Sn In (1 — %))

N
I

12
@

[}
T
/‘\
<&

Q
N——
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et

’ Z,, est trés peu différent de T,

7 Régression orthogonale

@ La droite de régression ou droite qui minimalise la somme des carrés des écarts de
n points & une droite quelconque, dépend de I’écart utilisé. Nous développons dans cet exercice
les calculs dans le cas ou I’écart retenu est tout simplement le carré de la distance du point a la
droite. Nous avons : o

L’angle B;A; A est égal a l'angle 2’ A}z, comme angles & cotés prependiculaires. Dans le triangle
rectangle A4; A B;, on a (A;B;)” = (A;A})? + (A} B;)? ce qui sécrit :

(yi —czi —d)? = (44 + (A;A) tan® o
(A4;40) (14 tan® a)

En posant ¢ = tan o, nous obtenons :

— cx; —d)?
AA/ 2 — (yl CT;
( g l) 1 +02

5 (yi — ez — d)° .
@ De f(c,d):;H—CQ, on déduit f}(c,d 1—|—CQZ ; —d). Pour d = dj
avec : B

S

Il
S|
N
\ M:

<

.

M:

8
N———

on a f (¢,d) = 0. On obtient alors :

- i —CT; — Y 7)*
f(C,do) _ Z(yl CT; y+0)

— 14 c?
1 i (o o2
= Yi sz)
2
1+c :
1 " (] L I L] 2
= 1ia Z (029&‘ — 2¢cx;Y; + Y )

1 2 n [ ] i L N )
= C E m- —2c E Ty +
2 K3 ’Lyl y’L
l+c ( i=1 i=1

= (02326 2087J+S)

Dot : 5
n
fele,do) = T+ & (Psay —c (55— 52) = suy)

L’équation f) (c,d) = 0 admet deux racines distinctes :

4T3 (a— (O‘2+4)1/2> et o= % (a+ (a2 +4)1/2)

Le produit des racines vaut —1. Elles sont donc de signes contraires. Effectuons le tableau de variation :

c —00 c1 0 Co +o00
1l (e, do) + 0 0 +
fe (Cv do) nsé /S fe (Cl» do) N fe (02, do) / nsi
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Il nous indique que le minimum global se situe en f. (ca,dp).

probléme de minimisation sont donc :

c
L’équation cherchée est donc :

do

y_
o b(or 9

y=

[\J\)—‘

(a+ (a2+4)1/2)x+d0

IoToToTok
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