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Le 07/05/2013 a 0TH55

Les résultats du cours en un clin d’oeil

FORMULES COMBINATOIRES '

Soit n un entier naturel,
> i k= n n—i—l

n(n+1)(2n+1)

> z 2 = nlet)Cntl)
n 2

> k:3 — (ngn—&-l ) )

El > (Z) = p!('rzlip)! avec 0 < p <n.
» On pose () = 0 lorsque p > n.

IEI >V (n,p) € N?, p<n, (7) = (,,) (symétrie).
>V (np) EN*, L<p<n, (7)=2(")

> V(n,p) e N? 1 <p<n, (Z) = (Z:i) + (";1) (triangle de Pascal).

d
>V (p,d) e N? p<d, nzp (Z) = (ﬁﬂ) (triangle de Pascal généralisée).

Formule du binéme de Newton : V(a,b) € C2, (a+b)" =

p=0
n

[P]»v(np)e N p<n, 3 (2)=2"

[n/2] L(n=1)/2,
bV eN, Y (p)=2"""=

p=0

b Ve N, 30 k(7) = n2n
k=1

(2pn+1)-

Formule multinomiale (HP mais ...) V(a1,...,a,) € R?,
n!

| ] 'G?IX---XaZP:(a1+...
{(7L1)"')7Lp)6[[077l]]p Nps X Ngi X oo X Nyt

ni+-+np=n

coeff. multinomial
n

V.D.M. V (n1,n2,n) € N?, n < ny +ng, ) (7;1) (nnfk:) _ ('n1+n2)_

[BJn e, 35 ()= () _
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i (;) ak‘bn—k'-

+ap,)" oun € N.

. V.D.M. généralisée (HP mais ...) V(NV,..., N}) € NP,

{(’“’Jrv”l; €fo.n]* (Y (02) e () = (Mt + ),
n1 nE=n

.V (n,p) e N?, p <, 3 1=(7).

1<iy <ig < <ip<n P

V(n,p)G]Nz,n21 3 1= (P70,
1<i) <ip<r<ip<n b
n
@ >V(n,p) €N27p§na v(apv"'va’n) Eva H Ak = Qp X -+ X G
k=1
n v
» On pose [ ar =1 quand p > n.
k=p
El Soit n un entier naturel,
n
» [[ k=n!

k=0
> ] (2k) = 2"n!
k=0

(2n + 1)!
2k+1) = ——
> kD) =

DENOMBREMENT I

» Soit A et B deux ensembles tels que A est fini et B C A, alors |B| < |A] et
|A - B[ = |A| - [B].

» (|Al=|B|]) & (A= B).
> IAL+JB|=|AI+IBI,'L+J A = 30 14
k=1 k=1
» Vn € N¥, ‘HAk = H |Ak|
k=1 k=1
Poincaré : Vn e N*, [ 4| = 3 (=1)*! > |Ai, M. N Ay
k=1 k=1 1<y <in<--<ir<n

@ Partition d’un ensemble : On dit que la famille d’événements (A;),.; est une
partition de E:Vie I, A; #0, (V(i,j) € I*,i#j) = (A NA;=0)et i) A, =E.
el
Remarque : c’est la méme déf. pour un SCE avec E = Q).

Lemme des bergers : Soit E et F' deux ensembles finis et f une application
surjective de E vers F. On suppose dp € N* | Vy € F, |f_1 ({y})| =p, alors |E| =p|F|.

Nombre d’applications de E vers F : |A(E,F)| = |F||E‘ .
Nombre d’injections de E, vers F,, avec p <n: AP.
Nombre de permutations de E,, avecn € N*: A7 =n
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Nombre de p—Ilistes de E,, : n?.
Nombre de combinaisons de p éléments de E,,, avec 1 <p<n: (2) =
Nombre de parties d’un ensemble E : |P (E)| = 27l
Probléme des anagrammes :

n— N—n1— =Ny n!
() X (") > (7ML = e
Nombre de suites :
> [{(z1,32,...,2p) € (N |1 <y < <

| <xl_ n} = (2).
>}{<x1,x2,...,wp>e<N*>"|1Sx1sm <n}j|= (Y.

ESPACES PROBABILISES I

El Tribu : Tout ensemble de parties d'un ensemble 2, contenant €2, stable par réu-
nion av plus dénombrable et par passage au complémentaire, s’appelle une tribu ou o—
algebre sur 2, souvent notée A. Autrement dit : QQ € A, VA € A, A € A, pour toute suite

+oo
(A4,) d’événements de A, |J A, € A.

n>ng
n=ngo

El : 0 € A, A est stable pour N,

[P]»o(4)={0,4,4,0}.

> Soit (Ag)pex un SCE alors o ((Ag) ek ) = { W A|Le P(K)}
IEL

» Si  au plus dénombrable A =P (Q).

Tribu de Borel : B(R) =0 ({]—00,2[, # € R}) = o ({[z, +o0[, z € R}) =
EI Axiomatique d’une probabilité :

—, A.

Soit (£2,.A) un espace probabilisable, on

appelle probabilité sur (£2,.A) toute application P : A — [0,1] vérifiant : P(Q) = 1,
V (Ak)per, deux a deux disjoints ZP (Ar) < oo et P( B Ag S P(Ag) (00—
kEK keK

additivité de P).

@ On appelle espace probabilisé tout triplet (Q2, 4, P).
Soit A et B deux évts de (2,4, P) :

» P () =0.

» P(AYB)=P(A)+P(B).
»P(A)=1-P(4A).
»P(A-B)=P(A)—P(ANB).

P(ANn
» (BCA)=(PA-B)=P(4) —-P(B)).
» (BC A) = (P(B) <P(A)) propriété de croissance de P.
» P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANDB).
)

i
> P (kL_Jl Ak) - kﬁj P (4

=1
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Limite monotone :

400

> ((An)nz() /) = (P (nL—JO An) - ”LETOOP (An))
+oo

> ((A )z \) = (P (poAn) — lim P(4,)).

.Smt
P ( U 4,

n=0

)n>0 une suite quelconque d’événements :

): (UAk>etP(ﬂAn): lim P(ﬁAk).
k=0 n=0 n—+o0 k=0
Inégalité de Boole ou sous-additivité (HP mais ...)
P([} Ak) < S P(A) ef P(U A,L) < 2 P (4,) (o0 Y P(4,) < oo ou di-
k=1 k=1 n=0 n=0 n
verge).

Relation de Laplace (cas d’équiprobabilité) VA € A, P (A) =

lim P

n—-4oo

1A]
1
IEI Indépendance d’événements :

» 2 événements : P(ANB)=P(A)P(B).

» n événements 2 i 2 indépendants :

V(i,5) € [L,n]? (i #J) = (P(ANA;)=P(4)P(4))).

» n événements mutuellement indépendants :

VIeP([L,n]), I #0, P (AQIAZ-) =TIP(4).

i€l
» Suites d’événements : on se rameéne au cas fini pour toutes sous-suites finies

@ Les assertions suivantes sont équivalentes :

» ALl B,

» All B,

» A1l B,

» A1l B

EI Soit (Ay,),, une suite d’événements indépendants alors (B,,), ou pour tout entier

n, B, = A,, ou A,, reste une suite d’événements indépendants.
Probabilité conditionnelle : YA € A| P (4) #0, P4 (B) = 2557

@ Toutes les propriétés vues sur les probas inconditionnelles sont encore valable :

On dit que deux événements A et B ou P (A) # 0 et P (B) # 0, sont indépendants
si 'une des conditions équivalentes est vérifiée :

»P(ANB)=P(A)P(B).
» P, (B)=P(B).
> Py (A) =P (4).

Formule des probabilités composées : Soit Ay, ...

, Ay, n événements tel que
pour tout n > 2, P (A1 N...NA,_1) #0, alors :

spicesagros.fr



12/13 LE 07/05/2013 A 07H55 Page 3/11

PAiN...NA,) =P (A1) P4, (A2)Pa,na, (A3)...Pan. na, , (An). »V(a,b) R’ a<bP(la<X<b)=Fx (b )—Fx(a).
Formule des probabilités totales : Soit (Ay),c, un SCE tel que Vk € K, > V(a,b) ER* a<bhP(la<X <b)=Fx(b")—Fx(a).

P (Ag) # 0, alors VB € A, ijPAk (B)P (Ag) < oo et P(B)=kZ;(PAk (B)P (Ak). [T]©:V(a,b) e R%a<b, P(a<X<H)=P(la<X<b)=P(a<X <)) =

€
Bayes : Soit (Ax), un SCE tel que Wk € K, P (Ay) # 0, alors VB € A | P[0 <X <) =[x (u o5 P([ )
. \Js N _ P4, (BP(4)
[ P(B)#0:¥ie K. Pp(A) =y =00 [T]vBc X (Q), P(B)={ «cB
keEK ©fxer
® ¥ #P(X= xm |cv|
Y _ [D]E(Xx) = 2 EX(Q)
DI®O©: X: Q@ —R[|VBeB(R), X IB)={weQ| X (w)eB} e A @erooxf(x)dxssrc
D|®: X vard. si X (Q) est au plus dénombrable. -
= > VX el (X >0 0
D] © : X varad. si X (Q) est oo et indénombrable. @ ®© 1( )= BX)20).
DGO : X =Y lorsque Vw € 2, X (w) =Y (w). :gg:(())?}}:))e((ﬁl)) EX<Y; EE((;)) EE ))))
D|®©: X =Y ps. lorsque P ([X =Y]) = 1. - -
— > OO : (VWeLllet Xtelque | X[<Y)= (XLl et E(IX]) <E(Y)).
EI@ Ax =0 (([X = xDzEX(Q)) = {JLEJA [X=2z2]| AC X(Q)} . > 90 : VX € El, E(X)| <E(X]).
@ Loi de probabilité ®: Py : X (Q) — [0,1], définie par Vo € X (2),| D] Espérance conditionnelle ® : VA€ A|P(4)#0:
P(X =1x]). E(X|A)= i E%(Q) ;P4 ([X = z]) srlev].
Caractérisation d’une loi i

> @ On donne les probabilités ponctuelles ou bien la fonction de répartition. Formule de I’espérance totale ® Soit (A;);c; un SCE tq Vi € I, P (4;) #
» (© : On donne une densité de X ou la fonction de répartition. 0,E(X) = lEZIE (X [ Ai) P (4;) ssrev].
@@z(X:Y)i(PX:PY)- Transfert

. — kY — k
®©'(PX_PY):>(WCZO’E(X)7E(Y ) ® > e(z)P([X =u1]) ssr|cv| ou ¢ déf sur X (Q2)
. Caractérisation d’une densité (© : (caractérisation) (f densité) < ( f > 0 sur E (¢ (X)) = 2, €X(Q)

R, C° presque partout, f f converge et vaut 1) ©/J +Oo<p f (x) dz ssr|cv| ot ¢ est CO presque partout

EI Fonction de répartition F ® ¥ (z:—-E(X))’P([X =) ssr|cv]
>©:VzeR, F(z)= > P(X=ul. [D]» v (X)= ziffo ,
[TEX®) © "0 (z; —E(X))” f (z) dx ssrev
z; <z
»@ Vz €R, F(z f f(u » 0 :0(X)=+/V(X).
P . 2
T|[©:F = flaou F est derlvable i.e. 1a ol f est continue. Théoréme de Huygens-Koenig ®© : V (X) = E (X?) — (E (X))".
El » ©© : Dans le cas général lim I = 0, EmF =1, F C° a droite en tout point de ©®© : V(a,b) € R*, E(aX +b) = aE (X) + b et V (aX +b) = a®V (X).
R, F non décroissante. @ Moment d’ordre r > 0
» © : On rajoute F : CY sur R et C! sur R — I (I ensemble fini éventuellement vide). ® > zIP([X =ux)) ssr]ev]
[P]® > va e R, P([X =a]) = Fx (a) - Fx (a7). mr (X) =B(X7) = nel()
2 _ . © ) a" f (x) dx ssrev
> V(a,b)eR a<b,P(la<X<b)=Fx () —Fx(a™).
> V(a,b) €R? a<b,P(la< X <b])=Fx (b) — Fx (a). @ Moment centré d’ordre r > 0
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. ® X (2 -E(X)) P([X =) ssrlevl EI Lois marginales
pe (X) =E(X -E(X))") = @}fjg((@) B f(@)d ev] » Px : X () — [0,1], définie par Vz; € X (), Px (x;) =P ([X = z;]) et
5] oo (T sy > Py 1Y () — [0,1], définie par Vy; € Y (Q), Py (y;) = P ([Y = y,]).
® Moment factoriel d’ordre r > 1
= T|» Ve, € X(Q), P([X =) =Die = Dij et
;€
sstlcv] . > vy €Y (Q), P([Y =y;]) =pej = mie;(mpi,j-

[T]®®© :Soit r € N alors (m,.41 (X) < 00) = (Vk € [0, 7], my (X
[T]®© : (141 (X) < 00) = (¥k € [0,7], 1 (X) < o).
[T]®© :Vr e N, (m, (X) < 00) & (1, (X) < 00).,
VECTEURS ALEATOIRESI

[Séries doubles]

Fubini dans le cas positif (F@) Soit v = (uivj)(ij)EIxJ une famille & deux
indices de réels positifs indexée par I x J ¢ IN% Si Vi € I, du;; < oo puis

) < 00).

j
> > i < 4oo alors ) w;; < 4o00. On a alors les résultats suivants :

T jes (i)
Do uii = 2 iy
(i,g)eIxJ i€l \jeJ

. Comparaison pour les séries a termes positifs
> Soit I’ C I et J C J et deux séries Y u;; et Y v;; tel que ¥V (i,5) € I’ x J',
(i) (i)
0<w; <wuyj . Alors (> u;jcv) = (Y v;jcv).
(2:3) (2:3)
(Z V5,5 diV) = ( Z U, 5 diV).
(3,3) (3,3)
. Sommation par paquets (admis) Soit Z|u”| < 4oo ou (i,5) € I x J, et

Vi e J,

Zum < +oo puis Y3 Y u;; < +00 et
j i€l

=2 (Z Uu)

jeJ \iel

» Par contraposée

(Ak) e une partition de I x J, alors on a : Vk € K > |ui i < 4oo ot (4,7) € Ag de

(4,4)

somme Y. wij.et > | Y Ju | | < +oo.
(i,5)€ Ak ko \(i.5)€Ax
Enfnona ) Yoouig = D> uiye
kEK \ (i,j)€Ay (i.J)EIxJ

(Couples discrets]

[D] Loi de probabilité d’un couple Soit C' =
définie par V (z;,y;) € X (Q) x Y (), Pc (z4,y;)

(X,Y). Po: X (Q)xY (Q)
=P(X=2]n[Y =y])

— [07 1] )
=DPij-
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@ Lois conditionnelles

» Pix—,,): Y () — [0,1], définie par Vy; € Y (Q), Pix—s,) (Y = y5]) = Z;Tj et
» Py_, X (Q) — [0,1], définie par Va; € X (), Piy—, ([X = x]) = ];—.JJ

Caractérisation de la loi d’une fonction d’un couple Notons Z = g (X,Y).
Caractériser la loi de la variable Z, c’est donner Z () = g (X,Y) () et pour tout z de
Z(Q):P([Z2=z]) = > P (X =zn[Y =y]).

{(w,y)EX(Q)xY(Q)
g(z,y)=z
[T]vIeP(z():P(zel)= P (X =a]n[Y =y))

{(m JWEX ()XY ()
g(z,y)er

® Théoréme de transfert Soit ¢ définie sur D D X (Q) x Y (),

E(¢(X,Y)) = > h(zi,y;) P (X = 2] N [Y = y;]) ssrlev| de la série dou-
(wi,y5)€(X,Y) ()
ble en jeu.

Droite de régression de Y en X notée A a pour équation :
Y = (%) (X —E(X))+E() et en inversant les roles symétriques de X et

(%‘V,(f,—)yl> (Y —E(Y)) + E(X) qui est "équation de la droite de
régression de X en Y notée A'.

Y nous obtenons X =

[Vecteurs discrets ]

@ Loi d’un vecteur de dimension n > 2 Soit V = (Xy,...,X,) Py : X7 (Q) x
- x X, (Q) — [0,1], définie par ¥V (z1,...,2,) € [ Xk (D),
i=1
n
PV(xla"'vxn):P <ﬂ [X’Lxl]> :
i=1
Lois marginales de dimension un : Vk € [1,n], Px, : X; () — [0,1], déf.

par Vai € Xi (), Px, (zr) =P ([ X = ax]) .
Vk € [1,n], Var € Xk (),
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(T15ee 1, g 1500y T ) €
me[l,n]—{k}

Théoréme de transfert Soit V = (Xi,...,X,) alors E(p(X1,...,X,)) =
o(@1,.. . zn) P([ X1 =21 N ... N [X, = xy]) sslev].
(T15ee T )EX1 ()X X X (2)
Caractérisation de la loi d’une fonction d’un vecteur Soit V = (X;,..., X,,)

et ¢ une fonction définie sur une partie de R" contenant H Xk (), alors la loi de

Z = ¢ (V) est caractérisée par la donnée de Z () C Imy et par celles de

P(Z==z]) = P([ X1 =x1]N...N[X, = z,]) pour tout z
{(zl,...,xn)EXl(Q)x~~~><Xn(Q)
P(T1500yTn)=2

de Z ().

Covariance

[D]®® Soit X,Y € £2, Cov (X,Y)
[P]®®© : Soit X,V € £2,

=E((X -EX)) (Y -E(Y))).

» Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E () (théoreme de Huygens).
» Cov (X, X) =V (X) >0 (positivité).
» Cov (X,Y) =Cov (Y, X) (symétrie).

» Soit X,Y,Z € L2,V
(linéarité a gauche).

» YV (a,b,c,d) € R, Cov(aX +b,cY +d) = acCov (X,Y).
> Vk, VI, Xi et Y € L2, A\, et 1, € R,

(Z Ai X, Z ey > >

(i,5)€[1,n] x[1,m]

.@@ 1 Vi€ [[1,n]], X; € L? a; €R,

i=1 i=1 1<i<j<n
(Identités de polarisation) ®@© : Soit X,Y € L2 alors :

1
»V(X)+V(Y)= 5(V(X+Y)+V(X7Y)).
1

(a,b) € R? Cov(aX 4+ bY,Z) = aCov (X, Z) + bCov (Y, Z)

Aipr; Cov (X;,Y) (bilinéarité).

a;a; Cov (X;, X;) .

> Cov(X,Y) = 1 (V(X +Y) = V(X -V)).
> Cov(X,Y) =5 (V(X +7) = V(X) - V(¥)).
> Cov(X,Y) = 2 (V(X) +V(¥) = V(X - Y)).

1Cela veut dire de variances non nulles.
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iV(Xi).ARé—

i=1

n
Soit X1,...,X,, € L2 indépendantes, alors V (Z Xi) =
i=1
ciproque fausse.

®© : Soit X,Y € L? |4 4" : _Cov(X.Y)

V(X)V(Y)'
S p (X, Y)] <1 soit [Cov (X,Y)| < o(X)o(Y)

p(X,Y)=

[P]» ®© : Soit X,V € £2 |4 &
(Inégalité de Cauchy-Schwarz).
» 00 : (|p(X,)Y)=1) < (Y =aX+bps.).
Matrice de covariance-variance ®)© : Soit pour tout k de [1,n], Xi € [,3, on
appelle matrice de covariance-variance du vecteur aléatoire V- = (X1,...,X,) la matrice
symétrique réelle de S,, (R) notée I'y, définie par : 'y = (Cov (X;, X ))(zJ)Elll n] -

a
n
@@:V(al,...,an) G]R”,V(ZaiXi> :t(al an)FV . La
=1 an,
forme quadratique associée a I'yy qui montre que la matrice I'y est positive.
(Indépendance)
n
IEI » ®: X; LL 11 X, € LY lorsque Y(x1,...,7,) € []X: (),

>7®© 1 Xq L. 1L X, lorsque V (21, ...
P(ﬁ IX; <:cL]> HP([X <),

[T]» ®©: ( XLLY) (VY (0, %) 9 (X) LLo(Y)).

,xn) € R™,

> QO : (X1 LL... L1 X,) = (E nx) =T E(Xi)) .
i=1 i=1

» OO0 : (X 1L1LY)= (Cov(X,Y)=0).
» B0 : (Cov(X,Y)=0)=>7
>0 : (X 1LLY)= (p(X,Y)=0) A Réciproque fausse.
» 00 : (p(X,)Y)=0) =7 A Réciproque fausse.

. E(X[[Y =y,]) = E(X)
>O: (X LLY)— ({ E(Y|[X:Zi]):E(Y) )
> @O : ¥ (a1,....an) ER™ (X1 LL ... 11 X)) = (V (fjlax) Zan( )) .
» ©0©: Lemme des coalitions (X; L1 ... 11 )_(,Ler) :> (‘v’ (p,0),
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12 (Xla s 7X'n) 11 7/} (X7L+17 SERE)

ables aléatoires).
Convolution
PO X LLY)=

Xnam)) (on peut "bordéliser" comme on veut les vari-

(P(X+Y =2]) =

>POXLLY)=>

fx+y est CO presque partout.

INEGALITES PROBABILISTES I

El VAe A 1,4 = { (1) 21 % . Par définition une variable indicatrice est donc une
variable de Bernoulli.
[P]¥A €A E(1a)=P(4), V(1a) =P (4) (1- P (4)).

Inégalité de Markov (I.M.)

» ©© : Soit X € L1 & valeurs positives, alors Ve > 0, P ([X > ¢]) < g?

» Ce qui se généralise pour Vr >0, X € L7, Ve > 0, P ([|X]| > ¢]) < %g[l

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (I.B.T.) ®@© : Soit X € £? admettant
variance non nulle, alors Ve > 0, P ([|X —E(X)| > ¢]) < ﬂazﬁl

CONVERGENCES .

(Convergence en probabilité)

[D] (Xu),en — X lorsque Ve > 0, lim P([|X,—X|>¢]) =
n—-4oo
lim P (X, - X|<e])=1.

n—-4oo
P
X”)nel\l - X) g

[P]» 0 : (( ((anX)nEN Lo),
>0 : (X)en T X) # ( Jim BOX) =B(X) et

(n lim E(X,)=acRet o> = ((X,,L)HGN* P, a) .
El (pas vraiment au pgme mais ...)

> Q0O : ((|Xn|)n€N P, o) & ((X,,L)neN F, o) .

> OO : (Xa)pen — X et (Xo)yey V) = (X =V ps.).

Slutsky (hors programme) ®© : Si (Xn),cn L, X et si f € C°(R) alors
P

(f (Xn))neN - f(X)

0 ou

hm V (X, - X)—O)

hm V(X,) =

n—-+4oo
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(Fxsv <x>=ff;:fx<>fy <x—t>dt SIS fx =) fr (),

[Pl » ®0: Si (Xu),en — X et (Yo)pen — Y alors V(a,b) € R?
(aXn 4+ bYn),en L, aX by,
P

> (XoYn)penwy — XY,

X P X

X < P([Y =0]) =0.
> (3) o Favec P(IY =0)
Loi faible des grands nombres

» ®© : Soit (Xi),cn- deur a deux non corrélées, (i.e. les covariances deur a deux
sont nulles) d’espérance commune m et de variance commune o2. Soit X, &+—+Xﬂ
— P
alors (X”)nel\l* — m.
» ©: SiVk € [1,n], X, — B(p) alors en posant F,, = &JFR—JFXE on a : Ve > 0,
P([|F, —p|>e]) <2 < oL,

ne — 4ne?”
(Convergence en loi]

@ (Xn)nen £, X lorsque lim Fx, (x)

n—-+4oo

= Fx (z) en tout point o Fy est C° sur
une partie de R.
©© : Soit a et b deux reéels tel que a < bon a:

dim P(lo<X,<8)=P(la<X<t).
®: ((Xn)neNi>X> & (M o€ N X,(Q c X(Q) et Vk €
N, lim P (1Y, = o)) = P (X = m]).

Théoréme de la limite centrée (TCL)
» ®© : Soit (X,), c-i-i.d. alors (S};),
et Sy = A—ZS"(;(ES" .
Alors Vx € R,

en- —= N o N — N(0,1) ou S, = 3 Xy,
k=1

7t /th

Jim P ([9, <a]) =@ (2) = —=c

» Le TCL existe aussi en version moyenne.
©®© :Va € R, ((Xn) £, a) = ((Xn) E, a) .
(Approximations)

fx

(Hypergéométrique par binomiale) Vk € N, X, — H (N, n,p) ot n € N et
p €10, 1] fixés. Supposons que Vk € N, pNy et N (1 —p) € N et khrf N}, = +o0 alors
—+400

(Xk) pen £ X ot X — B (n,p) (condition : N > 10n).
(Binomiale par Poisson) Vn € N, X,, — B (n,p,) avec lixf npn = A, A > 0,

alors (Xn),en EXouX P (M) (conditions : n > 30,p <0,1).
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Sp—np

(Binomiale par normale) Vn € N*, X,, — B(p), ainsi S, = > Xy —
k=1
Alors (S
np(1—p)

B(n,p). ) nen- L Nou N — N(0,1) avec Vn € N*, S¥ =
(conditions : n > 30,np > 5 et ng > 5).
(Poisson par normale) Vn € N, X,, — B(n,p,) avec 1ir£ npn = A, A > 0,

alors (Xp),en EXout X P (A) (condition : A > 15).

ESTIMATIONS '

(Estimation ponctuelle) Soit m» € IN*, et 0 un réel de © une partie de R et
g: 60— R.

[D] Soit (X1, Xa, ...
estimateur de ¢ (0), toute suite de variables (T},)
fonction de X1, Xo, ..

EI On dit que (T},),, est convergent ou consistant de g(0) lorsque (7},),, 2, g(9).
EI Biais d’un estimateur par rapport a g(0) : br, (0) =Ey (T, — g (6)).

» Si by, () =0, on dit que 'estimateur est sans bias.

» Si ngrfoo bz, (0) = 0, on dit que ’estimateur est asymptotiquement sans bias.

®@© : Si br, (0) = 0 soit si lirf br, () =0 et lirf Vo (T,) = 0 alors (T),) est

convergent soit (1},),, Ly (9).

@ On appelle risque quadratique moyen de T, : 1, (6) = Ey ((Tn —g (9))2> .
®© : 71, (0) = Vo (T,) + b3 (6)*.
00+ ( lim_rm, )=0) = (1), £ 50)).

(Estimateurs de parameétres usuelles sans biais et convergents]

,Xpn) un n—éch d’une var X i.i.d., on appelle statistique ou
L, ouvVn, T, = ¢, (X1,Xo,...,X5),
., X, indépendante de 6. C’est une variable aléatoire réelle.

| Moyenne empirique| Soit m un entier naturel non nul,  un réel inconnu que 'on
cherche & estimer et o strictement positif.

EI ®0: X, =2 i X, ou le n— échantillon est tel que Vk € [1,n], E(X) = p
inconnue. - =

[T]®© :E (X)) = pet V(X))

» ©: (Vke[l,n], Xp =N (1,0%)) = (X_n%/\/’(u,%z)) ou p est un réel et

o strictement positif.
> ©Q© : (Vk € [1,n], Xx & N (1,0?) voire de loi commune ?7) = (X_n =N (u, ‘:—f)

par le TCL pour n grand, ot p est un réel et o strictement positif.

2
fointpes 4
— ou p est un réel et
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N—

P
T|00: (X,) > p.
Fréquence empirique| Soit n € N*, p et ¢ deux réels de ]0, 1] inconnus donc a
estimer, tel que p+q = 1.
n
@ ®:F, = % > X} ou le n— échantillon est tel que Vk € [1,n], Xi — B(p) ou p
k=1

est inconnu.
[T|E(F,) =pet V(F,) =

T]®: %

Xn — N (p, B,:l) par le TCL pour n grand, np > 5 et nqg > 5.
:I P
T @ : (Fn) —p

Variance empirique| Soit n € N*, et 6 un réel de © une partie de R.

IEI ®O©: 52 =13 (X; —X_n)2 ot le n— échantillon est tel que Vk, E (X)) = m

2

connue et V (Xi) = o* inconnue.

[Tloo:s2 =13 x2- (%)
k=1

[T]0O :B(s]) = (23) «*

(Moo : (5s) 5o

n—1-"n -0
(Estimation par intervalle de confiance de g(0) au risque o (IC, (0))]

@ L’intervalle aléatoire [U,, V;,] est un intervalle de confiance de g(€) au niveau
1—asiP (U, V,]39(6) >1— «autrement dit si P([U, <g(0) <V,]) >1—a («
est appelé le risque).

ICa (p) = |: Fn —ul,a/z Fu ln_Fn ] Fn +’U,1,a/2 MZ :| et ICa (p) -

n
n

[ Fn — u12—7,—L£ ;o P+ U12_77_L£ } (condition min (N, nv,,n (1 —u,),n (1l —v,)) > 5).
®©:1C, (1) = [ X, — Ur—aj27m X+ Uka/zﬁ } (condition n > 30). Si

o est inconnu, estimer par la réalisation de , /-2-S,, noté s ce qui donne : IC,, (1) =
) n—1

[ Xn 71}«1—&/2% ; X_n+U1_a/2ﬁ ] :

(Loi de Bernoulli ®)

» Notation : X — B(p)
» Paramétre : p €]0,1]
» Epreuve type : épreuve amenant deux issues seulement : succés ou échec.
> X (Q)=1{0,1}
»P(X=0)=1-p;P(X

1])=p
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0 si <0 (Loi exponentielle @]
> Fx(z)=¢ 1—p S% z € [0,1] » Notation : X — e())
1 st z21 » Parameétre : A € R}
> E(X)=p » Epreuve type : temps d’attente entre deux phénomeénes indépendants tels que des
> V(X)=p(l—-p)

> (X —B(p) <

> (X —B(l,p) =
, Xy ta.d. | (Vk € [1,n], Xk — B(p)) =

» X1, Xo,...

(Loi binomiale ®)

(1-X < B(1-p)
(X = B(p))

(él X, — B <n,p>)

» Notation : X — B(n,p)

» Parameétres : n
» Epreuve type :

méme parametre p.
> X (©2) =[0,n]

» k€ [0,n], P ([X =

p)
> (X — B(n,p)) <
> (X —B(l,p)

X, d.d.d. | (Vk € [1,n], X — B(p)) =

» E(X)=mnp
> V(X)=np(l-—

> X1, Xo, ...

> B(nlap) *

¥ B(nlvp)

e N*, pelo,1]
succession de n épreuves de Bernoulli’ indépendantes et de

k)= (pFa-p" "

(n—X <= B(n,1—p))
(X = B(p))

(él X, — B <n,p>)

1
— B (Z nk,p) (stabilité de la loi binomiale pour la
k=1

somme de variables indépendantes)

(Loi de Dirac @}
» Notation :
» Parameétre :
» Epreuve type :

X — ¢,
ceR

numéro associée & une boule tirée d’'une urne ne contenant que

des boules ayant le méme numéro c.

) ={c}
» P([X = ]):1.
W= 4 5o
» E(X)=c -
»V(X)=0
> (V(X)=0) < (X < 6)
> (E(X?) =0) < (X —do)

2Une épreuve de Bernoulli est une épreuve a deux issues seulement.
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arrivées & un guichet, ou des appels téléphoniques.

» X () =Ryt
0 si <0
> fx (@) = {)\e_’\x si >0
0 si <0
>FX(x):{1e)‘m si x>0
>E(X):§
>V(X):/\2

> (X —e(\) & (V(z,9) € RL, Pix=y (X >2+1y]) = P(IX >y])) (abscence

de mémoire) ce qui s’est passé sur U'intervalle |—oo, z] n’affecte en rien ce qui se passera
sur Pintervalle |z, z + y]

»e(N)=T(3,1)

> (N * '~*5()\')/:T(§,n)

» Soit Y?E:P()\x) et X — e (A) alors P ([X > z]) =P ([Y =0])
» Si X — e (A) alors [ X| — Gn (p) (hors programme mais ...)

(Loi grand gamma @)

» Notation : X — I'(b,t)
» Paramétres : bc R, ¢t c R}

> X (Q)=R%

0 B si <0
> fx (2) = erfgtxtbj S o2>0
» E(X)=>0t
> V(X)=0b
>V (t1,t2) € (R ) fl B-l(1—v)2 du :%%1%1;_2)2
> I'(1,¢) =~ (¢)
> (5,1)=e(N)
> (X —(1) <= (bX — ' (b))
> (X =T (b)) <= (£ —=(1)

(X =T (bt)) < (b’X — T (bV,t) ou t/ € RY)
b T (b,t1) - xT (b ) = (b,ftk)
k=1
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> X1, Xo,..., X, t.i.d. | (Vk € [1,n], Xy — N (0,1)) = (Z X2 —T (2,%)) (loi
k=1
du chi-deux a n degrés de liberté, hors programme mais ...)
» (X =T (bn) et n>30) = (X =N (bn, b2n)) (hors programme mais ...)

(Loi petit gamma @]
» Notation : X — v (¢)

» Paramétre : t € R’}
> X (Q) =R}
0 si <0
> fx(z)={ e at!
0] si >0
»E(X)=t¢
> V(X)=t
> () =T(1,¢)
> )5 )= (35 0
k=1
n fois

(Loi géométrique @]

» Notation : X — G (p)

» Paramétre : p €0, 1]

» Epreuve type : c’est le rang d’apparition du premier succes lors d’une succession
illimitée d’épreuves de Bernoulli.

> X () =N*

»VEeN" P([X =k])=¢"pavecq=1-p

>FX(x){O . sbow<l avecq=1—p
1—¢* si zelkk+1], keN*

»EX)=1

> V(X)= FLavecqg=1-p
> (X —=G(») & (V(mn) € N} Py, (X >m+n]) =P (X >m]) (abscence
de mémoire) ce qui s’est passé sur 'intervalle |—oo, n] n’affecte en rien ce qui se passera
sur lintervalle [n,n + m].
> G(p)x---*G(p)=P(r,p) (loi de Pascal) (Hors programme mais ...)
—_—

n fois
(Loi hypergéométrique @]
» Notation : X — H (N, n,p)
» Paramétres : N € N*, n € [0, N], p€]0,1[| (Np, N (1 —p)) € N?
» Epreuve type : c’est le nombre de boules blanches obtenues a partir d’une suc-
cession de n tirages efféctués sans remise & partir d’une urne bicolore.
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» X () = [max (0,n — Nq) , min (Np, n)]
> vk € [0,n], P ([X = k) = 7(?(),83&)
» E(X)=mnp

» V(X)=np(l-p) (%:’f) (savoir retrouver)

» Approximation : (X — H(N,n,p) et N > 10n) = (X — B(n,p))

(Loi normale centrée et réduite ou de Laplace-Gauss @)
» Notation : X — N (0,1)

» Paramétres : O et 1
» X () =R
» VzeR, fx (z) = =e 37

Nz
» Intégrale de Gauss

+oo 1 _=2
> [ e Tdr=1
=%
> [ e dr=m
»VzeR, d(z)= ffoo\/%e’gdt (intégrale tabulée)
»VzeR, ®(—2z)=1—®(z) (ie ®— 1 est impaire)

» $(0)=1/2

» Mode : 0

» Médiane : 0

> E(X)=0

>V (X)=1

» E(X") = { (% 2 Ziz]l:lz 12]N (& retrouver !)

> (=2 S N(0,1) & (X = N (m,0?))
» Stabilité de la loi normale pour la somme de variables indépendantes

N (0,1)%---x N (0,1) = N (0,n)

n fois
N (m,0?) 5« N (m,0%) =N (nm,no?)
n fois
0X1, Xo, .., X, dind. | (VK € [1,n], Xi < N (0,1)) = (2 X2 ‘HP(Q,%)) (hors
=1

programme mais ...)
» Approximations :

2 s ni-g2 ) = (X 2N (e (1))

i:;m):(X?NwM)
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(Loi normale quelconque ou de Laplace-Gauss @]

» Notation : X — N (m,o?)
» Parameétres : m e Ret o2 € R

» X (=R
> Ve cR f ( ) 1 7%(w—m)2
X y xT) = e o
X oV 2w

» Mode : m

» Médiane : m

»E(X)=m

> V(X)=o?

X —
> (X =N (m,0?)) < (Tm — N (0, 1)) (théoréme fondamental de la loi no-

ramle)
(1 o8) 5o (i, 2) = A (55
k=1

pour la somme de variables indépendantes)
» Approximations :

‘({ oW 25 nll-p)25 )i(X?N(“p’”p(l‘p)))
(i

X%Pw):%X?N@w
¢ ((Xn)nZl i.i.d.) = (

n
> az) (stabilité de la loi normale
k=1

A>15

£, N ot N — N(0,1)) (TCL)

n>1

(Loi de Poisson @]
» Notation : X — P ())
» Parameétre : A € RY

» Epreuve type : nombre d’apparitions d’'un phénomeéne rare durant un intervalle
de temps donné.

»X(Q)=N
> Vk €N, P([X = k]) = <25
» E(X)=2)
> V(X)=2A

P PA)*x-xP(Ay) =P (Z )\k> (stabilité de la loi de Poisson pour la somme
k=1

de variables indépendantes)
P P((X=0)=1-Fy(1)ouY —e(})
> Soit X — P (Az) et Y — e () alors P ([X > z]) =P ([Y =0])
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» Approximations :

(5 < )

¢ (X — B(n,p) etn>30,p<0.1) = (X‘j'P(np))

(Loi uniforme continue @]
» Notation : X — U ([a,b])
» Paramétre : [a,b]ota e R, be R, a<b.

> X (Q) = [a,b]
0 si z<a
> fx(z)={ 7 si z€ab
0 si x>0
0 si z<a
> Fx ()= +2 si z¢€a,b]
1 si x>0b
» E(X) =2t
>V (x) = Lt

» (X >U(0,1]) < (b—a) X +a—=U([a,b]))

» (X —>U(0,1]) = (—ilnX —e(N)

(Loi uniforme discréte @}

» Notation : X — U ([I,n]) n>1

» Parameétre : [1,n]

» Epreuve type :
numeérotées de 1 a n.

> X (Q)=[1,n]

» Vk € [1,n], P([X =k)) %

» E(X) =2

>V (X)= 2]

» Si X — U ([a,b]) aveca <balors X —a+1—U([1,b—a+1]) et E(X) =2t
et V (X) = (b—a+1)*—1

12
» Simulation d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme.

Function Uniforme(n:integer):integer;
begin

Uniforme:=random(n)+1;

end;

numéro d’une boule tirée d’une urne constituée de boules

Légendes et abréviations
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> EI Définition.
> Théoréme.
> IEI Propriété (s).
> Corollaire.
» (© : valable en continu.
» (S : valable en discret.
» |E|: cardinal de E.
B ssrcv : sous réserve de convergence.
» ssr|cv]| : sous réserve de convergence absolue.
» i.i.d. : variables indépendantes et identiquement distribuées.
» SCE : systéme complet d’événements.
» v.a.r.d. : variable aléatoire discréte.
» v.a.r.a.d. : variable aléatoire a densité.
> > u; < 400 : série simple convergente
3
> > u;; < 400 : série double convergente
i,j
» ALl B:Aet B indépendants.
» X 11 Y:X etY indépendantes.
» X; 1L1... 11X, X;1,...,X,; mutuellement indépendantes.

» Vk > 1, L (respectivement LX) espace vectoriel des variables (discrétes) admettant
un moments d’ordre k.

» Px : loi de X.

LOToToToL
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