ECE1 06/07 Ficue 4 — ESPACES PROBABILISES — CORRECTION Page 1

Correction des exercices de la fiche 4

Le document comporte [18| pages

1 Langage ensembliste-langage probabiliste

AnBnC

AnBnC

ANnBNC

AUBUC

(ANB)U(BNC)U(ANC)
(AnBnC)U(AnBnC)Y(ANBnC)U(ANBNC)
ANBnC

(AnBnC)UY(ANBNnC)J(ANBNC)
ANBNC=AuBuUC

SEESEEEEE

2 Manipulations

Tout d’abord signalons que comme AN B C A avec P(ANB) # 0 alors P(A) # 0. De méme par
symeétrie des roles joués par A et B alors P (B) # 0.

o | Pp(A)= Pgl(;)B)
e|py(p) =D i)A&)B )

[Panp (AUB) =1|car ANBC AUB.

— A ~P(A
. PB(A):l—PB(A)zl—Pé(g)B):P(B)P(PB() nB)

e Py (A U B) =Pp (Z N E) z@ car on ne peut réaliser en méme temps B et B.

3 Manipulations

Ce résultat est trivial puisque nous avons démontré dans le cours que P ¢ était une probabilité, donc nous
pouvons lui appliquer la formule du crible. Un point c’est tout !

4 Manipulations

Comme P (AN B) # 0, Panp (C) est bien définie. Nous avons

P(ANnBnN
Panp (C) = i’(jlﬂB)C) par définition
= = (ﬁ)(i)(f;)(g)( ) par indépendance des événements
= |P(C)
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5 Manipulations
Nous avons les équivalences suivantes

P(ANB)P(ANB) =P (ANB)P (AN B)

s P(ANB)(1-P(AUB))=(P(4)—P(ANB))(P(B)-P(ANB))
<~ PANB)1-P(A)-P(B)+P(ANB))

= P(APB)-PA)PANB) —P(B)P(ANB)+ (P (AN B))*
— P(ANB)—-P(ANB)P(A)—P(ANB)P(B)+ (P (AN B))*

= PAPMB -PAP (AOB)—P(B)P(AﬁB)+(P(AﬂB))2
~— P(ANB)=P(4)=P(B)

— ’A et B 1ndependants‘

6 Inégalité probabiliste

Nous avons

ANBCA 0<P(ANB)<P(4)
AchB} 0<P(ANB)<P ()}
— |(P(ANB))’ <P(4)P(B)

7 Inégalité probabiliste

Tout d’abord comme

ACAUB = P(A)<P(AUB)
= P(AUB)#0

les deux probabilités conditionnelles ont un sens.

Par définition

P((ANnB)U(AUB))
P((AuB))

P(ANB)

P(AUB)

PAuB (AOB)

D’autre part

1 1 1
< —
PA<KP(AUB) = P(AUB) P A) car & — — est décroissante sur 0, 1]
P(AnB) P(ANB)
< P(ANB) >
P(AUB) - Pp(ay rPUNB)=20

P (AN B) N
< .
- <P(AUB) <P (AQB)) par définition

8 Inégalité probabiliste

Tout d’abord signalons que

(P(A)P (B) #0) <= (P (A) #0 et P (B) £0)
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donc les probabilités conditionnelles ont toutes un sens. Nous avons

P(ANDB)
P (B)

P(ANB)>P(A)P(B)

P(ANB)
P (4)

’ (P4(B) >P(B)) ‘ par définition

P (A)>P(A) > P (A) par définition

!

!

>P(B) car P(A) >0

!

9 Inégalités probabilistes

@ Nous avons

avec

P(ANB)=P(A) —P (ANB) (1)

P(ANB)<P(B)= -P(B) <-P(ANB) (2)
Selon (1) et (2) le résultat est prouvé.

@ Montrons par récurrence sur n € N*, que
V(A,...,Ay) € A", P(A1N...NA,)>P(4) ZP
k=2

e Pourn=1o0naP (A1) >P(A4;) ce qui est toujours vrai.

e Supposons que pour n fixé dans N* la proposition est vérifiée.

PAiN...NA,11) = P((AiNn...NA,)NA11)
= PAiN...NnA4)-P((AiN...NA,)NA1)
> Z P Ak A1 N...NA,)N Anﬂ) selon I’hypotheése
Or comme
(Al n...N An) n AnJrl C An+1
alors
P((AiNn...NA)NAp1) <P (Ani1)
donc
P ((AiN...NA)NA 1) > —P (A1)
et
P(A1N...NAn1) = P(A) =) P(4) P (4,)
k=2
> P(A)-) P(4)
k=2

’ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence

C
Nous avons

(BnC)cA

P(BnC) <P (4)
~P(BUC)<1-P(A)
1-P(B)-P(C)+P(BNC)<1—P(A)
P(A)<P(B)+P(C)-P(BNC)
[P(4) <P(B)+P(C)]

Lrell
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10 Inégalité probabiliste

@ Nous avons
P(AAC) = P((AUC)—(ANCQC)) par définition
PAUC)-P((AUuC)N(ANC))
= P(AUC)-P(ANC)
’ PA+P(C)-2P(ANC) ‘ selon la formule du crible

@ Nous avons

P (AAC) <P (AAB)+ P (BAC)
PA+P(C)-2PANC)<P(A)+P(B)-2P(ANB)+P(B)+P(C)-2P(BNC)
—2P(ANC)<P(B)-2P(ANB)+P(B)-2P(BNC)

2P (ANB)+2P(BNC) < 2P (B) +2P (ANC)
PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

Pour terminer il suffit de prouver que cette derniére inégalité est vraie. Comme (AN B)U(BNC) C B
nous avons

1t

P((ANB)U(BNC)) <P (B)
soit par la formule du crible
P(ANnB)+P(BNC)-P(ANnBNC)<P(B)

ou
PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANBNC) (3)
Enfin comme

(ANBNC)C(ANC)

nous avons

P(ANBNC)<P(ANCQC)
d’ou selon (3)
P(ANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

Le travail sera achevé lorsque nous dirons qu’ayant raisonné par équivalences successives, en remontant,
I’inégalité de départ est bien véridique.

11 Inégalités de Bonferroni

@ Montrons que pour tout entier n non nul :

P <0A1> Zzn:P(Ai)— Z P (A; N Ay)

1<i<j<n

e Pourn=1o0naP (A1) >P(4;) ce qui est toujours vrai.
e Supposons que pour n fixé dans N* la proposition est vérifiée.

e Nous avons

P(AjU...UA,11) = P((AU...UA,)UA, 1)

= P(AU...UA,)+P (A1) P<< Ai>mAn+1>
=1

= PAU...UA,)+P(A,41)—P (U (A; ﬂAnH) par distrib. de N sur U

i=1

v

S>P(A)- > P(ANA)+P(Any) - <U (A; mAnH)) selon I'hyp.
i=1 i=1

1<i<j<n
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Or comme selon Boole
P <U (AiﬁAn+1)> < ZP(AzﬂAnJrl)
i=1 i=1
alors
n n
-P (U (Az N A7L+1)> > - Z P (Az N An-i—l)
i=1 i=1
et en "injectant" ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que
n+1 n
P(AU...UAu ) > ZP(Ai)— Z P (4;NA)) —ZP(AiﬂAnH)
i= 1<i<j<n =1
n+1
> Z P(A) - Z P (A;NA;) en regroupant les deux derniéres sommes
1<i<j<n+1

’ La proposition est transmissible et doncx héréditaire selon le premier principe de récurrence ‘

@ Montrons par récurrence sur n entier naturel non nul que

P(OAi)gi:P(Ai)— Y PANA)+ > P(ANA;NAL)

1<i<j<n 1<i<j<k<n
e Pourn=1o0naP(A;) <P (4;) ce qui est toujours vrai.
e Supposons que pour n fixé dans N* la proposition est vérifiée.

e Nous avons

P(AiU...UA,11) = P((A1U...UA,)UA+1)

 P(AU.UA) P (A (( Ai>mw)
=1

n

= P(AU...UA)+P(A,4) <UAmAn+1

i=1

IN

iP(Al-)f > P(ANA4))

1<i<j<n

) par distrib. de N sur U

+ Z P(ANANA)+P (A1) (U (A; N Anyq) > selon 'hyp.
=1

1<i<j<k<n

Or comme selon la premiére question

P <O(AmAnH)> zzn: (AiNAp)— Y PANANAL)
=1 =1

1<i<j<n

alors

-P (U(AmAW)) <S> PANA )+ Y PANANA)
=1

i=1 1<i<j<n
et en "injectant" ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que

n+1

P(AU...Udp) < > PA)— Y P(AmAj)—zn:P(AmAnH)

1<i<j<n

+ Z P (AN A;NAL) + Z P(AiNA;jNA)

1<i<j<k<n 1<i<j<n
n+1

IN

].:)(AZ ﬂAj ﬁAk)

1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1
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en regroupant les quatre derniéres sommes deux a deux.

’ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence

12 La formule de Poincaré "customisée"

Nous supposerons, car rien n’est dit dans le texte, que n > 2 (la relation n’ayant aucun intérét pour
n=1).

() = e (U7)

n

= 1-Y (-0*' Y P(4,n...n4A,) parle "crible" habituel

k=1 1<iy <-<ip<n
= 1—2:(—1)’671 Z (1-P(A4;, U...UA;,)) par Morgan

k=1 1<ii<-<ig<n

k—1

= 1-) (-1 > 1- > P(A4,U...UA;)

k=1 1<ir < <ip<n 1<iy < <ip<n

k—1 k—1
= 1- ) (-1 o1 +> (- > P(A,U...UA;)
k=1 1<ip < <ip<n k=1 1<iy <+ <ip<n

- 1_<Z(_1)k—1 (Z)>+Z(_1)k—1 > P(A;, U...UA;)
k=1

1<i1 < <ipg<n

= 1+> (-1 (Z) +> (=)t > P(A,U...UA;)

k=1 k=1 1<ip < <ig<n

n . [N -

- 1+<Z(—1)" (k>—1>+2(—1)" Y P4, UL U4
k=0 k=1 1<ig<-<ip<n

= 1+ =D+> . -*" Y P(4,U...UA;) par "BN"

k=1 1<) < <ixg<n
= Z(fl)kil Z P(All U UA'Lk)
k=1 1<iy <--<ip<n

13 Majoration d’une probabilité

Par indépendance des événements nous avons
n

P(AnAxn...n4A,)=]]P(4)

k=1

Posons par hypothese (légitime) que Vk € [|1,n|], P ( k) > ( ainsi en composant par la fonction In
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les deux membres de ’égalité, nous obtenons que

P (A NAN...N4,) = 1nHP(/Tk)
k=1

- Y up (@)

n

< Z (P (ka) - 1) puisque l'on sait que Vo > 0, Inz <z —1
k=1

< D (1-P(4)-1)
k=1

< =) P4

k=1

ce qui entraine que

P(AinA;Nn...NA4,) <exp (-iP(Ai)>

par croissance de la fonction exp

14 Application de la sous-additivité

Nous savons d’aprés le corollaire du théoréme de la limite monotone que

P[4 ] = lim P (ﬁ Ak>
k=1

n>1

()2 (U7)

Or d’aprés Morgan

avec selon Boole

donc

e (Um) > Yrm
k=1 k=1
doncl—P(LnJAk> > 1—§:P(A7k)
k=1 k=1
- (f12)
> 1-3(1-P(4)
k=1
> 1- Zn: (1-1)
Z . k=1

Enfin comme culturellement
n
P (ﬂ Ak> <1
k=1
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alors par le théoréme d’encadrement

n
lim P Ay =1
dnr(0)

et le résultat est prouvé.

15 Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (Ay),,cn+ une suite d’événements défini sur un méme espace probabilisé (2, A, P) telle que Z P4, <

n
0o. Montrons que la probabilité qu’'une infinité d’événements A; se produisent simultanément est nulle.
Autrement dit montrons que

Pl (UA4]|=0

n>1 \k>n
Constatons que la suite d’événements U Ap est décroissante car
kzn n>1
vn>1, |J A c A
k>n+1 k>n

donc d’apres le théoréme de la limite monotone

(N (U] me(Ums
n>1 \k>n k>n

Enfin comme Z P (A,) < oo nous pouvons utiliser I’inégalité de Boole pour le cas infini disant que
n

PJ4] <> Py (4)

k>n k>n

cette derniére somme représentant le reste d’ordre n — 1 de la série convergente de la série de terme
général P (A,), donc d’apreés le cours d’analyse on sait que lirJrr1 Z P (A;) = 0 et le théoréme de
n—-—1+0oo

k>n
prolongement des inégalités appliqué a I'inégalité (4) donne que

lim P | | ] Ax gnETmZP(Ak)ZO

n——+00
k>n k>n

les "gendarmes” concluent l'affaire, a savoir

lim P UAk =0

n—-+o00

soit donc
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16 Une chaine de Markow!|

Qn
@ On pose, pour n € N, X,, = b, | . Montrons, en la déterminant, qu’il existe une matrice
Cn
D e M3 (R) telle que
VneN X, =D"Xy.

L’ensemble {A,,, B,,C, | n > 1} constitue un systéme complet d’événements de probabilités & priori
non nulles, alors selon la formule des probabilités totales appliquée trois fois nous avons

P (Any1) =Pa, (Ans1) P (4n) + Pp, (Ani1) P (By) + Pc, (Apg1) P (Ch)
P (Bn+1) = PA'n, (Bn+1) P (An) + PBn (Bn+1) P (Bn) + PCn (Bn+1) P (Cn)
P (Cry1) =Py, (Cot1) P (An) + P, (Crns1) P (Bn) + Pe, (Crpa) P (Ch)

soit numériquement

Ap+1 = 7bn
bn+1 = —an t+ ¢y
t o

Cn+l1 = Zan + an

et matriciellement

3
0o 20
An+1 3 4 429
bn+1 = - 0 1 bn
Cn+1 le 1 0 Cn
———— [ N——

Xn+1 \ 4 4 / Xn

=D

Une récurrence immédiate & faire obligatoirement sur la copie donne

‘ vneN X, =D"X, ‘

@ En admettan que

(ARG AGY ARG GG
D = —To(T)l ;@(Tz T35 _E(T)l 71@(71 T35 5(?)4 j177§7)1 T35
—:(F) +3 —:(T) +s (3 +3

calculons X, en fonction de n. Notons que j’ai décidé de poser que ag = by = ¢ = 1/3, le texte

I Mathématicien russe (1856 — 1922)
2pour de trés peu de temps encore. . . .
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manquant de précision & ce niveau-la.

R AG R, ARG RGN QUG R (o

X = | (@) —5&) s w@) gE) ts 3G —F5) b bo

—:(F) +3 —:(F) +3 (7)) +3 €0

— n — n — n — n — n — n
R R B ) BG4 B (G 4 e
= (%) - @ 1?%52@0;(w((42(4g)%1(41))b+35()4120?37§5(%) —2(F) +3)a
—5\7) T3)a+(=5(7) T35)b+(5T) T5)a
(R RGBS G R B R
= 3| (&) -aE 1+7??52L+1*T0(72 jg(?l) +§)7fr7£5(17) (&) +35)
(—3GF) +3)+ (37 +3)+EEF) +3)
13\ 3 ( 1\ 36
7 4 5 4 35
BN VAR VA A
B 5\ 4 7\ 4 35
2( 1\ .3
) 4 )
Comme —’<1et ’—‘<1, lim (—1) = lim <—3> =0et
n—-+4oo 4 n—-+oo 4
lim an:E im n:E lim ¢, = -
n—-+o00 35 n—o+oco 35 n—o+4oo

Nous constatons bien que la somme des limites est égale a 1.

17 Jeu de Pile ou Face

@ Déterminons la probabilité de lancer la piéce A au k—iéme lancer. Introduisons Vk > 1 les
événements Ay (resp. By) : "on lance la piéce A au k*™¢ lancer". On demande de calculer P (Ay).
L’ensemble {Ay, By | k > 1} constitue un systéme complet d’événements de probabilités a priori non
nulles, alors selon la formule des probabilités totales nous avons

P (Ags1) P, (Ak11) P (Ag) + Pp, (A1) P (Bg)
aP (Ay) + (1—b)P (By)

aP (A) + (1 =) (1 =P (Ay))

(a+b—1)P (Ap) + (1—b)

——— ~——

noté (3

noté o

De cela nous pouvons dire que la suite (P (Ay)),~, est arithmético-géométrique de point fixe x =

T Alors d’apres le cours d’analyse la suite (vy),~, définie par Vk > 1, v, = P (Ay) —x est géométrique
o >

de raison a (je vous engage trés vivement & vous reporter & votre cours !). D’out Vk > 1, vp = of 1oy

avecvry =P (A1) —z=-—zet
Vk>1 P (A) v+ T
= ak*1v1+x
1 (1 1-b 1-b
= b—1) (- -
(a+b6-1) (2 2—a—b)+2—a—b

(b—a)(a+b—1)F"

1-5

2(2—a—0)

2—a—1»b

@ Déterminons la probabilité d’obtenir Pile au k—iéme lancer. Introduisons Vk > 1 ’événements Py
: "on lance pile au k™€ lancer". On demande de calculer P (P). L’ensemble { Ay, By | k > 1} constitue
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un systéme complet d’événements de probabilités & priori non nulles, alors selon la formule des probabilités
totales nous avons

P(Py) = Pa, (Pu)P(Ax) +Pp, (Pr) P (By)
aP (Ag) + bP (Byg)

= aP (Ag) +0(1 - P (Ax))

— (a—b)P(Ay) +b

B (b—a)(a+b—1)"" 1-b
_(“_b)< 2(2—a—0) +2—a—b>+b

(b—a)(a+b—1)"""  (a—b)(1-D)
( 2(a+b—2) + 2—a-1b >+b

b—a)?a+b—1"" (2ab—b—a)

2(a+b-2) a+b—2
Nousavons
) (2ab—b—a)
1 PP)=—-—"-2
S

car [a+b—1] <1 et donc lim (a+b71)k71:0.

k——+oo

Maintenant sia=1et 0 < b < 1,

i PR =1

ce qui est trés cohérent car si on commence la série des lancers avec la piéce A, vue qu’elle ne posséde
pas de face on est str d’obtenir que des piles au cours de la série illimitée de lancers avec cette méme
piéce.

Maintenant si on commence la série avec la piece B, il est quasi-certain que nous finirons par obtenir
face lors d’un lancer ce qui nous fera changer de piéce pour jouer avec A, et nous rameénera au cas
précédent.

18 Autour de la formule du crible

a.i
Notons P; I’événement "la personne P; ne regoit aucun lot". Il est clair que par indépendance

des tirages au sort
n—1\"
P(P)=

a.ii
Notons Vk € [|1,n|], Py I'événement "la personne Py ne recoit aucun lot". Nous avons

n

P(PN...NP) = (”_k>

@ Pour tout événement Aq,..., A, définis sur un méme espace probabilisé nous avons

P(Alu...UAn):zn:(—l)k_l Y P4 N N4,

k=1 1<ip < <ip<n
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Fin nF:
On demande de calculer P (P1 Nn...N Pn) .
P(ﬁﬂ...ﬂﬁn) = 1-P(P,U...UP,) par Morgan
k—1
= 1-) (-1 > P(P,N...0PR)
k=1 1<ip <+ <ip<n
n _ k ks
- 11— \k-1 n
Yty ()
k=1 1<ip < <ip<n
n o n—k T
= 1-> (-1 1( - ) > 1
k=1 1<iy <+ <ig<n
- n—k\" (n
= 1 —1)*
e () ()
k=1
" —k\" /n
- )R (2
() ()
k=0
:
L’événement dont on demande la probabilité notée p,, est
L"j |:(Pi1m-Pizm"'mPim)m(, 0 E>:|
1<i1<iz<-<im<n ¢l izeim}
Par o — additivité de P :
pm = P ) (P, NP,N...0P () N 7
1<i1 <2<+ <im<n j%{’ihiz,---im}
= > P((P,nP,N...0P ) N 7
1<i1 <t < <im<n J¢{i1,i2,...im}
= > P(P,NP,N...0P, )Pp r.np,, (1 P parla"FPC"

1<i1 << <ty <n

>

1<i1 << <ty <N

(

n—m-—=k

n

n—m

JE{i1,02,.0m }

>T (" km) selon (c)

>

T n—m

> (=1°

k=0

n—m-—=k

I

n—m

n—m n—m

1

> (

n—m

) () ()

k

1< <ia< - <tm<n

() Z 0 () (

n—m-—=k
n

;

Nous avons
n—1

am

1=m

= Z p; (on ne somme pas jusqu’a n car il n’est pas possible que tout le monde n’ait rien regu)

n—1

k

I

(=)

n

19 Jeu de dés

@ Soit F,, 'événement "une somme de 5 apparait au n®°¢ double jet et sur les n — 1 premiers jets
ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait". Calculons P (E,,).
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Commengons par donner le tableau des sommes possibles que les deux dés peuvent faire apparaitre :

Dell D2 [T[2[3[ 4[5 6
1 213456 |7
2 31456 |78
3 11567809
1 5(6|7|8 ]9 |10
5 6789|1011
6 71819101112

Introduisons pour tout entier k > 1 les événements Ss, : lors du k°™° lancer la somme des deux dés
fait 5", Sy, : "lors du k*™¢ lancer la somme des deux dés fait 7". Ainsi

Yn>1P(E,) P ((S5,NnS7,) N (S5,NnS87,)N...n (S5, ., NS7,_,)NSs,)

= P (S5, NS7,)P(S5,nS7,)...P(Ss,_, NS7,_,)P(Ss5,) par indépendance des évts
B % n—1 i
-~ |\36 36
@ Notons As I’événement : "on s’arréte sur une somme de 5", alors

A5 = |4 B,

n>1

d’otl par o — additivité de P

P(45) = Y P(E,)

n>1

26\""! [ 4 L 26 |26
= Z — — ) (somme d’une série géo cv de raison —, |[—| <1
36 36 36° |36

n>1
4 1
36 1-2

36
|2
|5

. Notons A7 I’événement : "on s’arréte sur une somme de 7", alors

A’?: H'JFn

n>1

ou Vn > 1, F, I'¢vénement "une somme de 7 apparait au n®™¢ double jet et sur les n — 1 premiers
jets ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait". Par o — additivité de P

P(A7) = Y P(F,)

n>1
Z 26)"" (6 (somme d’une série géo cv de raison 26 126 <
= - — v ==
2\ 36 36 & 36" |36
6 1
= 3 1_=:

36
_ |3
T 5

@ Notons J 1’événement "le jeu ne s’arréte jamais". L’ensemble {As, A7, J} constitue un systéme

complet d’événements. Ainsi
PA;)+P (A +P(J)=1
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soit

’Moralité I’événement J est quasi-impossible

20 Tirages dans une urne bicolore

@ Introduisons Vk € [|1,2]] les événements Ry, : "le k¥™¢ tirage fournit une boule rouge" et Ny : "le
kfme tirage fournit une boule noire". On demande P (R; N Ry). D’aprés la formule des probabilités
composées

P (R1 N RQ) = P (Rl)PRl (RQ) ou P (Rl) 75 0
r r—1
X
n+r n+r-—1

@ On demande P (R N Ny). D’apres la formule des probabilités composées
P (R1 N Ng) = P (Rl) PR1 (Ng) ouP (Rl) #0

T n
X
n+r mn4+r—1

21 Urne de Pélya

@ Introduisons V& € [|1,2]] les événements Ry, : ”le k*™¢ tirage fournit une boule rouge" et Ny : "le
kfme tirage fournit une boule noire". On demande P (N3). D’aprés la formule des probabilités totales ot
{N1, R;} forme un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, nous avons

P(N2) = P(R1)Pg, (N2) +P(N) Py, (N2)
_ r n } [n " n+d
n+r n+r4+d n+r n4+r+d
B n
N n+r

Moralité : la remise de d boules de la couleur précédemment obtenue n’a aucune influence sur le
résultat.

On demande Py, (N7) est le probléme est bayesien. En reprenant toujours le méme systéme
complet d’événements
P (N1) Py, (N2)
P (Nz)
n n+d
n+r n+r+d
n
n—+r
d+n

d+n+r

PN2 (Nl)

22 Le théoréme de Bayes

@ Introduisons les événements R : "le chapitre R est tombé & l’examen", A (resp. B et C) :
"L’enseignant A (resp. B et C) pose le sujet". L’ensemble {A, B,C} constitue une systéme complet
d’événements de probabilités non nulles et selon la formule de Bayes
) P (R)P (4)

P4 (R)P(A) +Pp (R)P(B) +Pc (R)P(C)

Pr(4)
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avec P (A) = 0.35, P (B) = 0.4, P(C) = 0.25, P4 (R) = 0.1, P5 (R) = 0.4, P (R) = 0.8. Ainsi

0.1 x 0.35
Pr(A) =
r(4) 0.1x0.354+04x04+0.25 x 0.8
= [8.8608 x 102
@ De méme
0.4%0.4
Pr(B) =
0.1x0.35+04x04+0.25x08
= [0.40506
Enfin
0.25 x 0.8
Pr(C) =

0.1 x0.35+0.4x0.4+0.25 x0.8

= [0.50633]

23 Jeu de "pile ou face"

@ Nous avons vu en classe que conjecturer la formule & partir de quelques exemples chiffrés s’avérait
extrémement difficile. C’est pour cela nous avons eu I'idée d’introduire une suite (u,),,~,; définie par
Yn > 1, u, = P(Nay,), Na, étant ’événement : "la partie dure au moins 2n lancers", et essayons de
trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite. Notons toutefois que Ny, est réalisé si et seulement
si il y a eu autant de piles que de faces lors des 2n premiers lancers sans qu’il y ait eu lors de tirages
intermédiaures deux piles de plus que de faces et inversement. Introduisons Vk > 1 les événements Py
(resp. F}) : "le k®™¢ tirage donne pile (resp. face)". Ainsi

Vi >1 P (Nopsa) = P((Now Pt 0 Fanio) ) (Now 0 Foppr N Pansa))
= P (Nap N Popyq N Fopyo) + P (Nop N Fopy1 N Papye) par o — additivité de P
= P (Nop)P (Popy1) P (Foni2) + P (Nap) P (Fony1) P (Popy2) par indépendance
= 2p(1—p)P (N2p)

Ainsi la suite (P (N2y)),~; est géométrique de raison 2p (1 —p) qui est différente de 1 et méme

1
strictement inférieure & 1 en valeur absolue car on sait par coeur que = (1 — z) € [07 4} quand z € [0,1].

D’ou

vn>1P(Ny) = [2p(1—p)]" ' P(N,) par indépendance
= Rp(1-p)"'P((PINF)Y(FiNP)
= [2p(1=p)" " (P(PLNF)+P(F,NP,)) par o — additivité de P
= 2p(1-p)"" x2p(1-p)

I
S
-
|
3
BE]

@ Notons les événements G : ”la personne gagne" et Vn > 1, Go, : ”la personne gagne a l'issue d’un

nombre pair de lancers". Nous avons clairement G = | Ga, avec
n>1

Vn > 1, Gop = Nop_o N Pop_1 N Poy
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alors par o — additivité et indépendance des événements

P (G) P[4 Gan

n>1

+oo
= > P(Ga)

+oo

= Y P (Nop_2N Pon1 N Pyy)

n=1

—+00
= Z P (Nap—2)P (Pap—1) P (Pap)

= Z [2p (1 — p)]" " p? série géométrique convergente

“+oo
n=1
1-2p(1—p)
_ |
2p2 —2p+1

24 Indépendance mutuelle

@ Nous avons

Vn > 2, Vke|[[ll,n]],

P(4) =y

puisque la piéce est équilibrée et les lancers indépendants.

Pour calculer P (A,,+1) nous utiliserons une distribution binomiale puisque on effectue une succession

de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre 5 Donc

o = SO

I
N
N | —

~~ ~—
g
o
N
Qs
ol
N

(/J:

@]

g

=

@

o

=

ko)
=

)

=

=

(D_

(oW

&

g};

—

¢]

=

o

o

=4

=

e

¢

=

o

&,

)

o

=

wn

S

w0

=

b.i
Le résultat est trés net, a savoir :
1

Pan.na, (Ans1) = { 0

si
si

n € 2N
ne2N+1

b.ii
Il suffit de trouver un contre-exemple qui "tue", et il n’est pas compliqué d’en trouver un aprés
le résultat de la question précédente. En effet nous avons P (A;N...NA, NA,11) =0sin € 2N+1

n+1 1 n+1
alors que H P (4;) = <2> # 0.

k=1
Moralité :

lles événements Aq, ..., A,4+1 ne sont pas mutuellement indépendants
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Cette question est un peu plus délicate car son traitement doit se faire a partir d’une discussion
concernant la présence ou non dans la sous-famille de I’événement A, 1.

e A, 11 est absent de la sous-famille des événements considérés.
Il est clair que

Vn e N*, Vke[|1,n|], V(iis....ix) €[|1,n]]", P(AyN...NA,) = P(A,)P(A,)x - xP(A;)

Il
VRS
N
~
>

en effet ’événement A;, N ... N A;, est réalisé si et seulement si on a obtenu pile lors des iy,. . .et
i¥M¢ lancers, peut importe ce qu’on donné les autres.

Conclusion : toute sous famille d’au plus n événements choisis parmi Aq,..., A, est formée
d’événements mutuellement indépendants.

e A, 11 est présent dans la sous-famille des événements considérés.

& k2N
Montrons que
k
Vne N, Vke[l,n—1[], Y(i,....i) € [La", P4, N...0n A, NAna) =[P (4)xP (i)
j=1

k 1\ k1
Nous avons l_IlP(Aj) * P (Apt1) = (2> .
j=
D’autre part selon la formule des probabilités composées :

vneN*, Vkelln—1[], Y(i1,iz...,ix) € [|L,n])",

P(All ﬁﬂAzk ﬁAn+1) = ];)(14,L1 ﬂﬂAlk) X PAilﬂmﬂAik (An+l)

ily a eu k lancers donnant obligatoirement pile
éventuellement complétés par d’autres lancers

donnant un nbre pair de piles parmi les n-k restants

ORI OO
(07T ) e
NONOREIE
e

- ()

o dd Lc2N+1

Montrons toujours que ¥n € N*, Vk € [[1,n — 1|], V¥ (i1, 42, ... ,ix) € [|1,n]]*,
k
P (A, N...NA; NAn) =[P (4) x P (A1)
j=1
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ECE1 06/07 Ficne 4 — ESPACES PROBABILISES — CORRECTION Page 18

Nous avons

f[lp (45) x P (Ant1) = (Dkﬂ

D’autre part selon la formule des probabilités composées
Vn e N*, Vk € [|1,n— 1], ¥ (i1, 2, .. ., ix) € [|1,n]]",

P(Azl ﬂﬁAlk ﬂAn+1) = P(A“ ﬂﬂAlk) X PAilﬁ---ﬁAik (An+1)

ily aeu ]4}, avec k impair, lancers donnant obligatoirement
pile obligatoirement complétés par d’autres lancers donnant

un nbre impair de piles parmi les I — k restants

n—k 1 2141 1 n—k—2i—1
t L <2¢+1> (2> (2>

—k
(; n 1> ("somme orpheline")
j

Conclusion selon les cas & et dode nous avons bien

k
Vne N, Wke[[Ln—1]], V(i,....in) € [Lnl*, P (A 0.0 Ay 0 Au) =P (A) [[P(4))

Jj=1

ce qui équivaut a dire que toute sous famille contenant A,,; d’au plus n événements choisis
parmi Aq, As, ..., Ay, Ang1 est constituée d’événements mutuellement indépendants.
Conclusion finale : selon la présence ou non de A, 1 dans la sous-famille en question, toute
sous famille d’au plus n événements choisis parmi Ay, ..., A,, Apt1 est formée d’événements
mutuellement indépendants.

OToToToK
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