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Correction des exercices de la fiche 5
Premiére partie : généralités

1 Recherche d’un paramétre
La suite (pp),,~o définit une loi de probabilité si et seulement si :
e VYn €N, p, > 0 ce qui entraine que a > 0

° Z pp, converge et de somme égale a 1.

Or comme p,, s’écrit comme combinaison linéaire de deux termes généraux de séries proportionnelles

. 1 a” . . -
a des séries convergentes ( E — et E — sont des séries exponentielles convergentes). Ainsi E Dn,
n! n!
converge avec

o= Y ()

n>0 n>0
11 1 an
4 7>0 n! 8 n>0 n!
L1
= -—-e+—e
4778
Finalement :
LS SR
4@ 86 =
< |a=In(8—2¢)
2 Inégalité probabiliste de Laplacd]|
Pour commencer montrons que
Vt Z 0, 1[X§O] S e_tX (1)

e L’événement [X < 0] n’est pas réalisé.
Alors 1;x<o) = 0 et comme la fonction exp est & valeurs dans R} I'inégalité (*) est bien vérifiée.

o L’événement [X < 0] est réalisé.
Alors 1;x<o) = 1. D’autre part

(X <0]C[-tX >0] C [e7™ > €]
par croissance de exp et (1) est bien vérifiée.

e Comme exp (—tX) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de Uopérateur E] on
obtient V¢ > 0, E (1x<o)) < E (exp (—tX)), soit par définition de lindicatrice :

vt >0, P([X <0]) <E(e ™)

1Laplace Pierre-Simon (Marquis De) (1749 — 1827)
2Symbole mathématique représentant une ou plusieurs opérations mathématiques a effectuer.
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3 Inégalité probabiliste

Pour commencer montrons que
vt > 07 1[X—np>8] < exp (>‘ (X —np-— 5)) (2)

e L’événement [X — np > €] n’est pas réalisé.
Alors 1x _pp>e) = 0 et comme la fonction exp est a valeurs dans R I'inégalité (2) est bien vérifice.

e L’événement [X — np > €] est réalisé.
Alors 1;x_yp>c = 1. D’autre part

V(he)eRy, [X—np>e] C [X—np—e>0]

C ANX—=—np—¢)>0]

C [exp(A(X —np—c¢)) > €°] par croissance de exp
C

[exp (A (X —np—¢)) > 1] et (2) est bien vérifice

e Nous supposerons que la variable exp (A (X — np — €)) posséde une espérance. Par la croissance et
la linéarité de l’opérateur & on obtient

V()\,E) € Riv E (1[X—np>s]) <E (exp ()‘ (X —np-— 5)))

soit par définition de lindicatrice :

V(Ne)eRy, P(X —np>e¢]) <E(exp(MNX —np—¢)))

4 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1
Tout d’abord commencons par dire que X,, — B (n, 6) (car on effectue une succession de n épreuves de

1
Bernoulli indépendantes et de méme parameétre —). Cela nous permet de dire que F;, admet une espérance

et une variance et l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est applicable, ce qui donne

— 1-P(|F,-E(F,)|<¢) <

e P(F,-E(F,) <¢) >1-

avec
1

et

En prenant € = 0.99, 'IBT donne
°
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Pour trouver n il suffit que n soit tel que

5
1l———— >0.99
36n (0.99)

— <001
36m (0.99)

= n> > 5
36 x 0.01 x (0.99)

5

S| +1
36 x 0.01 x (0.99)

— |n>

5 Moment factoriel d’ordre r d’une variable de Poisson

D’apres le cours la variable X (X —1)...(X —r 4 1) admet une espérance si et seulement si la série de
terme général k(k—1)...(k—r+ 1)P ([X = k]) est convergente et en cas de convergence

EB(X(X-1)...(X=r+1)=)Y k(k—1)...(k—r+1)P (X =k])

k>0
Or
e ANE
VN, k(= 1) (b= + )P (X =) = k(= 1) (h—r+1)
—  VkeN, k(k—l)...(kz—r+1)P([X:k]):e_(;/\krr)'/\r

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série
proportionnelle & la série exponentielle de parametre A € RY .
Conclusion : X admet un moment factoriel d’ordre r égal a

L )\k—r
E(X(X-1)...(X-r+1) = e A,;m

_ AT67A2§

i>0
Ale et

-

6 Moment factoriel d’ordre r d’une variable géométrique sur N

D’apres le cours la variable X (X —1)...(X —r 4 1) admet une espérance si et seulement si la série de
terme général k (k—1)...(k—r+ 1) P ([X = k]) est convergente et en cas de convergence

EB(X(X-1)...(X=r+1)=> k(k—1)...(k—r+1)P (X =k])
k>0

V>0, k(k—1)...k—r+DP(X=k) = k(k-1)...(k—7+1)¢"p
= k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"

A ce niveau, je vous garantie la présence de préliminaires qui vous permettrons de conclure que

k!
Abgn=hb — 2
T; (1 _ $)k+1
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si et seulement si |z| < 1 (on parle de série dérivée d’ordre k de la série géomeétrie de raison

Ainsi comme |¢| < 1, nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant
que série proportionnelle a la série dérivée d’ordre r dc la série géométrique de raison q.

Conclusion : X admet un moment factoriel d’ordre r égal a

EX(X-1)...(X=r+1)) = > k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"
k>0
= > k(k=1)...(k—r+1)¢" "pq"
k>r
= quZAzqk)—T
k>r
- r!
- Masg™
g
p?"

7 Loi d’une variable fonction d’une autre

Un petit échauffement pour les premiéres valeurs entiéres, comme fait en classe, nous améne & distinguer
deux cas de figure :

o Vk €N, Vw € Q, 'événement [X (w) = 2k] est réalisé si et seulement si

[4 V;WJ —9X (w) 41 = 4k — 4k + 1] Pest, soit

lévénement [X (w) = 2k] est réalisé si et seulement si [V (w) = 1] est réalisé

o Vk € N, Vw € Q, 'événement [X (w) = 2k + 1] est réalisé si et seulement si
X
[4 { é“)J —2X (w) +1 =4k — 4k — 2+ 1} Pest, soit

Pévénement [X (w) = 2k + 1] est réalisé si et seulement si [V (w) = —1] est rélisé

Moralite Y (2) = {—1,1} avec

P(Y=-1) = P|H[X=2k+1]
k>0
= ZP ([X =2k +1]) par o — additivité de P
k>0
e_)\)\2k+1
B kL
= 2k +1)!
et
P(Yy=1) = P||H X =2k
k>0
= Y P([X = 2k]) par o — additivité de P
k>0
e~ ANk
- Z (2k)!

Lycée Saint-Jean de Douai — 14 février 2007| PROBABILITES Christian Skiada




ECE1 06/07 Ficur 5 — VARIABLES DISCRETES — CORRECTION Page 5

Nous sommes en terrain connu avec des "séries méga-classique a trous" avec

Z e ANk e~ M\ e M\F
+ R = _—
| | |
= (2k +1)! = (2k)! = k!
=1
et
e—A)\Qk e—)\)\2k+1 B e_)\ Z (_)\)QIC N (_)\)2/6"1‘1
| | | |
= (2k)! = (2k + 1)! = (2k)! = (2k + 1)!
_)\)k
=
= ) Kl
k>0
— o2\
Conclusion :
1 —2X 1— —2X
P(V=1)=—r— et P(V=-1)=—1—

8 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Des itérations successives nous aménent au résultat & démontrer par récurrence

P([X =n]) = P ([X =0))
Comme
P(X=n+1) = —-P(X=n)
4n+1

= mP ([X =0]) selon 'hypothese de récurrence

la proposition étant transmissible est donc héréditaire.
4TL

Cherchons enfin P ([X = 0]). Pour cela Z — P ([X = 0]) doit converger et de somme égale a 1. La
n!

n>0
convergence ne pose aucun probléme car le terme général est proportionnel a la série exponentielle de

parametre 4. Enfin P ([X = 0]) doit vérifier

n 4n
SP(X=0) = P(x=0)>
n>0 n>0
= P(X=0])¢
=1
ce qui équivaut a dire que P ([X = 0]) = e~
Conclusion : d’aprés le cours
e~ 44n
YneN, P(X =n]) = ' et donc X —P(4) avec E(X)=V(X)=4
n!

9 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Introduisons la suite (uy),cy définie par Vn € N, u, = P ([X = n]) vérifiant 4u, 1o — Supq1 + u, = 0.
Ainsi (uy,),, ey st une suite récurrente d’ordre deur d’équation caractéristique associée

42 —5r+1=0
= 4(T1)<Ti>0

1
< :]_ = —
r our 1
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Alors
1 n
Vn e N, un:a1”+ﬁ<4)

et pour que Z U, ait une chance de converger il faut que
1 n
= 0

\" 1
ce qui entraine que a = 0 puisque (4) o 0. Dans ce cas la série de terme général (5 <4>
o0

n

converge en tant que série proportionnelle & la série géométrique de raison 1 et

S -

1
n>0 — =
- 4
4
= gﬁ
d’ou g = %
Conclusion : d’aprés le cours
3 /1\" 3 1 4
VneN, P(X=n]= 1 <4) et donc X — Gy <4) et E(X)= 3 V(X)= 3

10 Recherche d’une loi a partir d’une relation de récurrence

Nous avons Vn € N*,

P ([X 2n]) =P ([X =n])+P (X >n])

= P(X=n)=P(X2n])-P(X>n+1]) 3)
et
V21, PX =) = pP (X 2 n)) <= P (X 2u])—P(X 2n+1)) = pP (X > n]
= P(XZ2n+1])=(0-pP(X >n])
Ainsi la suite (P ([X > n])),cy- est géométrique de raison 1 — p, donc
vneN, P(X 2n) = (1-p)" ' P(X>1))

= (1—p)" (puisque X (@) =N = P(X>1)=1)  (4)

Conclusion : (3) et (4) donne

VneN, P(X=n)=p(l—p)"" et X—=G(p)

11 Loi et série logarithmique

La suite (py),,~, est la loi d'une variable X si et seulement si Vn > 0, p, > 0 et la série Zpk converge
k

et de somme égale a 1.

e Vn >0,
_an+l
£ > (5)

(n+1)In(1—-p) ~

puisque In (1 —p) <0
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e Examinons si la série converge. C’est l'occasion d’étudier la série logarithmique (totalement hors
programme) qui est assez récurrente en probabilités et qu’il est trés important d’examiner en détail.
@ Introduisons Vn > 0, Vz € ]0,1]

g 1 n l‘k+1
o _ln(l—p)z(k-i-l)
n+1
- 1— Z k
n+1

_ k—1
= iy Z/ th=1at
1 z n+1
= - th=lat
ln(l—p)/o 2

k=1

1 /w .
= —— tdt
In (1 —p) Jo kZ:O

- maa ), o
x x gn+1
- ‘1n<11—p> (/ 1d—tt‘/o i—tdt)
_ _ﬁ ([—ln(l—t)]g—/oz injltdt)
(

1 T ogntl
= ———  [(—In(1—2)—
In(1-p) all-2) /0 1—tdt>

D’autre part

x tn+1 tn+1 1
0< / dt < / dt car t — est croissante sur [0, z]
o 1—t o 1 1—¢

_ — _
T
11—z J,
< 1 .’E”+2
X
- 1l—z n+42
1 an+2

C li
e T ey 2

= 0 du fait que |z| < 1 alors le théoréme d’encadrement

x tn+1

et donc

In(1— 1 gl
lm S, — lim 20T g / dt
n—+00 n—+oo In (1 — p) n—tooln(l—p) fy 1—1t
= lim (1 —2)
n—-+oo In (1 D)

et pour z = p,
lim 5, =1 (6)

n—-+4oo

Moralité : selon (5) et (6) :

la suite (pn),,~( est la loi d’une variable X
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12 Loi d’une variable fonction d’une autre

Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre A strictement positif. On définit une variable
aléatoire Y de la fagon suivante :

X
) si X est paire

Déterminons la loi de Y son espérance et sa variance.

0 si X est impaire
Y —

e Nous avons de toute évidence
Y(Q)=N

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événement {[X est impaire], [X est paire|}

P(Y=0) = P([Y=0]N[X est impaire]) + P ([Y = 0] N [X est paire])

|
e,

[0=0]N[X est impaire] | + P ([X = 0] N [X est paire])
——
Q

P(Lﬂ [X:2k+1]> +P([X =0))

keN

= Y P(X=2k+1))+e?
keN
Z 67)\)\2]6—"-1

= — +te€
& (2k+1)!

-

VEeN* P([Y =k]) = P([Y =k N[X est impaire]) + P ([Y = k] N [X est paire])

= P |[[0=Ek]N[X est impaire] | + P ([X = 2k] N [X est paire])

(- (ge-=))

Notons P la somme définie par

\2k \2h+1
= 2 et = AN
D k) ¢ 2 @kt

keN keN

C’est & ce moment que nous bénissons le chapitre outils | En effet

P+1 = Z
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et
A2k \2hH1
Pl = XY
| |
= (2k)! = (2k + 1)!
2k 2k+1
- TGy G
| |
= (2k)! = 2k + 1)!
-y
= o
keN
= e_A
D’oul le systéme linéaire & résoudre
p_ er e
. o) _264\
2
Ainsi donc
oA )\2k+1
P(Y=0) = —_— -
(¥ =0) % CES
_ # g
_ —e" P 4 2e7 M 41
B 2
et
O

Notez avec joie que

S P(Y =k) = - e (P -1)

keN

e Passons a l'espérance. En reprenant le principe " a a—maman" comme ci-dessus, vous pouvez
)
—A\ 2k

(2%)!

constater que la série de terme général k est convergente. Donc Y admet une espérance,

avec

e—)\)\Qk
20 = 2

kEN*
e A\2k-L
- R
2 S (26— 1)
Ae™>  er—eA
= X
2 2
A (1 — e*”)
o 4

e On sait que Y admet une variance si et seulement si Y2 admet une espérance, soit si et seulement

Lycée Saint-Jean de Douai — 14 février 2007| PROBABILITES Christian Skiada




ECE1 06/07 Ficue 5 — VARIABLES DISCRETES — CORRECTION Page 10

,)\/\2k
si la série de terme géneral k2 25)! converge. Or
A2k 1 A2k
2 = —(2k(2k—1)+2k) —
20! 7 CRCR=1+28) 5

1 )\Qk )\Zk
-1 ((Qk o T k= 1)!) converse

avec

)\Zk . )\Qk’

Nous avons par le théoréme de transfert

E(2Y (2Y — 1)) Z w

G @)
_ /\267/\ Z )\Qk—Q
S (2k-2)!
A —A
+e
— A2 Ay ©
€ X B
X (L+e )
B 4

D’apreés la formule de Huygens-Koenig
VY) = E(Y?) - @)
= EQEVEY-1)+EEY) - B

i)\2 (4672)‘ +1-— e*4>‘)

Ao
(1—e )+16

A
8

13 Loi d’une variable fonction d’une autre

Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p. On définit une variable aléatoire Y de
la fagon suivante :

X
— si X est paire

X si X est impaire
Y —
2

Déterminons la loi de Y.
Tout d’abord
Y(Q) =N

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événement {[X est impaire], [X est paire]}

VEeN, P([Y =2k+1]) = P([Y =2k+1]N[X est impaire]) + P ([Y = 2k + 1] N [X est paire])
= P ([X =2k+1]N[X est impaire]) + P ([)2( =2k + 1} N[X est paire])

= P(X=2k+1])+P (X =4k + 2] N [X est paire])
= P([X=2k+1)+P (X =4k +2])
= Prp gty

= [p (g +¢*+Y)

et
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VEeN, P([Y =2k]) = P([Y =2k]N[X est impaire]) + P ([Y = 2k] N [X est paire])
= P | [X =2k]N[X est impaire] | + P ([)2( = 2k] N[X est paire])
= P([X =4k]N[X est paire])
— P(X = 4K)
— [g*1p

Je vous laisse cette fois-ci vérifier que la somme des probavbilités est égale a 1.

14 Une inégalité probabiliste

Pour commencer montrons que

(7)

VE>0, 1fx(za) <

e L’événement [|X| > a] n’est pas réalisé.

Alors 1jx|>4 = 0 et comme la fonction g est a valeurs dans R, alors > 0, inégalité (1)
est bien vérifiée.

e L’événement [|X| > a] est réalisé.
Alors 1[x|>4 = 1. D’autre part

VE>0 [|[X|>a] C [9(X]) > g(a)] par croissance de exp

X
{Q(D > 1} car g (a) > 0 et (7) est bien vérifice

g(a)

e Nous supposerons que la variable g (|X|) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de
lopérateur B on obtient

g(XD\ _ E(g (X))
¥t 20, B (1)x)2a) SE( g(a) )S 9(a)

soit par définition de lindicatrice :

) < Bl (X))
vt >0, P([|X]|>a]) < T

15 Une inégalité probabiliste

Pour commencer montrons que pour 0 < a < « on a,

h(X)—a
neza) 2 =20

e L’événement [h (X) > a] n’est pas réalisé autrement dit [h (X) < a] est réalisé.
Alors 1(;,(x)>q) = 0 et comme h (X)—a<0avec a—a >0 alors

h(X)—a<0:>h(X)—a

a—a a—a

<0

I'inégalité (8) est bien vérifice.

e L’événement [h (X) > a] est réalisé.
Alors 1(;,(x)>q) = 1. D’autre part
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Va € [0, [@>h(X)>a] C [h(X)—a<a-—ada] par croissance de exp

< 1} et (8) est bien vérifice

e Nous supposerons que la variable h (X) posséde une espérance, par la croissance et la linéarité de
l’opérateur & on obtient

Va € [0;af, B(lpx)sq) >E (h(X) _a> > B(h(X) —a

a—a a—a

soit par définition de l’indicatrice

E(h(X)) —a

a—a

Va € [0;af, Ph(X)>a)>

16 Théoréme de transfert

1

D’apreés le théoréme de t t —P
apres le théoréme de transfer Pl

admet une espérance si et seulement si la série E
X+1 .

1
est convergente. En cas de convergence E (X—|—1> existe et vaut

S P (X =)

keN
1 q"p
— P(X = =
VkeN,k+1 ( k) kE+1
P qk+1
T ogk+1

Nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série proportionnelle a la série logarith-

mique de paramétre ¢ déja étudiée a I'exercice 9. Donc admet une espérance égale a

X+1

p P
qk+1

keN
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17 Théoréme de transfert

L’utilisation du théoréme de transfert nous permet de dire que o admet une espérance si et seulement
si Z o*P ([X = k]) est convergente et en cas de convergence
k

E(aX) = > o"P(X =4k
k>0
_)\>\k

= Yot k!

k>0

e (a\)”
_ Z%

k>0

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que série
proportionnelle & la série exponentielle de parametre aX € R7.
Conclusion : o admet une espérance égale a

_ (aN)*

E(aX) = e )‘ZT
k>0
67/\660\

- [

18 Espérance et antirépartition

(ROQUEIII.67) Soit X une variable aléatoire a valeurs entiéres positives.
@ Montrons que

Vn € N*, zn:P(X>k):§n:kP(X:k)+(n+l)P(X>n)
k=0 k=1

Nous avons Vn € N*, Vk € [|0,n]],

P(X>H)=P(X>k)+P[X =k
— KPP (X >k]) = kP ([X > k]) + kP [X = k]
— Y RP(IX 2 K)) = S AP (X > k) + X kP (X = k)
k=0 k=0 k=0
— SKP(X>k-1))= S kP (X > k) + S EP (X = k]) (ok pour n = 0)
k=1 k=0 k=0
e S )P (X k) = SRR (X > k) 4 S RP (X = k)
k=0 k=0 k=0
— ST (X > B+ S P (X > H) = SSRP (X > K) + 3T kP ([X = k)
k=0 k=0 k=0 k=0

e SRP(X = k) = S RP (X > K]) —

3 KP (X > k) + S P (X > H)
k=0 k=0 k

0 k=0

n

n

= Y EP([X=k]) = nilP ([X > k]) —nP ([X > n]) apres simplification

k=0 k=0
— :X_::P (X > k) = kXZ:OkP ([X = k]) +nP ([X > n))

— éop (X > k]) = éokp (X = k) + (n+1)P (X > n])

Lycée Saint-Jean de Douai — 14 février 2007| PROBABILITES Christian Skiada




ECE1 06/07 Ficur 5 — VARIABLES DISCRETES — CORRECTION Page 14

En déduire :

(X admet une espérance) < (ZP (X > k) est convergente)
k

e On suppose que la variable aléatoire X admet une espérance notée E (X).Montrons que la série
Z P (X > k) est convergente. Pour cela il suffit de montrer que liar_l (n+1)P (X >n) =0 soit
n—-1+0o0o

k .
ngrfoo (n+1) Z P (X = k) = 0. Nous avons
k=n+1
“+o0 —+ 00
0<(n+1) Y. P(X=k< Y kP(X=
k=n-+1 k=n+1

car k > n + 1, et nous reconnaissons le reste d’ordre m d’une série convergente, puisque par hy-

pothése I'espérance existe. Ainsi hm Z kP (X = k) = 0 et selon le théoréeme d’encadrement
e
+oo
lir_~r_1 (n+1) Z P (X = k) = 0. Alors en prenant I’égalité de la question précédente, par passage
n—-—+oo
k=n+1

a la limite quand n tend vers 400 nous obtenons

lim iP(X>k) = lim i:kP(X:k;)—&— lim (n+1)P (X > n)

n—-+o0o n—-—4oo n—4oo

= i EP (X =
i D kP (

= li EP (X =
n;rfoo; (

Conclusion : comme l'espérance existe lirf kP (X =k) =E(X) et donc lirf P(X>k)
k=1 k=0

existe et est finie égale a E (X), autrement dit

+ijP(X>l<:) =E(X)
k=0

e Réciproquement, supposons que la série Z P (X > k) est convergente, montrons qu’il en est de

k
méme pour la série de terme général kP ([X = k]) et que X admet une espérance.

Comme Vn € N, (n+ 1) P ([X > n]) > 0 I'égalité
> P(X>k) =) KP(X=k+(n+1)P(X>n)
entraine que

vneN*, Vke[lo,n], 0<) kP ) < (X > k) <> P(X > k]
k=1 k=0 k=0

n
puisque la série de terme général P ([X > n]) converge. Ainsi la suite (Z kP ([X = k]))
k=0 neN
est croissante et majorée, donc convergente, ce qui équivaut a dire que la série de terme général
kP ([X = k]) est convergente et donc que Pespérance existe. Cela nous rameéne donc a la question
précédente "pour boucler la boucle" et dire que
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“+o0
S P (X > k) = E(X)
k=0

- Si 'une des deux propriétés équivalentes ci-dessus est vérifiée, on a trivialement I’égalité :

E (X) :iop(ch)
k=0

19 Mode(s) d’une distribution

@ Soit X — B (n,p), quelle est la valeur de k& qui maximise P ([X = k]) ? Pour cela introduisons la
suite (pr)gejo,n définie par V& € [|0,n — 1], px = P ([X = k]). Etudions la monotonie de cette suite.

vk € [0,n[],

(7 )

Pet1 k+1
b (Z)p’“ (1-p)""
B nlk! (n —k)lp
k+1)!n—k-1Q1Q-p)
_ _(n=k)p
(k+1)(1-p)
et
Petl o M>1 (9)
PE (k+1)(1-p) —
= (-kp>(k+1)(1-p)
— np—kp>k—kp+1—p
— np>k+1-—0p
= k<n(l+p) -1 (10)

Le probléme qui se pose maintenant est de savoir si n (14 p) — 1 est un entier. La réponse est que
nous n’en savons rien, tout dépendant de p pour lequel nous n’avons aucun renseignement. C’est la raison
pour laquelle nous considérerons la partie entiére de n (1 + p) — 1, notée [ng] ot ng =n (1 +p) — 1.

Par définition [ng] < ng < [ng] + 1, nous savons selon (9) et (10) que pn, > Plng] €6 Prg > Ppngl+15
mais la question est de savoir si nous avons pp,,] < P[ne]+1 OU le contraire. La réponse est simple : comme
[no] < ng, par définition nous avons ’équivalence

p[n0]+1

> 1< [’n,o] < nyg
Plno]

qui est vraie.
Moralité le mode de la distribution est m, = [ng] + 1, soit

m, = [n(l+p) —1+1
= n(l+p)]-1+1
= |[n(1+p)]

@ De méme, soit X — P (N), quelle est la valeur de k qui maximise P ([X = k]) ?
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pesr e AFTE
Pe (k+Dle A\
A
T ok+1
et
Prk+1 A
ke 1 1!

Un raisonnement analogue nous donne que
me = [A]

Deuxiéme partie : recherche de loi

20 Loi et antirépartition
e Nous avons X (2) = [|2,n]]
o [X >k = {(il,ig,...,ik) ellL,nl)f |ix>ip > > ik} ot

0= {(il,ig, i) e n|)t i Ay £ £ ik} est Pensemble des k— arrangements de [|1,n]]
de cardinal AX. Ainsi pour k € [|2,n — 1]]

P(X>k]) = %2

1
k!

Cette formule reste valable pour k& = 1 puisque P ([X > 1]) = 1 du fait que X (2) = [|2,n]]. En
revanche elle ne l’est pas pour k = n car [X > n] = & alors que 1’égalité donne

P(X>n)=

o Vke[2,n—1|,
P([X >k)=P (X >k])+P(X =k

d’ou
P(X=Fk]) = P(X>Ek])—-P(X>E])
= P((X>k—-1])-P([X > k]
B 1 1
BE
Enfin
1
P =)= o
[X=n]={(n,n—-1,...,1);(n,n—1,...,3,1,2);(n,n—1,...,4,2,1,3),....,(n—1,n—2,...,1,n)}

Notez bien que

n n—1 1 1 1
Z:P([X=k]) = ;(M‘k') MR
1

k=2
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21 Tirages sans remise

@Ilya

poignées de n boules possibles.

Nous avons

Y (Q) =[1,N —n+1[]]

c
L’événement [Y > k] est réalisé si et seulement si toutes les boules tirées ont un numéro supérieur
ouégal a k. Il y a N — k + 1 boules dont le numéro est compris entre k et N, donc

(N—k+1)
ke LN —n+1] P(Y >k)=-~—r

()

d
Déterminons la loi de Y.

o[ Y(Q) =[N —n+1]]

e Nous avons
Wk € LN —nl], P(Y > k) = P([Y > k]) + P([Y = k)

donc

ke [[LN —nl], P(IY =K) = P(Y>k)-P(
P ([Y > k]) P (]

) (Y
o)
= m par "TP"

()

(11)

Enfin pour k=N —-n+1,

et la formule (11) reste encore valable.
Conclusion :

Vk € [[1,N —n+1]] P([Y:k]):(i\jN_f)
(%)

22 Loi géométrique sur N*, loi géométrique sur N

@ C’est une question de cours a ’état pur, je vous engage donc & vous y reporter.

i
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e Tout d’abord Y (2) = N.

Notons Vk € N*, By, (respectivement Ny ) ’événement : "obtenir une boule blanche (respectivement
une boule noire) lors du k"¢ tirage". Alors

VEeN*, P(Y=k) = P(BiNBaN...NBpNNgy1)

b ko
b+n n+b

Y= GOn (nib)

loi géométrique sur N ou loi du nombre d’échecs qui précédent le premier succes.

On dira que

e Il est clairque X =Y +1donc Y = X —1 et comme X admet une espérance et une variance, alors
Y en admet une aussi avec

E(Y) = E(X)-1

—_

et
V() = V(X)
b
_ b+n
2
<n + b>
| (b+n)b
- =
23 Loi du plus grand des numéros
e Tout d’abord X (Q) = [|1,6]].
o Vk e X (Q),
]412
P(X<k)=g
car
X < 4] = {(in,i2) € (L6 [ 42 < k. i <k
et Q= [1,6.

VE € [|L6]], P(X <k)=P(X=k)+P(X<k-1])

(valable aussi pour k =1 car P ([X < 0]) = 0) donc

K (k—1)

vke (ol POx =) = & ED
RS
|36
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24 Loi du plus grand et du plus petit des numéros tirés

@ Nous avons

e Tout d’abord Y (Q) = [|2,n|].
e Notons Fy la fonction de répartition associée a Y, elle est définie par

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

siox <2

|

RS
N
o=

si zellk,k+1]] oukel2,n—1|

3

0

Fy () =
)
1

e Cherchons 'espérance de Y.

si z>n

VEe[2,n]], P(Y =k)=P(Y <k))-P([Y <k-1])

vk e 2], P(IY =) = @% - <k; l>

_2(k—-1)
- n(n-1)
= 2k(k-1)
BY) = = n(n—1)
2 n
B n(n—l)’;k(k_l)
4 — (k
B n(n—l)kz_2<2>
4 n—"_l n n
= n(n—l)( 5 )par TPG
4(n+1)n(n—-1)
6n(n—1)
_2(n+1)
B 3

@ Nous avons

e X () =lLn—1]
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o Vk € X (), [X > k] =P ([|k,n]]) et @ =P2([|1,n]]) ainsi
(nk+1>
vkellLn— 1)), P(X>H) ="

()

VE € [[Ln—1]] P (X =k]) =P (X >k])-P(X> k)

et

(cette formule reste valable pour k = n — 1 puisque P ([X > n — 1]) = 0 du fait que
X () =[1,n—1]]). Alors

vk ([Ln—1] P(X =) = <n_§+1>—<ngk>
G )
(5)
20=h)
n(n—1)

25 Loi de Pascal, loi binomiale négative

@ Tout d’abord X () = N,..
Calculons Vi € X (), P ([X = ¢]) . Pour cela introduisons une variable ¥ associée au nombre de succeés
obtenus lors des ¢ — 1 premiers tirages. Il est clair que Y < B (i — 1,p). D’autre part introduisons pour
;éme

i € N*, S; 'événement "obtenir un succes lors du ¢“™¢ essai". Ainsi nous avons [X =] = [V =r —1]NS;
d’ou

P(X=1d) = P([Y=r—-1nS,)
P([Y =r—1]) x P(S;) par indépendance des événements

; Dt
()

r—1

= (i _ Dpr (1-p)"

Remarque hors programme : on dira que Y — P (k, p)ﬂ
Pour vérifier la cohérence de ce résultat nous devons introduire la série dérivée d’ordre k de la
série géométrique de raison z ou |z| < 1, a savoir que

k!
k,.n—k
Ve eR, |z| <1, Z Apa" T = ———
n>k (1-2)
(résultatﬂ qui se démontre par récurrence a 'aide de préliminaires guidés).

Complément : calculons E (X) et V (X).

3Loi de Pascal de parameétres 7 et p. C'est la loi du temps d’attente du r°™¢ succés. Elle généralise la loi géométrique.
Akgn—k  si0<k<n
)

4Résultat dont le nom est da & un céleébre résultat d’analyse disant que (z")(k) = { sinon
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Les calculs de I'espérance et de la variance sont assez techniques et font appel a la série
dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison x on |z| < Pour éviter son emploi
nous introduirons un vecteur aléatoire (X, Xa, ..., X,) de dimension r, constitué de r vari-
ables aléatoires indépendantes, défini par X; qui est la variable associée au rang d’apparition
du premier succes et Vi € [|2,7|], X; est la variable associée au rang d’apparition du ¢™¢

T
succés sachant que ¢ — 1 ont déja été obtenus. Nous avons X = ZXi ou Vi € [|1,r]],
i=1
X; — G (p) et par la linéarité de I’espérance que nous démontrerons dans le chapitre 7 nous
pouvons écrire que

Puis par indépendance des variables

V(X)) = ZV(Xi)

ol

e Tout d’abord Y (2) = N.

e Calculons Vk € N, P ([Y = k]) . Pour cela introduisons une variable Z associée au nombre d’échecs
obtenus lors des k + r — 1 premiers tirages. Il est clair que Y — B(k+r — 1,p). D’autre part
introduisons pour k +r € N*, Si, Pévénement "obtenir un succés lors du k + 7°™¢ essai". Ainsi
nous avons [Y = k] = [Z = k| N Si4, d’ou

VEeN, P([Y =k])

P (7 = K1 Sesr)
= P([Z =k]) x P(Skyr) par indépendance des événements

r—14+k\ ,_
= ( L >p Ya-p)'p

- (T‘,lj"")pr(l—p)’“

COMPLEMENT : calculons E (X) et V (X).

La encore les calculs de ’espérance et de la variance sont assez techniques et font toujours
appel a la série dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison = ou |z| < 1. Pour éviter
son emploi nous introduirons un vecteur aléatoire (X1, Xo,...,X,) de dimension r, constitué
de r variables aléatoires indépendantes, défini par X7 qui est la variable associée au nombre
d’échecs qui précedent le premier sucees et Vi € [|2,r|], X; est la variable associée au nombre

5 k! . .
° Z Ak gn—k — g Avec |z| < 1.1y a un moyen mnémotechnique de s’en rappeler mais absolument PROSCRIT
et 1-2)
k
(k) L )
consistant a dire que pour tout z € R, |z| < 1, Z Ak gn—k — Z " = ( ) .
n>k n>0 l—=
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d’échecs qui précédent le ™ succés sachant que ¢ — 1 ont déja été obtenus. Nous avons
kA
X = ZXi ouVi € [|1,7]], X; — Gn (p) et par toujours par la linéarité de l’espérance nous

i=1
pouvons écrire que

E(Y) = Y B(X)

rq

26 Rang d’apparition de boules lors de tirages dans une urne
bicolore

o L(X)
- X(Q) = (11|
- Q=P ([|1,n]]) et |Q] = (;L) car les tirages sont caractérisés, par exemple, par ’emplacement

des boules blanches puisque toutes les boules sont tirées.

vk € X (), [X:k]:{(il,ig)eﬂl,nHQ|i1:k, i2>k}=>\[X:k}|:1>< <”‘k) —n—k

1
Conclusion :
2(n—k)
Vk e X (Q), P([X:k]):m
e L(Y)
- Y () =[2,n]

— Q) reste le méme.
. 2, . . k—1
Vk €Y (), [Y:k]:{(zl,w)e[\l,nu iy < K, zgzk}:>|[Y:k]|: ) x1=k-1

Conclusion :

VkEY (Q), P([Y:k]):ﬁ

27 Rang d’apparition de boules lors de tirages dans une urne
bicolore

e Tout d’abord X (Q) = [|lz,n — r + z|]
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e Q=P ([|1,n]]) et || = (n> car les tirages sont caractérisés, par exemple, par Pemplacement des
r

28

29

boules blanches puisque toutes les rouges sont tirées. Yk € X (),

(X =k ={(i1,....ir) €| Ln|] |1 <i1 < <igo1 <k—1, 0y =k, k+1<iy41 <---<i, <n}

|[X:k]:<’;:1>x1x<’::§>

Comme les boules sont tirés au hasard, elles sont équiprobables, et nous pouvons munir I'univers de
la probabilité uniforme ce qui nous permet de dire que

Vke X (Q), P(X=k)= (I;:DC:D

()

et

Tirages simultanés

Tout d’abord Y (2) = [|2,n — 1]].

0 =P (1.nl) et 9] = ().

VkGY(Q), [Y:k]:{{zl,22,23}\1§21§k71, ZQZk, k+1§23§n}

alors

= (k=D(n-k)

Comme les lots sont tirés au hasard, ils sont équiprobables, et nous pouvons munir 'univers de la
probabilité uniforme ce qui nous permet de dire que

VEEY (Q), P(Y =k) =

Le jeu de Pierre et Marie

Ei Comme

i} A A
meEN, D) T ntl

la série > P ([X = n]) est télescopique. Alors

RN N L
Vn € N*, ];P([X_k:]) = Ak;<k k+1>

()
n+1

alors lim Y P ([X =k]) =1 donne que

n—-+4oo k=1
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b.i
Notons Gp I'événement "Pierre gagne une partie", alors Gp = H—J [X = 2n + 1] ce qui entraine

n>0
que
P(Gp) = Y P[(X=2n+1)] par o — additivité
n>0
=Y
= (2n +1) (2n +2)
B ( 11 >
o 2n+1 2n + 2
_ 1+ 1 1+
o 2 3 4
_ (-1)"
S0 n+1
n+1

-1
= - Z % série logarithmique (hors programme)
n>0

Nous avons

G(Q) = 22" 4 (eN+1)

= {(—l)n_ln | n € N*}

n(_l)n—l

n(n+1)

(_1)n+1
n+1

et nous sommes encore en présence d'une série convergente en tant que série logarithmique de
paramétre —1 € [—1;1] et

+oo
;G(")P([X:"D = ZT_H

OTOToToK
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