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Correction des exercices de la fiche 6

1 Loi conjointe, lois marginales, indépendance

@ Nous avons :

UV () = {(wv) € 1,4 | u < v}
Et:

V(w,0) € (U V) (@), P(U=un[V=01)=~c=x

0

Explications :

e [’univers (2 est I’ensemble des lots de 2 jetons pris parmi 4.

e Chaque couple favorable est unique, car dans chaque lot les deux numéros sont forcément différents,
ce qui donne 'unicité du min et du max du couple.

Cohérence :
1
(u,0)e(U,V)(2) (u,)e(U,V)(Q2) (2>
=1

car (U, V) (£2) est Pensemble des suites finies de deux entiers strictement croissantes, et a valeurs dans
[|1,4]] (voir le poster des suites).

Etablissons le tableau & deux entrées, permettant de donner la loi du couple, ainsi que les lois
marginales :

V=

— 2 4
1 Trrplp 1
AN
) - | = z
L
3 00|~ -
6 6

T TT]1
LV)— al3ls 1

La présence de zéros dans le coeur du tableau doit de toute urgence vous inciter a "foncer" dessus
pour introduire un contre-exemple ravageur !

En effet, comme P ([U = 2] N[V = 2]) =0 alors que P ([U = 2]) x P ([V = 2]) # 0, cet exemple nous
montre clairement que :

’ U et V sont dépendantes ‘

2 Loi conjointe, indépendance

@ Nous avons :

7)) = {5 e (L6]7 |5 < i}
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1
Comme Vi € [|1,6]], P ([X =i]) = g # 0 selon la formule des probabilités composées :

V(7)€ (X, V) (@), P(X =dnY =7]) = P(X=d)xPuxy (¥ =7

donc

L] 1 (1\°
Comme P ([X =1]N[Y =6]) =0 alors que P ([X =1]) x P([Y =6]) = g > (> #0,

’X et Y sont dépendantes‘

3 Loi d’une somme

@ Comme Pierre et Paul effectuent tous deux une suite finie de n épreuves de Bernoulli indépendantes
et de méme parameétre p, alors :

|L(X)=L(Y)=B(np)]

@ Cette question est purement culturelle ! En effet tout bon préparationnaire digne de la Saint-Jean
Academy sait parfaitement que :

B (n1,p) BB (n2,p) = B (n1 + na,p)

c’est ce que 'on appelle la stabilité de la loi binomiale pour la somme de deux variables indépendantes.
Appliqué a exercice, cela donne, comme X et Y suivent toutes deux la loi B (n,p) :

£(S)=B(2n,p)]

4 Egalité de deux variables

Soient X et Y deux variables indépendantes et suivant la méme loi géométrique de parameétre p, alors :

P(xX=Y]) = P(Lﬂ ([X=k]ﬂ[Y=k])>

keN*

Z P ([X =k]) x P ([Y = k]) par 0 — additivité et indépendance desVAR
kEN*

- Z (P ([X = k]))* comme £ (X) = L(Y)

Conclusion :
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5 Antirépartition du min d’un couple géométrique

e Dans tout ’exercice nous poserons ¢ =1 — p.
VEeN, P([U>k]) = P(X>kN[Y >Ek])
= P([X >k]) xP([Y > k]) par indépendance desVAR
(P ([X > k]))® car L(X)=L(Y)
= (¢

Conclusion :

e LoideU.
Nous avons : U (2) = N* et :

VkeN, P([U>k]) = P(U>Ek)+P(U=Ek])
= P(UZ=k)-P(U>k)
= P([U>k-1)—-P([U >k
la formule reste valable pour kK = 0 car P([U =0]) = P([U > -1)) - P([U>0]) =1 —

q»—
I
o~ -
C”

ce qui est cohérent puisque U () = N*. Ainsi tout cela entraine que Vk € N* P (]
oy k—1 ok
(q ) - (q ) donc :

Vke N, P(U=k)=(¢)""(1-¢)

Conclusion :

U‘—>>g(1—q2)

et d’apres le cours :

E(lU)= —— et V(U)= ¢ ___ 7

1—¢? C(1-¢2)® p2(1+9)’

6 Somme de variables de Poisson indépendantes

Tout d’abord comme X, Y, Z sont trois variables de Poisson indépendantes de paramétres respectifs A, p, v
et que :

P(A)BP(A) =P (A + o)
alors :
X+Y >PA+p) = X+Y)+Z—=>P(A+p) +v)
Conclusion :
X+Y+2)—=>PA+p+v)
Comme V (i,7,k) e N3, P([X +Y + Z =i+ j + k]) # 0 en appliquant la formule de Bayes :

V(i,j, k) € N*, Pixyyizeinjn (X =dN[Y =4]N[Z =k
P(x=ijny=jnz=k) (X +Y +Z =i+j+k]) xP (X =i|N[Y = j]N[Z = k])
PX+tY+Z=it]1h]

IxP(X =i|n[Y =§]n[Z=H)
P(X+Y - Z—itj+H])
P ([X =) x P([Y =j]) x P ([Z = k])

= indépend des VAR X,Y et Z
PN+ V+Z=it)th) par indépendance des VAR X,Y e

e AN e Fud\ e vk
il 4! k!
e~ AFutv) (N 4 g 4 U)i+j+k
(t+j+k)
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Donc :

Npiok (i 4§ + k)!
i+j+k

Y (i, j,k)eN3, P —idi X =Ny =4|Nn[Z=k]) =
(i,7,k) (X+Y+Z +j+k]([ ] [ J} [ ]) WG O+ o+ 0)

7 Loi d’une somme et variables indépendantes

Tout d’abord comme X et Y sont indépendantes avec X < P (\) et Y — P (p), alors :

S=X+Y <=P(A+p)

Cherchons la loi conditionnelle de X sachant que [S = s], s € N fixé.
Comme Vs € N, P ([S = s]) # 0, par définition d’une probabilité conditionnelle

Vi €[]0, s]], Pis—y (X =1])

P ([S=s])
_ P(X=dNn[Y =s5—1])
P([S=s])
PX=i)xP(Y=s—i) |
P (S =) par indépendance des VAR X et Y

Conclusion :

A
la loi conditionnelle de X sachant que [S = s] est B <s, >\+>
p

8 Inégalité probabiliste

11 suffit de remarquer que P ([|[X —= Y| >¢]) =P ([(X —Y)?> 52}) (penser a bien démontrer les deux

inclusions d’événements comme on l’a vu en cours et en TD) et d’appliquer 'inégalité de Markov a la
variable (X — Y)2 . Au passage n’oubliez pas de justifier existence de 'espérance de en disant que :

(X[ = Y)* = X" + Y] = 2|X]|Y| > 0

ce qui entraine que :
X2 4+v?
XY < + < X?4Y?

et le théoréme de comparaison par majoration fait le reste !

9 Loi d’un couple, covariance

@ Comme X — U ({—b,—a,a,b}) et que Y = X? alors :

Y (Q) = {a®, b}
et :
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P([v=a) = P(IX=-alyx=ad)
— P(X = —da))+P([X = a)
1
T2
P([v=#]) = P([X:-b][ﬂ[xzb])
— P(X =) +P (X =)
1
-2

Conclusion :

Y < U ({a?b?})

@ La dépendance des deux variables X et Y va étre trés vite réglée. En effet par exemple
1
P (X = by [Y = a?]) = 0 alors que P(IX = b)) x P ([Y = a?]) = < #0.
Puisque X est uniforme centrée sur 0 son espérance est nulle et d’autre part :

; bS 3 3 bd
E(XY) = E(X%)=-———

=0

Enfin comme Cov (X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y) alors :

[ Cov(X,Y) =0]

Nota bene : Voici encore un contre-exemple montrons que la réciproque du théoréme :
(X,Y) indépendantes = Cov (X,Y) =0

est fausse.

10 Coefficient de correlation

Comme 'urne contient peu de numéros, nous pouvons effectuer tous les calculs "a la main".
Il y a quatre lots de jetons possibles qui sont :

{1,2,3}
{1,2,4}
{1,3,4}
{2,3,4}
et le tableau a deux entrées U et V est :
V —
Tl 314 |LWU)|
1 T2 3
2 o[t 1
LV)— |1 3 i
314
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De ceci nous tirons que :

5
BEU) = ;
E(V) = %
3 V3
3 V3
1 2 1
EUV) = <3x 4) +»<4x 4) +»<8X 4>
19
T4
Cov(U,V) = BUV)-EU)E(V)
1
- 16
Finalement :
_Cou(U,V) 1
POV = e w) 3

11 Loi conjointe, lois marginales, indépendance

@ Nous avons :

e Loi du couple (X,Y).

(X,Y)(Q) = X(Q)xY(©)
= [IL,6)”
1
V(i,5) € [1,6]°, P(X=dn[yY =j])= 36
e Loide X.
On rappelle que X () = [|1,6]] .
Par théoréme :
6
Vie L], P(X=i) = Y P(X=dn[y=j)
j=1
_ oyl
= 36
_ 1
6
Conclusion :
X —U([[1,6[])
e LoideY.
Par symétrie des roles joués par les variables X et Y :
Y = U6
Finalement :
1
V(Z?]) € [|176|] ) pz] 36
1\2
- ()
= Die X Dej
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ce qui équivaut a dire :

Ll

e Loi du couple (X,U).

X et Y sont indépendantes

(X,0)(9) = {(5.4) € 1,6 | i = j}

Il y a une discussion a mener :

—sii=7:
P(X=in[U=1d) = P(X=in[Y >i)
= P([X =1]) xP([Y >1i]) par indépendance des variables
6
= P(X=i)x) P(Y=k])
k=i
1 6—-i+1
= - X
6 6
| T
- 36
—sii>7:
P(X=dnU=j) = P(X=in[Y =)
= P([X =1]) xP([Y =j]) par indépendance des variables
_ Lt
6 6
_ 1
~ 136
o LoideU.
Nous avons U () = [|1,6]].
Par théoréme :
6
viellL6ll, P(U=j]) = E:P@Y=ﬂﬁw=ﬂ)

j—1 6
= Zpij+pjj+ Z Dij
=1

i=j+1

T-j 6-(G+1)+1
36 36
T—j+6—j
36
13— 2
36

e Indépendance de X et U.
Comme P ([X =1]N[U =2]) =0 tandisque P ([X = 1]) x P([U=2]) #0:

’les variables X et U sont dépendantes ‘
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12 Variable fonction d’autres

Tout d’abord Z (2) = N (voir si ce n’est pas mieux d’écrire inclus dans N vu que l'on a pas plus de
précisions sur les valeurs de Y, en effet si ga se trouve Y (2) = N3 et dans ce cas la différence X — Y
n’atteint pas la valeur 1!...a suivre dans la correction) car Z prend la valeur 0 quand X < Y et toute
valeur entiére non nulle dés que X > Y sachant que X — G (p) et que Y (2) C N.

Introduisons un systéme complet d’événements de probabilités a priori non nulles : {(X >Y),(X <Y)}.
Alors :

ke Z(Q) (Z=HK) = (Z=HnX>Y)Y(Z=Hn[X<Y])
- (X-Y=HnX>YDH(@0=HKnX <)

Orsik=0alors (X -Y=kNX>Y])=0etsike N ([0=kN[X <Y]) = 2. Ces deux cas
engendrent donc une discussion :

P(Z=0) = P(Z=0n[X<Y])
= P([X <Y]) xPix<y]([Z =0]) selon la FPC
= P(X<Y])x1

Il
av)
//
*
B
Il
)
~
Il
=,

{(@.5)eN*xY (Q)]i<s}

- p| W x<inw=j)
JEN*NY (Q))
_ Z P ([X <j]) x P([Y =j]) par indépendance des deux VAR
JEY(Q)
= Y (1-P(X>j)xP (Y =4j)
JEY (D)
= 3 (1-0-0) xP(y =)
Jey ()

= 1-E ((1 - a)y) par le théoréme de transfert
= |l-«

Nota bene : si Y () C N* alors (N*NY (Q)) =Y (Q).
Maintenant si Y () = N alors (N*NY (Q)) = N*. Mais comme [X < 0] = () du fait que la variable
X suit une loi géométrique, nous pourrons toujours considérer que (N* NY (2)) =Y (Q) encore une fois.
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Vk e N*, P ([Z =k]) P(Z=kN[X>Y)
— P(X- Y=][X>n>
P((X-Y=k]) car [ X—-Y =Fk]C[X >Y]
= ( ([X—k+j]ﬂ[Y—j])>
{,7eY (Q2) \k+]€X(Q)}
= ( X =k+j4n [Y=J']))
JEY (Q)
= =k+j])*«P([Y =j]) par o — add. et indépendance des deux VAR
jeY(Q)
= Y a-a* T P (Y =)
JEY(Q)
= (1-a)"a Y (1-a) xP(Y =)

JEY(Q)

a(l-a) 'E ((1 - a)Y> par le théoréme de transfert

a(l—a) o

13 Variable fonction d’autres

Ei Tout d’abord il est évident que Z (2) = N.

Introduisons un systéme complet d’événements de probabilités non nulles : {[X = 0], ] I} . Alors
Vke Z(Q), [Z=k = ([sz]ﬂ[XzO])L—ij([Z:k]ﬂ[X:1])
= (b=knX =0 (Y =kKNX=1])
Orsik=0alors ([0=KN[X=0)=[X=0]etsik#0, (0=kN[X=0])=2.
Ainsi :
P(Z=0) = P(X=0)+P(Y=0n[X=1])
= P(X=0)+P(Y =0]) xP([X =1]) par indépendance des deux VAR
D’ou
P(Z=0) = 1-p+e?p
= ‘p(e”‘—l)—f—l‘
Pour k € N*|
P(Z=k) = P(Y =kn[X=1])
= P([Y =k]) xP([X =1]) par indépendance des deux VAR
D’ou :
7)\>\k
VkeN*, P(Z=k])= pem
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i

e E(2)

Z admet une espérance <= ZkP ([Z = k]) est une SATP convergente

k
peA\E
= Z k————, k € N* est une SATP convergente
k!
E

7)\)\16

pe pe*)‘)\k PL
En cas de convergence E(Z) = >k . Or Vk € N*, k——— = Ape et nous
i>1 ! k! (k—1)!
reconnaissons le terme général d’une série convergente en tant que série proportionnelle & une série

exponentielle. Ainsi Z admet une espérance qui vaut :

-k
—)\e)\

= Ape
- [

e V(2)
Z admet une variance <= Z (Z — 1) admet une espérance

et :

Z (Z — 1) admet une espérance <= Z k(k—1)P([Z =E]) est une SATP convergente

k
pe A \F
= Z k(k—1) o k € N* est une SATP convergente
- !
_)\Ak

— Z kE(k-1) pe X k € Ny est une SATP convergente
- !

A\ k
En cas de convergence E(Z(Z —1)) = > k(k—1) be k')\ . Or
k>2
M\ k k—2
pe A 2 3 A
2
Vk e Ny, Ek(k-1) i A pe =2

et nous reconnaissons le terme général d’une série convergente en tant que série proportionnelle &
une série exponentielle. Ainsi Z (Z — 1) admet une espérance qui vaut :

—\\ k
E(Z(Z-1) = Yh(k-n X
= Ape et
)\2p

Moralité Z admet une variance qui vaut :

V(Z) = EB(Z(Z-1)+E(Z)-(E(Z))’
Ap + Ap — (Ap)”

= Np(l-p+X

(147 (1-p))]
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Comme P ([Z = 0]) # 0, par définition :

Pyz_gq(X=1]) =

= (¥ =0 par indépendance de X et YV

D’ou :

pe*

Piz—q ([X =1]) = pler—D+1

14 Loi d’un vecteur, lois marginales, loi d’une somme, loi d’un
produit

@ Déterminons £ (U, V,W).
Tout d’abord (U, V, W) (Q) = {(u,v,w) elLnflu<v< w} Et, clairement :

V(u,0,w) € (U, V,W)(Q), P(U=un[V=2nW=uw])=——<

Explications :

& L’univers  est ’ensemble des lots de 3 jetons pris parmi n.

& Chaque triplet favorable est unique, car dans chaque lot les trois numéros sont forcément différents,
ce qui donne 'unicité du min du max et du terme moyen du triplet.

e LoideU.
Tout d’abord U () = [|1,n —2]].
Par théoréme :

YueU(Q), P(U=u]) =

9
S
!
=
D)
<
I
=,
D)
I
I
£

ut1<v<w<n

1
N u+1§vz<w§n (Z)

1

(n — (u -; 1)+ 1)
(3)

(5

o Loide V.
Tout d’abord V (Q) = [|2,n — 1]].
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Par théoréme :

YoeV(Q), P(V=u]) = > P(U=uN[V=0n[W=uw)

{(u,w)/1<u<v—1, v+1<w<n}

{(v,w)/1<u<v—1, v+1<w<n} (z)
> 1
( ) {(w,w)[1<u<v—1, v+1<w<n}

NG

Explications :

-1
L) <U 1 ) deésigne le nombre de choix de u appartenant a Uintervalle [|1,v — 1|].
n—(v+1)+1
NG

1 désigne le nombre de choix de w appartenant & lintervalle [|v + 1,n|] sans

oublier, pour relier le tout, le lemme des bergers.

e Loide W.
Tout d’abord W (Q) = [|3, n]].
Par théoréme :

Ywe W (Q), P(W=uw]) = > P(U=un[V=0nW=uw)

1<u<v<w—1

- >
- n
1<u<v<w—1
(5
1
S D O
n
1<u<v<w—1
()

(5

@ Pour nous fixer les idées, établissons un tableau des différents triplets possibles associés aux
différentes sommes et produits générés.

Triplet | S | T
(1,2,3) | 6 | 6
(1,2,4) | 7 | 8
(1,2,5) | 8 | 10
(1,3,4) | 8 | 12
(1,3,5) | 9 | 15
(1,4,5) | 10 | 20
(2,3,4) | 9 | 24
(2,3,5) | 10 | 30
(2,4,5) | 11 | 40
(3,4,5) | 12 | 60
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Nous avons donc :

T I e o B
PUS=<) |15 170110l 70 1 10| 70| 10
et
t 6 8 10 | 12 | 15 | 20 | 24 | 30 | 40 | 60

pr=f) | | L] L[ L[ E[ LT[ I[X]
L P l0li10l 10110l 10110010101 101 10 ]

15 Lol conditionnelle et loi inconditionnelle : relativisation

Tout d’abord Z (€2) = N. Introduisons un systéme complet d’événements {(X = 1), i € N}, afin d’utiliser
la formule des probabilités totales de maniére a rélativiser le nombre de voitures se présentant au guichet
1 par rapport au nombre total de véhicules traversant le péage durant une journée, sachant qu’il ne peut
y avoir plus de voitures au guichet 1 que de voitures traversant le péage.

VkeN, P(Z=k) = iOP[X:Z-] (1Z = K) x P (X =)
=
i)
_ i: (;) (é)k G;)k x e_;Ai avee AT = X TR

_oeN(AVRR L Nt
- ow\12) Z-mi\12) PoOmITT

+oo
= 0+ Py ((Z=K) x P(IX
i=k

Conclusion :

A
A
<—>>P(12>

16 Loi conditionnelle et loi de Poisson

@ Introduisons un systéme complet d’événements {[X = k|, k € N} de probabilités non nulles, alors
selon la formule des probabilités totales :
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e,
?
|
=}
|

D P (Y =0) x P([X = k)
k>0

_ e kK0 e ANF
= 2 0 X
k>0

= Y ()‘e]:)

k>0
e Nexp ()\efl)

Conclusion :

P(Y=0)=exp(A(e7?—1))

@ Déterminons, pour commencer, la loi de Y.
Nous avons Y (2) = N.
Toujours d’aprés la formule des probabilités totales :

VieN, P([Y =i]) = ZP[X:k] (Y =1]) x P ([X = k])
k>0
e kKt e AP
= 27w
k>0

:TZ k!

k>0
Y admet une espérance <= ZiP ([Y =1]) est une SATP convergente

3
ko
i(de 1) Kkl
<= Z #, est une série double & termes positifs cv'®
k4!
(i,k)

En cas de convergence :

s = SR

()\6—1)k Ei—le—A

Pour tout k € [|1,n]], Z 1 > 1 converge en tant que série proportionnelle a la série
i

(k=G -1
exponentielle de parameétre k de somme :
Z ()\e’l)kkl;le*)‘ B (Ae’l)keke’)‘
= (E—D!@G—1)! (k—1)!
AFe—2
T (k—1)
Akl
_ -2
= A TG
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k—1
Enfin la série Z e A 0= 1) converge en tant que série proportionnelle & la série exponentielle de
- !
parameétre A et de somme :
Z)\e_’\ P e et
= (k—1)
= A

Conclusion : d’apres le théoréme de Fubini la série double Z avec (k,i) € (N*)?

< kl(i—1)!
(k1)
converge, ainsi Y admet une espérance qui vaut :
EY)=\
17 Espérance totale
m n
@ Introduisons la suite & deux indices (Sm,n)(m n)EN définie par V (m,n) € N2, S, ,, = Z Zak’j'
k=0 j=0
n m m
Par inversion de l'ordre de sommation V (m,n) € N2, S, ,, = Z Zakj or Vj € [|0,n]], hm Za;w
§=0 k=0
+oo
existe et est finie égale a Z ak,; puisque d’aprés I’énoncé Z a,; converge Vj € [|0,n|]. Donc :
k=0 k
n
ml—lg»loosm n = Z} mlirgrlw Z ak J> selon ’algebre des limites
=
n +oo
= 22
§=0 k=0
La limite de S, , quand m tend vers I'infini, existe et est finie et vaut :
m n n oo
Lim >0 ks =30 an
k=0 j=0 §=0 k=0
soit :
+oo n n —4oo
DIDBUTED DI
k=0 j=0 §=0 k=0
@ Comme S est une variable discréte finie, par définition E (S) = Z JP([S = j]) et selon la formule

des probabilités totales en utilisant I'ensemble {[X = k|, k € N} comme systéeme complet d’événements
de probabilités a priori non nulles :

n +oo
E(S)=)j D Pixey ([S =) P (X = k)
7=0 k=0

joue le role de > ak, ; qui cv Vj€[|0,n]], k€N, et de somme P([S=j])

donc :
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+oo n

E(S) = Z ZjP ([S=34]/[X = k) P([X = k]) par inversion des sommes selon 1.
k=0 j=0

+00 n
= Y P(X=k]) (ij[x—k] ([$= j]))
k=0

=0

Conclusion : par définition de Ejx—g) (S)

+oo
E(S) = ZP ([X = k]) Brx=x (5)
k=0

18 Loi d’une somme, loi de max, loi de min

a.i
Reprenons la définition de Y.

i <
Ymax(n,X)<:>Y{ nsiXsn

XsiX>n

Nous avons Y () = N,,.
Introduisons ’ensemble {[X < n],[X > n]} qui est un systéme complet d’événements de probabilités
non nulles alors selon la formule des probabilités totales :

VEeEN,, P(Y =k])=P([Y =k|n[X <n)) +P(Y =k N[X >n])

e Sik=n
P([Y =n]) P([Y=nNn[X <n))+P([Y =n|N[X >n])
= P(h=nN[X <n])+P(X =)0 [X > n))
0
= P([X<n])+P(2)
= 1-P(X>n])+0
-
e Sik>n+1

P(Y=k) = P(Y =knN[X<n))+P([Y =kN[X>n])
= P(n=kNn[X<n))+P (X =k N[X >n])
[
P(@)+P (X =kN[X >n])
= P([X=k]) car [X > k] C[X >n]
pg" !
e o _ nsiX>n
- Reprenons la définition de Z : Z = max (n, X) <= Z = XsiX<n
Nous avons Z (2) = [|1,n|]. Reprenons encore I'ensemble {[X < n],[X > n|} qui est un systéme

complet d’événements de probabilités non nulles alors selon la formule des probabilités totales :

Vee[L,n)] P((Z=k)=P(Z=KNn[X>n)+P(Z=knN[X <n])
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e Sik=n:

P ([Z =n]) P([Z=nN[X =n])+P([Z=n]N[X <n])
P(ln=nlN[X >n])+P([X =n]N[X <n])
0
= P(X>n])+P(9)
— P(X2a)+0
= qn_l
e Sike[ll,n—1]:
P(Z=k) = P(Z=Kn[X>2n)+P([Z=KN[X <n])

— P(ln=kN[X >n])+P (X =KX <n)

= P@)+P(X=kN[X >n]) car [X =k] C [X <n]
= P(X=4#])
= pg*
Soit X7 une variable aléatoire réelle indépendante de X qui suit elle aussi une loi géométrique G (p) -
Trouver les lois suivies par :

b.i
Soit X7 une variable indépendante de X et de méme loi. Cherchons la loi de X; + X. Nous
avons (X7 + X) () = Ns.

k—1
Vk € Ny, P([X + X, = k]) S P(X =dN[X; =k—1i])
i=1
k—1
= ZP([X:@'}) x P ([X1=Fk—1]) parind. de X et X3
=1
k—1
— Zqz—lp*qk—z—lp
i=1
k—1
— P2 qu—z
i=1
= [k-Dr*e

b
Déterminons la loi de W = min (X, X7).
Pour commencer W (§2) = N*.

VEeN*, P(W=k) = P(W<EK)-P(W <k-1))
= P(X<KNX <k)-P(X<k-1N[X; <k—1])
(P ([X <K])*> = (P (X <k—1]))* par ind. des VAR et L (X) = L (X})
= (1-P(X>H))’-(1-P(X>k-1)°
= (1-¢") - (=g
=
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Déterminons la loi de 7' = min (X, X7).
Pour commencer :
T () =N* (1)
Vk e N* P ([T = k) P ([T >k)-P(T>k+1])
= P(X>KN[X1>k)-P(X>k+1N[X; >k+1)
= (P(X>k)>—P(X >k+1])* parind. des VAR et L (X) = L (X))
= (@) = (")
= (@ ="
= (@ (1-a) (2)
Selon (1) et (2) :
T—G(1-¢?

19 Loi de max, loi de min et fonction de répartition

@ Soient X et Y deux variables géométriques de méme paramétre p (nous poserons ¢ = 1 — p) et
indépendantes. Pour commencer déterminons la fonction de répartition associée & X que nous noterons

Fx définie par Yz € R, Fx (z) =P ([X < z]).
Rappelons que X () = N* ainsi :

Fy () = 0 si <1
X&) = 1-P([X>a)=1-¢" si zelkk+1],

Vk € N*

car quand x > k alors :
X>z]C[X >k C[X>k+1]

Ainsi :

1 =i r<l1
VxER,P([X>x])—1—FX($)—{qk sioxelkk+1]

, Vk e N*

b.i
Soit V = max (X,Y), déterminons la fonction de répartition Fy de V sachant que V () = N*.

Fy est définie par Vo € R, Fy (z) =P ([V < z]) et :

0 si r<l1
FV(:”):{ (1-¢*)° si zelkk+1], VkeN*
car quand z € [k, k + 1], Vk € N*,
P([V<a) = P(X<zn[Y <a])
= (P(X <a])?
= 1-P[X >2z])
= (1-¢"

avec L(X)=L(Y).
Loi de V.

Vk € N*, P([V = k]

Fy (k) — Fy (k—1)
(1-¢%)"— (1—¢")’
_ (qk _ 2+qk71) (qk g

= |pg"1(2— g+t — gb)
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- Pour commencer déterminons la fonction de répartition Fyy de U sachant que :

Fy est définie par Yz € R, Fy (z) =P ([U < z]) et :

Fo (2) = 0 si <1
VT 1= (¢8)? st welbk+1] VkeN

car quand = € [k, k + 1], Vk € N*,

Fy(z) = 1-P([U >4
= fP([X>1:] Y > z])
= 1-(P(X >a])’
= 1-(@")’
avec L(X) = L(Y). Alors :
VkeN' P(U=k) = P(U<K)-P(U<k—1])

= Fy(k)—Fy(k-1)

= 1= (@) - (1))

= (@ ="

- @ 0-) (4)
et selon (3) et (4) :

U=G(1-¢)

e Déterminons la loi de U = min (X1, Xo,..., X,).
Tout d’abord U (2) = N*.

VEeN, P([U>E]) = P(Xi1>Ekn...0[X, >k
= (P(X1> k)" =(")"

et comme :
VEeN*, P(U>kK)=P(U=k])+P (U > k)
alors :
VEeN*, P([U=kK)=P(U>k-1])-P([U > k)]
Conclusion :
Vk e N, P([U=4k]) = (¢#)" - (¢*)"
e Pour terminer déterminons la loi de V' = max (X1, Xs,...,X,).

Nous avons V () = N*.

VEeN, P(V<E) = P(X1<klN...n[X,<Fk])
= (P(X: < k]))
= (1-P([X1> k)"

= (1-¢%"

—_

et comme :
Vk € N*, P([ng]):P([V:k])+P([V<k:])
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alors :
VkeN, P(V=k)=P(V<k)-P(V<k-1)

la formule reste valable pour k£ = 1 puisque P ([V < 0]) =0et P ([V =1]) = P ([V < 1]) du fait de
V(Q).
Conclusion :

vheN', P(V=k)=(1-¢")" =~ (1-¢")

20 Covariance et inégalité

@ Pour commencer :

X+Y+Z=1 X+Z=1-Y
VIX+2)=V(1-Y)
VX+2)=V(Y)
V(X)+V(Z)+2Cov(X,Z)=V(Y)
2000 (X, Z)=(V(Y) -V (2)) - V(X)

—_———

S]

HHUH

I

’COU(X,Z) SO‘

De méme :

X4+Y+Z=1 Y+Z=1-X

V(Y +2)=V(l-X)

V(Y + Z) =V (X)

V(Y)+V(Z) +2Cov (Y, Z) = V (X)

V(
2Cov (Y, 2) = (V(X) =V (Y)) =V (2)

el

I

Cov(Y,Z)<0
@ Encore une fois !

X+Y+2Z=1 X4Y=1-2
V(X+Y)=V(1-2)

V(X +Y)=V(2)

V(X) +V(Y) +2Cov (X,Y) =V (2)
2Cov (X,Y) =V (Z) — (V(X)+ V(Y))

Lrvel

donc nous obtenons facilement ’équivalence :

[(Cov (X,Y) > 0) <= (V(2) > V(X) + V(V))]

c
Selon la premiére question :

2Cov (X, Z) = —((V(Z) = V(Y)) + V(X)) = |2Cov (X, Z)| = V(2Z) -V (V) + V (X)
S} S}

d’ou :

(2Cov (Y, 2) = = ((V(2) = V(X)) + V(Y))) = (12Cov (Y, Z)| <V (2))
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et :
2000 (Y, Z)=—=((V(Z) =V (X)) +V(Y)) = [2Cov(Y,2)| =V (Z2)-V(X)+V(Y)
S] D
donc :

2000(Y,Z)=—((V(Z2) = V(X)) +V(Y)) = |2Cov (Y, Z)| >V (Z)

par transitivité de < nous obtenons que :

[|Cov (X, 2)| < |Cov(Y,Z)]|

21 Coefficient de correlation

Calculons V (4,7) € N2, i < j, p(¥;,Y;) ou Vi € N*, V; = X; X, 11 avec X; — B(p), les variables X; étant
indépendantes.

Nota bene : L’inégalité ¢ < j s’explique par le fait que le coefficient de corrélation linéaire est
symétrique en Y; et Y; et donc, il est totalement inutile d’effectuer tous les calculs en double ! A bon
entendeur. . .

S’impose donc & nous, une discussion.

e Sij=i:
p(Yi,Y;) = p(Y,Yi)
Cov (Y;,Y;)

e Sij>i+1, p(Y;,Y;) =0 car les variables Y;,Y; sont clairement indépendantesﬂ

e Sij=i+1:
Cov (Y;,Y;) = B (X; X711 Xit2) — B(Y:) B (Y;)
VieN, Y, BP(Yi=1) — Yo B(P (XX = 1))
— Vi B((P (X = 1))
= Y, < B(p®
= EY)=p et V(Y;) =p°(1-p°)
d’autre part :
B(XX3,Xi2) = B(X)E(X2,)B(Xiso)
en effet :
B (Xz‘2+1) = P ([Xizﬂ = 1])
= P(Xit1=1])
= P

Finalement si j =4+ 1:

3 4
p =D
YY) =
_ P
1+p

] n’y a pas de ”chevauchement” des indices !
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Conclusion :
1 si =
p .. .
p (YY) Typ O 0707

0 si j>14+1

22 Loi d’un quotient de variables indépendantes

Ll Tout d’abord U (Q) = {; (i,4) € (N*)z} =Qx.

v(;) cU(Q), P({U;D = P(Lﬂ ([in]ﬂ[ij])>

keN*

Z P ([X =ki]) x P([Y = kj]) par o — add. et ind. de X et Y
keN*

_ Z g ghi 12

keN*

p2 k(i+j
— 7Zq(1+3)

4 keN*

>~ (@)
keEN*
qz‘-i-j

QJTL

[

X

S

1— gt

p2qiti—2

1— qurj

@ Au lieu de vous lancer dans le théoréme de transfert, ce qui serait pure folie, vu la "téte” de la
série en jeu, voici un moyen infaillible et trés classique de vous en sortir.

. 1 .
Comme X et Y sont indépendantes, alors, d’aprés le cours, X et — le sont aussi, et sous reserve

X
d’existence des espérances de ces variables, alors & (Y) existe et vaut :

E@):me@(;)

1
L’espérance de X ne pose aucun probléme du fait de la loi géométrique. Voyons celle de v

1 1
v admet une espérance <= Z EP ([Z =k]), k € N" est une SATP convergente
k

1
= Z %qufl, k € N* est une SATP convergente
k

-1

n cas € convergence
Ci Ci Y k

Loea_p 4
.OrVk e N*, —pg"~" = = x - et sans étre connue la
q
k>1

k

=k
série de terme général =@ été déja étudiée dans une fiche précédante, et nous avions pu conclure qu’elle
convergeait quand = € [—1,1[ de somme égale & —In (1 — z) (c’est la série logarithmique).

Appliqué ici avec x = ¢, le résultat précédent nous permet de dire que v admet une espérance qui

vaut :
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-1

1y pq*
E(Y) - Z k
E>1

p
- ma-
. (1-q)

Conclusion : U admet une espérance qui vaut :

E(U) = E(X) xE(;>

Inp

Il est de notoriété publique que Vz > 0, Inxz < x — 1 en utilisant le fait que la fonction In est concave
sur RY .

L’interprétation géométrique est que la courbe représentative de In est en-dessous de toutes ses tan-
gentes, elle en particulier en-dessous de celle en 1 d’équation y = x — 1. C’est pour cela que :

Inp
p—1

~ FEO=]

23 Loi du min d’un couple aléatoire

>1

Vpel0, 1], mp<p—-1 <

Voir P'exercice 24 b.ii.

24 Loi d’un couple, loi marginale, loi d’une différence

@ Comme d’aprés 'énoncé Py —_p) ([X = k]) = 0lorsque k > n+1,n € Nalors ([X =k|N[Y =n]) =92
quand k > n+1, n € N cela entraine directement que (X,Y) (Q) = {(k,n) € N* | k <n} . En supposant
a priori que P ([Y = n]) # 0 la formule des probabilités composées nous permet d’écrire que :

V(kn) € (X,Y)(Q), P(X=KNY =n) = Ppy_y(X=k)P (¥ =n)
1
= | =P =)

@ Nous avons :
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P(X<Y]) = P [ uxX<nn[Y=n
ney (Q)
= Z P ([X <n|N[Y =n]) par o — additivité de P
ney (Q)

3
Soit a € ]0,1[, on suppose maintenant que P ([Y =n]) = (1 —a)® (n+ 1) a™,

de X.

e L(X)

> Piy—y (X <n]) x P([Y = n]) par la FPC
ney ()

> (ZPY ] =k1>> x P ([Y =n])

ney ()

k
<Zn ) ([Y =n])
ney (Q) \k=0
> P

ney (Q)

puisque Y est une variable aléatoire

=0
(Y

déterminons la loi

Pour commencer, il est clair que X (2) = N.

Introduisons le systéme complet d’événements a probabilités non nulles {[Y =n|, n € N}, alors

selon la formule des probabilités totales :

VEEN, P(IX =k]) = > Py_n (X =E)xP(Y=n])
= 0+ Py (X =K)xP([Y =n])
n>k
1 2 "
- 7§H+1(1—a) (n+1)a

= (1-a) Z a” (somme d’une série géo. de raison a, |a| <1 donc cv)

n>k
= (1- a)2 a* (11a>
= (1-a)d”
Conclusion :
=G0
e L(Y - X)

Comme d’aprés la remarque déja utilisée a la premiére question.

P[Y:n] ([X

=k]) = 0 lorsque k > n+ 1, n € N alors (Y — X) ()
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Puisque V (k,i) € N2, P ([Y = k +i]) # 0, nous avons :

VEEN, P(Y - X =k]) = > P(Y =k+in[X=i])
>0
= Y Py (X =) x P(Y =k +1i)
i>0

1 ) _ s
— - 1— k 1 +i
Z-E>0k’ ; 1><( a) (k+i+1)a

= (1-a)d" Zai (somme d’une série géo. de raison a, |a| <1 donc cv)

>0
(1—a)’ak
- 1—a
= (1-a)d”

Conclusion :

’Y—X%QN(l—G)‘

25 Somme aléatoire de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi : formule de Waldt

Ezercice extrémement technique et & priori déconcertant car il met en jeu une somme aléatoire de longueur
aléatoire puisque celle-ci dépend d’une variable aléatoire.

e Pour commencer, déterminons la loi de Y.
Nous avons Y (2) = N.
L’ensemble {[N =n], n € N ()} constitue un SCE de probabilités & priori non nulles, et d’apres
la formule des probabilités totales :

VEEN, P(Y=k) = P| [{ (Y =kn[N=n]
neN(Q)
= Z P([Y =k]N[N =n]) par o — additivité de P
neN(Q)
. ]
= > P{|D Xi=k m[Nzn]>
neN(Q) Li=1 J

(
= Y P(é})@—k: m[N—n]>
(

ZXi =k ) x P ([N = n]) puisquelesVAR X; et N sont ind.
i=1 i
e Espérance de Y.

Y admet une espérance <= Z kP ([Y = k]) est une SATP convergente

k
En cas de convergence E(Y) = Z kP ([Y = k]). Introduisons la suite (Sp,) définie par :

k>0

meN

VmeN, S, = > kP([Y =k
k=0

Zm:k ZP(

k=0 neN(Q)

zn:XkD x P ([N = n))

i=1
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et comme N (§2) est un ensemble fini, on peut sans hésiter inverser l'ordre de sommation, ce qui

donne :
VmeN, S, = > ZkP( in:k]> x P (N =n))
nEN(Q) k=0 i=1
= > P(N=n] (ZkP < > X = kD)
neN(Q) k=0 i=1
= > P(N=n])xEy, (ZX)
neN(Q) i=1
en introduisant la suite (Em (Z Xi>> définie par :
1=1 meN

vmeN, E,, (ix) - ikP <
k=0

=1

)

n
qui converge vers [ (Z XZ) = nlE (X) car selon I’énoncé, X admet une espérance et les variables

X; suivent la méme loi que X.
Ainsi  lim S, existe et est finie, de valeur :

m— —+00
Jdm S, = > nP(IN =n)E(X)
neN(Q)
= E(X) ) nP([N=n]
neN(Q)
= E(X)xE(N)

Pexistence de E (N) ne posant aucun probléme du fait que N est une variable discréte finie.
Conclusion : Y admet une espérance qui vaut :

[E(Y)=E(X)xE(N)]

e Variance de Y.
. 2 4
Y admet une variance <= Y* admet une espérance

et :
Y? admet une espérance <= Z E*P ([Y = k]) est une SATP convergente
k
En cas de convergence E (Y?) = Z k2P ([Y = k]) . Introduisons la suite (1},),,cy définie par :
k>0
VmeN, T, = > FP([Y =k
k=0

)xP([N=n]>

et comme N () est un ensemble fini, on peut sans hésiter inverser 'ordre de sommation, ce qui
donne :

|

k=0  neN(Q)

S
=1

vmeN, T,, = ZZk2P<ZX_kD P ([N =n])

neN(Q) k=0
el
neN(Q) i=1

> P ) x B, <2X>2

neN(Q)
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n 2
en introduisant la suite (E;n ((Z Xi) )) définie par :
i=1

meN

vmeN, B, ((ix)Z) :ki_oHP(

Cette suite converge vers :

«((5))

)

(ZX2+2 > XX)

1<i<j<n
= nE(X?)+2 > E(XX))
1<i<j<n

= Z E (X X;) par ind. des VAR X;

1<i<j<n

= 2B (X?) 42 <Z) (B (X))

car selon I’énoncé, X admet une variance et les variables X; suivent la méme loi que X. Ainsi
lim T, existe et est finie, de valeur :

m—+00
Jim T = 7 PN =n]) x (nB (X?) +2(3) (B(X)))
neN(Q)
= E(X?) Y nP(IN=n)+(EX)’ Y nn-1)P(N=n])
neN(Q) neN(Q)

= E(X?)E(N)+ (E(X))E(N (N 1))

lexistence de E (N (N — 1)), obtenue par le théoréme de transfert, ne posant aucun probléme du
fait que N est une variable discréte finie.

Conclusion : Y2 admet une espérance qui vaut E (Y?) =E (X?)E(N) + (E (X))?E(N (N —1))
et pour finir Y admet une variance qui vaut V (Y) = E (Y?) — (E (Y))? par Huygens-Koenig, soit :

V(YY) = E(X?)E(N)+(E(X)’E(N (N -1) - (BE(X)E(N))
= E(X?)E(N)+(B(X))* (B(N?) —E(N)) — (B(X))* (B(N))*
) (B(X?) - B(X)?) + B(X)) (B(N?) - (B(V))

I
=

Finalement :
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