ECO01 06/07 FicHE 7 — VARAD — CORRECTION Page 1

Correction des exercices de la fiche 7

1 Densité de probabilité

f est une densité de probabilité si :
e f est continue presque partout,

— Ici la continuité de f sur R* et R est triviale et comme limf = ligrn f=f(0), f est continue
0- 0

sur R.

e f est positive sur R,

“+o0
) / f est convergente et égale a 1.
— 00

— Ici / f converge car par définition de f, ’étude de la convergence de / f se réduit a celle de
2 :
/ te=/2dt qui ne pose aucun probléme. En effet introduisons :
0

p: Ry — R
a @(a):/ te=t"/2dt
0

Nous avons Yo > 0,

pla) = /te_t2/2dt
0

= 1 767%0‘2

et par passage & la limite de ¢ () quand « tend vers l'infini hr}rl ¢ (a) = 1. Comme la limite
a— 100

existe et est finie, / f converge et vaut 1. A savoir que :
R
« 2
/ f = lim te=t/2dt
R a——+00 0
=1

Conclusion :

’ f est bien une densité de probabilité

2 Recherche d’un paramétre

@ Comme f est une densité de probabilité, nous avons en particulier :

e f >0 sur R ce qui équivaut a a > 0. a s’appelle constante de normalisation.

° / f converge et vaut 1. En effet :
R

3
/ f converge <= / f converge
R 0

3
Car f coincide avec la fonction nulle en dehors du segment [0,3]. Or / f converge en tant
0

qu’intégrale d’une fonction polynomiale continue sur le segment [0, 3], et

Lycée Saint-Jean de Douai — 24 mars 2007| PROBABILITES Christian Skiada




ECO01 06/07 FicHE 7 — VARAD — CORRECTION Page 2

Conclusion :

2
/f:1<:>a:f
. 9

@ Nous avons :

f(x) *°

0.4
0.3
0.2

0.1 1

o

5 4 -3 -2 -1 0 4
Par théoréme :
29
P(l<X<2) = / §(3x7x2)d:r
1
_ [
|27

3 Fonction de répartition et calcul de probabilités

Nous avons :

P(l5< X <25]) = Fx(2.5)— Fx (L5)
_ (2.52 1> B <1.52 1)

P(25< X <35]) = Fx(3.5) — Fx (2.5)
251
()
1
4

Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.

Nous avons Y (2) = [—1, 0], donc :

|~

De méme :

4 Changement de variable affine
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esiz<—1:(Y <zx)=0 € B,
esize[-1,0: (Y <z)=(—X <z)=[X > —2z] € Bg puisque X est une variable a densité,
esiz>0:(Y <z)=Q¢€ Bg.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Vo €R, Fy(z)=P([Y <a)

Cela donne :

0 si T < —1
Fy (z) = P(-X<z]))=P(X>-2])=1—-Fx(—x) si z€[-1,0]
1 si x>0

0 si r<—1

—x—0 r+1

= 1— —r4l=—""" s ~1,0

(1()) x+ 01 si xe[-1,0]

si x>0

0 si r<—1
= z+1 si zel-1,0]
1 si x>0

A ce niveau la nous pouvons conclure de suite en disant que :

’Y est une variable & densité suivant la loi Y < U ([—1,0]) ‘

5 Changement de variable puissance

Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.
Nous avons Y (2) = R, donc :

esiz<0:(Y<z)=0 € B,
esiz>0: (Y <x)= (X2 < x) = [—vx < X < /z] € Bg puisque X est une variable & densiteé.

Ainsi selon ces deux points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Vo €R, Fy (x)=P (Y <)
Cela donne :
0 si <0

Fy (z) = {P([ngx])zp([_\/ggxg\/ﬂ) sioz>0
0 si z<0

- { Fx (V) = Fx (—Va) st 220
Nous voyons a ce niveau que :
o limFy =0,
“
o limFy =1,
e Fy est continue sur R’ (fonction nulle),
e [y est continue sur R, (différence et composition de x — 4/z : C° sur Ry et Fy : CY sur R),

e limFy =0= lirgle = Fy (0), donc Fy est continue sur R.
0- 0
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e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf en 0 (& cause de la présence de la racine carrée) ce qui

fait qu’elle a toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable a densité dont une
densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* nous obtenons fy une densité de Y et nous
poserons que fy (0) = 0, soit :

fr(z) =

donc :

0 si z<0

2\/56 sioxz>0

Pour finir montrons que Z est une variable & densité dont nous déterminerons une densité.

Nous avons Z () =R, donc :

six<0:(Z<zx)=0 € B,

sie>0:(Z<z)= (Z3 < m) = [X < ¥/z] € Bg puisque X est une variable a densiteé.

Ainsi selon ces deux points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Ve eR, Fz(x)=P(Z <x])

Cela donne :

0 si x<0
Fz(z) = {P([X3§x]):P([X§\3/ﬂ) si x>0
0 si <0

= {Fx(%) § >0 car X () =Ry

Nous voyons & ce niveau que :

limF, =0,

—00

limFZ = ].,

+oo

Fyz est continue sur R (fonction nulle),

Fyz est continue sur R (par composition de z — /z : C° sur R, et Fx : C° sur R),

limFy; =0 = liglFZ = F (0), donc Fz est continue sur R.

0- 0

D’autre part Fyz est de classe C' sur R sauf en 0 (4 cause de la présence de la racine cubique) ce
qui fait qu’elle toutes les propriétés requises pour affirmer que Z est une variable & densité dont

une densité f est obtenue par dérivation de F'z sur R* nous obtenons fz une densité de Z et nous
poserons que fz (0) = 0, soit :

0 si <0
fz(SC) = 1 .
73fo(%) si >0
0 si <0

= ].

3V/x?

e VT G 2>0
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6 Densité paramétrée et changement de variable quadratique

@ Comme f est une densité de probabilité, nous avons en particulier :

o f20surR<= k>0,

. / f converge et vaut 1. En effet :
R

+oo
/ f converge <= / f converge
R -1

Car f coincide avec la fonction nulle en dehors du segment de l'intervalle [—1, +o00[. Introduisons :
v: ]-1,4+0] — R

o — (p(a):/ ke tdt
~1

Nous avons Vo > —1,
«
pla) = / ke~ tdt
-1

= k (—e*" + e)

et par passage & la limite de ¢ (@) quand « tend vers 'infini lim ¢ (a) = ke. Comme la limite

a——+00

existe et est finie, nous confirmons bien que l'intégrale / f converge de valeur égale a ke et :
R

/f:l<:>lc:1
R (&

i

e Déterminons E (X).

X admet une espérance si et seulement si / xf (z)dx est absolument convergente. En cas de
R

+oo
convergence B (X) = / xf (z)dz. Or / xf (x) dz est absolument convergente si et seulement si
R

— 00

—+oo
/ éwe*‘”d:c est absolument convergente car f est nulle sur |—oo, —1[. Introduisons :

—1
P ]=1,400] — R .
«@ — (@) = 1/ te tdt

Nous avons Va > —1,

Y (a) = Z/O;tetdt
= —e“la+1)

et par passage a la limite de 9 (a) quand « tend vers I'infini :

li = lim — 1)e @t
Jim ¢ (a) Jm —(a+l)e
= 0
car :
—ae™
o 1 —a-1 _
(a + )e +oo e
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—ae @

avec lim =0.
a——+00 e

Conclusion : Comme la limite existe et est finie :

’E (X) existe et est égale a 0

e Pour terminer, calculons en cas d’existence, V (X).
X admet une variance <= X? admet une espérance

+oo
= / 2% f (x) dzx est convergente
oo

+oo 1
= / —x?e™%dx est cvte car f = 0 sur |—oo, —1[
1 (&

En cas de convergence E (X 2) = / o 22 f (x) dx et la variance de X qui existerait par voie de
conséquence serait donnée par le thé:)%me de Huygens-Koenig :
V(X) =E(X?) - (B(X))’
Introduisons :
x: ]-1l,4+0] — R

1 «
! —  x (@)= E/ t2e~tdt
-1

Procédons par intégration par parties en posant u :t — t2 = u' 1t 2t et v it et <= uv:
t— —e "t avec (u,v) € (C* ([-1,q] ,IR{))Z. Ainsi Yoo > —1,

1 «
x (o) = 7/ t2e~tdt

€J-1

. ([tzet]"l +2/ tetdt)
€ —1

= —a*e % +e+2¢Y(a)

par passage a la limite de x (o) quand « tend vers linfini :

lim y(a) = lim —a?e P4+ 14+2¢(a)
a—+00 a—+00
= 1
car : )
—a“e” @
_a2€—a—1 ~
+o0 e
—aZe@
avec lim ——— =0 et rappelons que lim ¥ (a) = 0.
a——+00 e a——+00

Conclusion : Comme la limite existe et est finie, X? admet une espérance égale a 1 et donc :

’V (X) existe, égale a 1 ‘

c . L
Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.
Nous avons Y (Q) = R, donc :

esiz<0:(Y<z)=0 € B,
esiz>0:(Y <z)=(X?<z)=[-vz <X </z] € Bg puisque X est une variable & densité.
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Ainsi selon ces deux points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité 7 Pour répondre a

cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :
Vo eR, Fy(x)=P (Y <a])

Cela donne :

0 si z<0
P([X?2<z]) si >0

0 si

{
{pvsix<vm i
{ Fx (V&) - Fx (—y7) s

Nous voyons & ce niveau que :
o limFy =0,

— 00
L] limFy = 1,

“+o0

e Fy est continue sur R’ (fonction nulle),

x <0
x>0

z <0
x>0

e Fy est continue sur Ry (différence et composition de  — 4-/z : C° sur R et Fx : CY sur R),

° lti)r_nFy =0= l(i)grnFy = Fy (0), donc Fy est continue sur R.

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf en 0 (& cause de la présence de la racine carrée) ce qui
fait qu’elle a toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable a densité dont une
densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* nous obtenons fy une densité de Y et nous
poserons que fy (0) = 0, en notant bien Pexpression de fx, quand = > 0, va dépendre des cas ou

x € [0,1] et ou z > 1. Cela donne :

0 si <0
fy(x) = %fx (V) + %fx (—vz) si >0
0 si x e R_U{1}

= 2e\/x

1
2e\/x

(e‘ﬁ—i—eﬁ) si z€]0,1]

e Ve si x> 1

7 Changement de variable exponentiel

Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.

Nous avons Y (Q2) = [1, €] aprés une étude rapide de ¢ :  — exp (z? — 1) sur [1,2], donc :

esiz<l:(Y<z)=0 € B,

o size[l,e?]:

Christian Skiada

Y <z) = (exp(XQ—l)gac)
= (X2 —1<In x)
= (X2 <Inz-+ 1)
= [—\/ Inz+1< X <+vlnzx+ 1} € Bg puisque X est une variable a densité
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esiz>ed: (Y <z)=0Q¢Br.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité 7 Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Vo €R, Fy(z)=P([V <a)

Cela donne :

0 si <1
Fy (z) = P([—\/lnx+1§X < \/m) si ze [1,63}
1 si x> el
0 si z<l1
= Fy (Vinz +1) = Fx (—vVInz +1) si z € [1,¢%]
1 si x> e’

Nous voyons & ce niveau que :
o limFy =0,
—o0
o lmFy =1,
e Fy est continue sur |—oo, 1] (fonction nulle),
e Fy est continue sur |e3, +oo[ (fonction constante égale a 1),

e [y est continue sur [1,63} (différence et composition de & — +v/Inz + 1 : C° sur R% et Fy : cv
sur R),

° hmFy =0= limFy = Fy (1) ,
1- 1+
o limFy =0= 1i3n+1Fy = Fy (%), donc Fy est continue sur R.

e D’autre part Fy est de classe C* sur R sauf peut étre en 1 et € (a4 cause de la présence de la racine
carrée) ce qui fait qu’elle posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable
& densité dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R — {1, 63} nous obtenons fy
une densité de Y et nous poserons que fy (1) = fy (63) = 0. Cela donne :

0 sixd|lée

fr@)=y 1 S N _ ,
mefX(\/m)Jr%me( Vinz +1) si z€]l,e¥

Notons que lorsque z € |1,¢*[, —v/Inz + 1 ¢ [1,2] et :

Donc :
0 six¢]led]
fy (z) = 1 : 3
sevins T 1 si xe}l,e [
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8 Valeur absolue d’une variable a densité

Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.
Nous avons Y () = [0,1] et :

o siz <0, (Y <z]) =2 € Bg,
o sizel0,1], (Y <z|) = ([|X]| <z]) = (-2 < X < z]) € Br puisque X est une variable & densité,
esiz>1, ([Y <z])=Q€ Bg.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité 7 Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

Vo €R, Fy(z)=P([V <a)

Cela donne :

0 si <0
Fy (z) = P([-z<X<z]) si z€][0,]1]
1 si x>1
0 si <1
= Fx (z) — Fx (—z) si z€][0,1]
1 si x>1

Nous voyons & ce niveau que :
e limFy =0,
—o0
° EIO%FY =1,
e Fy est continue sur |—oo, 1] (fonction nulle),
e Fy est continue sur |1, +oo| (fonction constante égale a 1),
e Fy est continue sur [0, 1] (différence et composition de z —— £z : C? sur [0,1] et Fy : C° sur R),
. 1}1_11Fy =0= lg_nFy = Fy (1),
° 1égle =0= l(i)rgle = Fy (0), donc Fy est continue sur R.

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 1 ce qui fait qu’elle posséde toutes
les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable & densité dont une densité fy est
obtenue par dérivation de Fy sur R* — {1} nous obtenons fy une densité de Y et nous poserons
que fy (0) = fy (1) = 0. Cela donne :

- 0 si € ]-00,0]U[L,+00]
fy (@) = { fx (@) + fx (—2) si z €]0,1]

quand z € 10,1, fx () =1—=z et fx (—x) =1 — =z alors :

B 0 si z €]—00,0]U[L,+o0]
fY()_{QQz si x €1]0,1]
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9 Changement polynomial

Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.
Nous avons Y () = [1,2] et :

esiz <1, (Y <z)=0€ By,

esiz e [1,2], (Y<uz) = (X2+1 Sx) = ([—\/x—ng < \/x—l]) € Bgr puisque X est une
variable & densité,

esiz>2 (Y <z)=Q¢€ Bp.

Ainsi selon ces trois points Y est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

Cela donne :

0 si <1
Fy (z) = P([-Vz—-1<X<Vz—1]) si z€][l,2]
1 si oz >2
0 si <1
= Fx (Vo —1) - Fx (—vVz —1) si z€|[l1,2]
1 si x> 2

Nous voyons & ce niveau que :
e limFy =0,
— 00
[ ] hmFy = 1,
“+o0
e Fy est continue sur |—oo, 1] (fonction nulle),

e Fy est continue sur |2, +oo| (fonction constante égale a 1),

e Fy est continue sur [1,2] (différence et composition de 2 —— ++/z — 1: C° sur [1,2] et Fx : C° sur
R),

o hmFy =0= limFy = Fy (1) ,
1- 1+
. I;EnFy =0= 1;r+nFy = Fy (2) donc Fy est continue sur R.

e D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 1 et 2 (4 cause de la présence de la racine
carrée) ce qui fait qu’elle posséde toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable
a densité dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* nous obtenons fy une densité
de Y et nous poserons que fy (1) = fy (2) = 0. Cela donne :

0 si x€]—00,1]U[2,+00|
z) = 1 1 :
Iy (z) mfx (\/.m)+27mfx (—\/m) si xz €]1,2]

En rappelant que :
0 si z¢[-1,1]
fx(@)=¢ 1

5 stoze€ [—1,1]

quand z € ]1,2[, vz —1€]0,1[ et —v/z —1 € ]-1,0[ alors :
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0 si x €]—o00,1]U[2,+00]
= 1 1 1 1
fy (z) S e T R | z € |l,2]
Wr—1 2 2/xz—1 2
0 si x €]—00,1] U2, 4+00]
= 1

si z €]1,2]

2vV/r —1

10 Variable a densité et antirépartition

Par définition :

Vz € R, F(@:/m Ft)dt

ou f est une densité de X. Donc :
+oo
Vz € R, 1—F(:r):/ f@)dt

—+00
Comme X est a valeur dans RT, Pespérance qui existe vaut B (X) = / tf (t) dt. Nous avons alors:
0
—+o0 +oo
0<z(1l—F(2) <z f(t)dtg/ Lf (6) dt
avec :

lim +Ootf(t)dt = lim </+Ootf(t)dt—/x tf(t)dt)

r—+o0 r—-+00

= E(X)- lim_ ’ tf (t)dt
= E(X)-E(X)
0

Le théoréme d’encadrement nous permet alors de dire que :

lim z(1—-F(z))=0

r——+00

+oo
Montrer pour terminer que / P ([X > t]) converge et vaut E (X). Pour cela introduisons :
0

Ya € RY, /OaP([X>t])dt_/Oa(1FX(t))dt

Procédons par intégration par parties en posant u : ¢t — 1 — Fx (t) =« it — —f () et v’ : t —
l<=uv:t—tavec (u,v) € (C'([0,q] ,]R))z. Ainsi :

Va > 0, /OQP([X>t])dt ([t(l—FX (t))]g“Jr/atf(t)dt)

0

— a(l-Fy (a))+/atf(t)dt

0

par passage a la limite quand « tend vers l'infini :

QETOO OaP([X>t])dt = aEIfwa(l—FX(a))+/(Jatf(t)dt
+oo
= 0+/0 tf (t) dt
— E(X)
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Conclusion : Comme la limite existe et est finie,

+oo
/ P ([X > t]) converge et vaut E (X)
0

11 Vecteur aléatoire exponentiel

K1 s

Montrons pour commencer que Y, est une variable aléatoire.
Nous avons Y, (2) =R, et :

e siz <0, (Y, <z) =0 € By,

n

esiz e Ry, (Y,<az) = (min(Xy,...Xn) <) = (min(Xl,...Xn)>x) = (N [Xi>2] € Be
k=1

puisque pour tout k, Xj est une variable a densité et par stabilité de Bg pour l'intersection et la

complémentarité.

Ainsi selon ces deux points Y,, est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fy, définie par :

Ve €R, Fy, (z) =P ([Y, < )

Cela donne :
0 si <0
By, (2) = { 1-P(Y,>z]) si >0
0 si x<0
= P (Lﬁl X, > x]}) § >0 les VARAD X}, sont indépendantes
0 si z<0
- 1—HP([Xk>a:]) si >0
k=1
0 si z<0
- 1-J[(Q-Fx, (x) si 2>0
k=1
0 si z<0
T )Y 1-JJa-(1—e?) sioz>0
k=1
0 si <0
= I—H(e_)‘x) si >0
k=1
_ 0 si <0
o l—e™ s >0
Conclusion :
Y, — e(nA)
D’apres le cours :
1
E(Y,)=— e V(Y,) =
() =+ ()=
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@ C’est une question de cours ”ultra-classique”. A savoir, la stabilité de la loi gamma pour la
somme, nous permet de dire que :

kEle (b,Tk) =T (b,;Tk>

1
et comme I' (b,1) =¢ (b) alors :

1

12 Variable a densité et partie entiére

Précisons la loi de Y = | X| ou | X (w)] désigne la partie entiere de X (w).
Tout d’abord Y (©2) = N.

Nous avons :

VEEN, P([Y =k]) = P([X]=£])
= P([k <X <k+1]) par définition de la partie entiere
= Fx(k+1)—Fx (k)

1— e—A(k‘-l—l) _ (1 _ e—Ak)

= g _ AR+

e—)\k (1 _ e—/\)

Conclusion :

Y = Gn(l—e?)

ou bien :

V4+1l—Gn(l-e?)

e Déterminons celle de Z = X — Y.
Comme Vo € R,0 <z — |z] < 1 (partie décimale de ) par suite Z () = [0, 1].

Siz<0,(Z<z)=0 € Bg.

Siz>1, (Z<z)=9Q¢c Bz

Siz e |0,1],

(Z<wz) = (X-Y<a)

I
—
[
|
>
A
&

D
?r/\

n (&
>

Il

=
N———
N————

= ((XSx+k)ﬂ<L—ﬂ[k§X<k+l]>>

keN

= L—ﬂ ([k < X <z +k]) € Bg puisque X est une VARAD et stabilité de Bg pour U
keN

Ainsi selon ces trois points Z est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition F définie par :

VeeR, Fz(z)=P(Z<z])

Cela donne :
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Vze 0,1, P(Z<z]) =

Conclusion :

(1 — e‘”) Z (e_A)k série géométrique de raison e > avec |e_)" <1

—+oo
Y P(k<X <az+k])
k=0
+o00
> (Fx (¢ +k) = Fx (k))
k=0
+oo
Z (1 _ e Natk) _ (1- eka))
k=0
+oo
Ze—/\k (1 _ e—/\x)
k=0
+o0
k=0

1—e
1—e

0 si z <0
Fy(z) = l-e si xzel0,1]

1—e A ’
1 si x>1

Nous voyons & ce niveau que :

limFy = 0,
—o0

limFy = 1,
+oo

Fy est continue sur |—o0, 0] (fonction nulle),

Fy est continue sur [1, 400 (fonction constante égale a 1),

Fy est continue sur [0, 1] (composition de z —— —Az : CY sur [0, 1] et exp : C° sur R),

1imFZ ZOthFZ :Fz(()),
0— 0+

hmFZ :0:11mFZ :Fz(
1- 1+

1) donc Fz est continue sur R.

D’autre part Fy est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 1 ce qui fait qu’elle posséde toutes
les propriétés requises pour affirmer que Z est une variable a densité dont une densité fz est
obtenue par dérivation de Fz sur R* nous obtenons f; une densité de Z et nous poserons que
fz(0) = fz (1) = 0. Cela donne :

fz (2)

0 si z€]—00,0]U[L,+o0]

— e—;l:)\

13 Vecteur aléatoire a densité

@ Déterminons E (S,,) .

e Pour commencer, déterminons Vi € [|1,n|], E(X;) :

“+o0
X; admet une espérance <= / xf (x) dz est absolument convergente
—0o0
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+oo
En cas de convergence Vi € [|1,n]], E(X;) = / xf (x)dz. Or :
—o0
—+oo [ T 3
/ xf (x) dz est abst cvte <= / 3 (5> dx est cvte car f =0 en dehors de [0, 6]
oo 0

9 3
x
La convergence de / 3 (7) dx ne pose aucun probléme en tant qu’intégrale d’une fonction poly-
0

0

nomiale continue sur un segment, et :

0 3 470
T 3x
3(2) de :[}
/0 (0) 46%),
30

4

Conclusion : Vi € [|[1,n]], B(X;) = —.
Enfin S admet une espérance en tant que somme de n variables admettant chacune une espérance,
qui vaut par linéarité de l’espérance :

E(S,) = Y E(X)
k=1

300
4

e Pour terminer calculons en cas d’existence V (X;) pour i € [|1,n]].

Vi€ [|1,n]], X; admet une variance <= X7 admet une espérance
+oo
<~ / 2 f (x) dx est convergente
— 00

En cas de convergence :

+oo
Vie[Ln]), B(X2)= / 22f () do
et la variance de X; qui existerait Vi € [|1,n|] par voie de conséquence, serait donnée par le théoréme
de Huygens-Koenig :
Vie[|Lnl], V(X;)=B(X?) - (B(X:)’

/ 22 f (x) dz est cvte <= / 9—39646196 est cvte car f = 0 en dehors du segment [0, 6]
—00 0

3
La convergence de 9—3x4dx ne pose aucun probléme en tant qu’intégrale d’une fonction polyno-

0
miale continue sur un segment, et :

[% 510
%m4dm = F”CJ
0 9 59 0
_w
5
. , o 307
Conclusion : Vi € [[1,n]], E (X?) = r et :
302 (30\°
x) = 22 (2
v = - (%)
_ 3
- 80

Enfin S,, admet une variance en tant que somme de n variables admettant chacune une variance
)
qui vaut par indépendance des n variables X :
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3n6?
80

@ Montrons pour commencer que Y, est une variable aléatoire.
Nous avons T, (2) = [0,0] et :

e six <0, (T, <zx)=0g € By,
esiz>0, (T, <xz)=0Q¢€ By,
e size|0,0],

(T, <z) = (max(Xy,...X,) <uz)

= m [Xk < {E] € Br
k=1

puisque pour tout k, X} est une variable & densité et par stabilité de Bg pour l'intersection.

Ainsi selon ces trois points 7;, est bien une variable aléatoire. Est-elle & densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fr, définie par :

Ve eR, Fr, (z)=P (T, <z])

Cela donne :
0 si z <0
P( Xk <al| ) =]] Fx, (@)
k=1 k=1
n x3t2
=11 / dt)
Fr, (z) = o1 \Jo 0 si x€l0,6]

si x>0

Nous voyons a ce niveau que :
o limFp =0,
—o0
) Eg.}FT” =1,
e Fr est continue sur |—oo, 0 (fonction nulle),
e Fr est continue sur |0, 0] (fonction constante égale a 1),
e Fr est continue sur [0, 6] (monome),
e limPr, =0 =limFyr, = Fr, (0),
° 1;1}1FTW =0= 1(1914}1FTH = Fr, (0) donc Fr est continue sur R.

e D’autre part Fr, est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 6 ce qui fait qu’elle posséde toutes
les propriétés requises pour affirmer que 7, est une variable a densité dont une densité fr, est
obtenue par dérivation de Fr, sur R* nous obtenons fr, une densité de T,, et nous poserons que
fr, (0) = fr, (8) = 0. Cela donne :
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0 si
fr, () = 3nxdn—t

x € |—00,0] U [0, +o0]
si z €10,0]

03”

14 Produit d’une variable normale et d’une variable a deux
états, covariance

@ Soit Fz la fonction de répartition de Z, d’ensemble image R, définie par :

VeeR, Fz(z)=P(Z<z])

L’ensemble {[Y =1], [Y = —1]} forme un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, et
selon la formule des probabilités totales :

Ve e R, Fz(x)

Moralité :

L TR TR v B o Bl o Bl o L v

Z — N (0,1)

@ Nous admettrons que, comme dans le cas discret :

Cov(X,Z)=E(XZ)-E(X)E(Z)

Tout d’abord, de par les lois suivies par X et Z, nous pouvons écrire que E (X) = E(Z) = 0. La
recherche de B (X Z) va nécessiter la recherche de la loi de X Z soit celle de X?Y.
Pour commencer (XZ) () =R.
Soit F'xz la fonction de répartition de X Z définie par :
Vo €R, Fyy(x)=P(XZ <a])
L’ensemble {[Y = 1],[Y = —1]} forme un systéme complet d’événements de probabilités non nulles,
et selon la formule des probabilités totales :
Ve € R, Fxz(x) P(XZ<zInY =-1)+P([XZ<z|n[Y =1))
P([X?Y <z]n[y =-1])+ P ([X*Y <z]n[Y =1])
P([-X*<z]n[Y =-1)) +P([X* <z]n[y =1])
P([-X2<z)P([Y =-1)+P([X*<2z])P(Y =1]), X*Y ind
P([X? > —a]) PV = —1)) + P ([X* <2]) PV = 1)
(1= P ([X? < —a])) P(1¥ = 1) + P ([X? <2]) PV = 1)
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e Six<O0:
Fxz(z) = (1-P([X*<-2]))P(Y =-1))+0xP([y =1])
= LO-P(-Va<X<Va])
= S0 (@) -2 (~va))
= L (@) - (-2 (VD)
= %(2—2@ (—m))
= 1-3\/(—2)
e Six>0:
Fxz(z) = 1xP([Y =-1)+P([X*<z])P([y =1))

(1+P ([-Va < X < Va)))
(2 (V) - @ (-V7)))
(2 (Vo) - (1 -2 (Va))))

+

BN =N =N —
—
—
+

(V)

On pourrait démontrer comme d’habitude que F'x 7z posséde les cinq fameuses propriétés permettant
d’affirmer que X Z est une variable & densité, mais pour changer un peu de méthode, dérivons
directement F'xz sur R*, nous obtenons ainsi fxz une fonction dont on démontrera sans mal que
c’est une densité de probabilité, et nous poserons que fxz (0) = 0 soit :

1

2\/77$fx (\/—x) si <0
fxz(z) = 0 si z=0
1
1 L s o <0
—e si x
2/ —x /21
= 0 si =0
1 1 .
2 si >0

——e
2\x /2%
Démontrons, rapidement que fxz représente une densité de probabilité.

La parité de cette fonction nous permet d’aller plus vite en étudiant simplement la convergence de

telr 1 L,
I'intégrale / e 2dzx. Introduisons :
0

2z /2%
p: (R1)? — R
(,8) — w(a,ﬂ):/ %%ef%dl«

Posons, alors le changement de variable u = p(z) = /7, p étant de classe C' et bijectif sur RY .
Dans ce cas :

/5 1 1 . /Vﬂfluz
———e2dxr = ——=e?2" du
« 2\/5\/27r Va Qﬁ

1 (VB
= — e?" du
V2 /\/a
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Nous avouns :

1 Lo
e dy = — ez du par déf. de la cv d’une int. génér.
a4>0+ V2T / V A P 8

“+ o0
1,2
= — e2" du par déf. de la cv d’une int. génér.
vV /

1 /+OO %UQd 1
— e u= -
Vor Jo 2

1 1
2V 2%

0
L 1 . . 1 1 .
intégrales convergente et vaut 7 Cela entraine, par parité de fxz, que

oo 2V/—x 2m

et lim —
B—0t /27 /

Comme :

+oo
(& partir de l'intégrale de Gauss), / e~ 2dx converge en tant que somme de deux
0

1 , +ee
converge et vaut 3 aussi et donc fxz converge et vaut 1.
— 00
Enfin comme la positivité de fxz ne pose aucun probléme, sa continuité étant réalisée sur au moins
R*, cette fonction est bien une densité de probabilité, dont l’espérance serait nulle sous réserve

d’existence. Du fait que :

1 . 1
lim =z

B0 2\/>\/ﬂ £—>+002\/;\/ﬂ

MH
Il
MH

x

lim 76
T—+00 D\ /2T
=0

I
M

“+o0
par croissances comparées. Alors la régle du produit "z® f ()" permet de conclure que / —
0

0
T 1 = L. , .
converge de méme que / e2dx. Ainsi X Z admet une espérance qui est nulle.

oo 2T 21

Moralité :

[ Cov(X,2) =0

15 Loi gamma

@ L’application ¢ — e '%"1 est continue sur R*% comme produit de fonctions continues sur cet
intervalle, donc l'intégrale pose deux probléme de convergence : en 0 et en +oo.

e Etude en 0.
Nous avons :

0< efttafl ~ tafl ~

1
avec prey convergente en tant qu’intégrale de Riemann si et seulement si 1l —a <1 <= a > 0.

Alors le critére d’équivalence appliqué aux intégrales de fonctions positives permet de dire que

1
/ e~ 't*"1dt converge si et seulement si a > 0 (7).
0

e Etude en +oo.
YVt >0, 0<t?xe ol = tgatl

et pour tout z réel lim e~ = 0 (limite usuelle du cours). Donc :

t——+o0
1
et = o <>
+o0 \ £2

+00 +o0
avec / ) convergente en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 2 > 1. Donc / ettt
1 1

converge aussi (i1).
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Conclusion : selon (i) et (i7)

—+oo
/ e 't*71dt converge si et seulement si z > 0
0

.
Par définition :

+oo
Ve >0, T(a+1) = / e ftedt
0
1 B
= lim ettt + lim e~ ttedt
~y—0+ P B—+oo Jq

0 0
Vip € RY VO >t / e 'tvdt = [—t“e—t]eo +a/ e "t dt
to

t
to

en intégrant par parties ot u : ¢t —— t et v : t — —e~! sont deux fonctions de classe C* sur R7.

Moralité :

1 B
Ya>0,T(a+1) = lim / e 'tdt + lim e ttedt
8!

y—0+ B—+oo Jq

1 B
= lim <[t“et]1 + a/ ettaldt) + lim [ft“eftﬁ + a/ et dt
~y—0+ Y ~ B—+oco 1

1 “+oo
= lim 7% 7" —e !t + a/ e~ 'ttt + ma (—B e_’B) +et 4 a/ e~ 't 1dt cv des int.
0 —too 1

y—0+

1 400
= a/ e*ttafldtJra/ et dt
0 1

+o00
= a/ e~ 't 1dt par Chasles
0

= al'(a)

l.c
En appliquant le résultat précédent nous avons pour tout n € N* :
F'n)=n-1)T(n-1)

avec :

I (1)

Il
S—
+
3
o
A
IS
S

= lim [-ef]
= 1

Une récurrence immeédiate permet alors de conclure trés rapidement que :

VYneN*, T'(n)=(n—1)!

2.a
Il n’y a pas de probléme particulier pour répondre a cette question ou la positivité sur R, la

L oo T (a)
continuité sur R* et la convergence (car fo=
—oo I'(a)

= 1) sont assurées donc :

’ fa est une densité de probabilité‘
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e BE(X):

+oo
E(X) existe < / zfo (x) dz est absolument convergente

“+o0
— xfq (z) dz est convergente puisque f, coincide avec 0xr gy sur R

0

+oo —z .t

e "z

—= / dx est convergente
0 I (a)

+oo
Or Va > 0, / e~ *z%dx converge et vaut I' (a + 1) .

Conclusionoz E (X) existe et vaut : .
a+1
(r(:) : =a]
e V(X):
V(X) existe E (X?) existe
/ - 22 f, (x) dz est absolument convergente
__(:COO
/ z2f, (x) dz est convergente puisque f, coincide avec 07 (r,r) sur R*

+oo —x,.a+1
e 'x
/ ——————dz est convergente
0

I (a)

[ A

—+o0
Or Va > 0, / e 2T dx converge et vaut ' (a + 2) .

0
Conclusion : E (XQ) existe et vaut :

I'(a+2)
S ? 1
F (a) a (a + )
Par suite V (X) existe et vaut par le théoréme de Huygens-Koenig :

V(X) = E(X?) - (B(X)
= a(a+1)—a?

[a]

16 Loi gamma et loi de Poisson
Pour changer de la correction "live" procédons par recurrence sur a € N*.

e L’initialisation pour a = 1 ne pose aucun probléme, car :

P(Y <1) = P([Y=0)

= €

et

+oo
/ etdt = [764]100
A

e (H) Supposons que pour « fixé dans N*, la proposition soit vraie.
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e Montrons qu’elle I'est-elle pour a + 1.
Nous avons :

P([Y<a+1l]) = P([Y<a)+P([Y =q])
+oo e*t a—1 67>\ «
= /}\ (ail)!du_ o selon (H) (1)
Introduisons :
v: A 4o — R

B —tia—1
IR et

Procédons par intégration par parties en posant u : t — et = u' 1t — —e et v :t

ta71 ta . .
m =it ] avec (u,v) € (C1 (I, 5] ,R))z, Ainsi :

—t,a B B —ti«
VB> A o (B) = [e tt] +Aett at

al |, al
—B po A\ B —tyo
e e e
B — + dt
al a! v ool

Enfin par passage a la limite, quand § tend vers I'infini, nous obtenons, du fait de la convergence
de l'intégrale en jeu :

—B o -\« B —tia
lim ¢(8) = lim (e b _ A +/ c tdt)
A

B—+o0 f—+o0 al al al
e M\ too et
al +/)\ o! 2)
D’ou selon (1) et (2) :
A\« +o0 —tyo —A\@
P(V<a+l) = —" +/ Cdt+ S
al N al al
400 —trc
_ / e 't gt
A O[!
= P(X>)A])

Ainsi la proposition est transmissible, ce qui la rend héréditaire pour tout o € N* :

Va e N*, P([Y <a])=P([X > 1)

17 Loi log-normale.

Int)?
@ Tout d’abord ¢ — — exp (—( nt) ) ec’ (Ri, Ri) . Examinons donc les problémes de conver-

1 1
E at 2a?
gence en 0 et en +00.
Pour cela introduisons :

r: (R1)? — R
1o Int)?
(a,8) +— I(a,p)= 5 E&exp <_(;a2) dt, avec o < f3
Int
Posons le changement de variable u = v (t) = % ou % réalise une bijection de dérivée non nulle de

dt
classe C! sur R% . Alors du = — et :
at
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L 2
I(a,8) = [M \/127_exp(—u2)du

e Nous avons :

I / P11 dt li / bl “ g
1m — — €X _—— = 1m —€X —_— U
a—0t J, V2w at P 2a? a—0t Jina /27 P 2

car 'intégrale converge.

e Nous avons :

511 (lnt)> e u?
lim ———exp| —+|dt = lim exp| —— | du
B—+oo J1 /21 at P ( 2a2 Bﬂ+oo/0 V2o P ( 2 )

car 'intégrale converge.
+oo
Comme les deux limites existent et sont finies / h (t) dt converge et vaut la somme des limites,
0

a savoir 1.

@ La continuité de h sur R_ étant triviale ainsi que sa continuité sur RY (en tant que produit,
quotient et composée de fonctions continues a détailler), sa positivité sur R et le résultat de la question
précédente permettent de dire que :

h est une densité de probabilité

C
Nous avons :

X admet une espérance <= / th (t) dt est absolument convergente
R

R | (Int)?
<= exp | — 5— | dt est cvte
0 aV/2m 2a

Introduisons :
J: (Rj_) — R

B Int)?
(., ) +— J(a75)=/ a%exp(—(;;))dt, avec a < 3

Avec le méme changement de variable :

Int
= t) = —
=) ==

Int
= u=—
a

<~ t=exp(ua)
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<

L

I
—
‘Q aQ
]

@

»

ie)

In 8
a 1 2 2))
= exp|—=((u—a)" —a du
/lnaa V2T P 2 (( )
a? Ing 1
e 2 a 2
= ——(u — d
el exp 5 (u—a) ) U

et par un méme raisonnement qu’au a. :

a2 2

~ a1y €7 - ay _ ©
Oélg&J(e,l)- 5 et BETOOJ(l,e)— 5

gy

Ainsi comme les limites de J existe et sont finies, X admet une espérance qui vaut :

a2

E(X)=e=

@ Montrons pour commencer que Y est une variable aléatoire.
Nous avons Y (Q) =R et :

e SizeR:

o) = (55 <q)

= (X <exp(ax)) € Bg

puisque X est une variable & densité. Ainsi selon ce point Y est bien une variable aléatoire. Est-elle
& densité ? Pour répondre a cette question déterminons sa fonction de répartition Fy définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])
Cela donne :

Vr e R, Fy (z) P([Y <z])
P ([X < exp (az))
Fx (exp (az))

exp(ax)
- / h(t) dt

— 00

explar) (Int)*
= e — dt
/700 av/ 271' P ( 2&2

Nous voyons & ce niveau que :
e limFy =0,
— 00

o EIOEFY = 1,
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e [y est continue sur R par composition de  — exp (azx) continue sur R et de F'x continue aussi
sur R.

e D’autre part Fy est de classe C' sur R toujours par composition des deux fonctions précédentes
x — exp (ax) étant C! sur R & valeurs dans R* et Fx : C! sur R%, ce qui fait qu'elle possede
toutes les propriétés requises pour affirmer que Y est une variable a densité dont une densité fy
est obtenue par dérivation de Fy sur R nous obtenons fy une densité de Y. Cela donne :

In (e2%))?
1 o2

= (A 2

V2r

et nous pouvons conclure que :
Y — N (0,1)

@ Montrons pour commencer que Z est une variable aléatoire.
Nous avons Z (£2) = R?, donc :

e Siz<0:(Z<x)=0€bBg

1 1
e Siz>0:(Z<x) = (X < 1:) = [X > } € Bgr puisque X est une variable & densité.
T

Ainsi selon ces deux points Z est bien une variable aléatoire. Est-elle a densité ? Pour répondre a
cette question déterminons sa fonction de répartition Fz définie par :

VzeR, Fy(z)=P(Z<a)

Cela donne :

0 si <0
P 1
Fz (x) P({Xz]) si x>0
x
0 si <0

= 1
1—-Fx <> si >0
T

Nous voyons a ce niveau que :
o limFy =0,
— 00
o limFy, =1,
+oo
e Fz est continue sur R* (fonction nulle),
1
e F est continue sur Ry (différence et composition de 2 —— — : CY sur R% et Fy : C” sur R),
x
e limFy; =0= lir+nFZ = F7 (0), donc Fz est continue sur R.
0- 0

e D’autre part F est de classe C' sur R sauf peut étre en 0 ce qui fait qu’elle a toutes les propriétés
requises pour affirmer que Z est une variable a densité dont une densité fy est obtenue par dérivation
de Fz sur R* nous obtenons fz une densité de Z et nous poserons que fz (0) = 0, soit :

0 si <0
fz(@) = —(—12>h(1) siox>0
x x
0 si <0
_ 11 (m1)?\
x2mgexp (— 52 ) si >0
0 si <0

exp | — si x>0
arV 21 P ( 2a?
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Conclusion :

Z suit une loi log-normale de parametre a > 0

OTOToToK

Lycée Saint-Jean de Douai — 24 mars 2007| PROBABILITES Christian Skiada




	Densité de probabilité
	Recherche d'un paramètre
	 Fonction de répartition et calcul de probabilités
	Changement de variable affine
	Changement de variable puissance
	Densité paramétrée et changement de variable quadratique
	Changement de variable exponentiel
	Valeur absolue d'une variable à densité
	Changement polynomial
	Variable à densité et antirépartition
	Vecteur aléatoire exponentiel
	Variable à densité et partie entière
	Vecteur aléatoire à densité
	Produit d'une variable normale et d'une variable à deux états, covariance
	Loi gamma
	Loi gamma et loi de Poisson
	Loi log-normale.

