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DENOMBREMENT |

Soit A et B deux ensembles tels que A

est fini et B C A, alors |B| < |A|, |A— B| = |A|l — |B], |4 = |B|] &
A = B. |AYB| |Al + |B], = Z |Ax|. Poincarré : 'U Ag| =

k=1
DTS ANyl = 1144/ [D] (4., parti-
=1 1<i1 << <1 <n k=1

k=
tionde E:Viel, Ay #2,V(i,j)€l? i#j= A;NA;=0et |§ A;=E. Rq cest la
i€l

méme déf. pour un SCE avec F = Q. Lemme des bergers : Soit E et F' deux ens.

finis et f une application surj. de E vers F. On suppose Jp € IN* , 1 ({y})| =p.
Alors |E| = p|F]|. Nb d’applications de E vers F' : |A(E,F)| = \F\lEl . Nb
d’injections de E, vers F;, : AD. Nb de permutations de F, : A = n! Nb
de p—listes de F,, : nP. Nb de combinaisons de p élts de F,,, avec 1 < p < n :

(Z) = Aﬁ. |P(E )\ = 2Bl Pb des anags : (TZ) X (";;11) NI, (n—n1—7;;—np71) _
n1'><n2'>< Xnp!” Suites : ‘{ T1,T2,. .. xp) ( )p | 1 < T < Xo < - < Tp < n}‘ —
(Z) {(z1,@2,...,2p) € (N [ 1<y <ap < -+ <z <l — (p+;—1)

> 1=() 2 1=

1<ii<in<-<ip<n = 1<0; <9< <4, <

ESPACES PROBABILISES '
@ d’une tribu : Tout ensemble de parties d’'un

ensemble (), contenant (2, stable par réunion au plus dénombrable et par passage au com-

plémentaire, s’appelle une tribu ou o— algébre sur 2, notée A. Autrement dit : Q € A,

VA € A, A € A, Pour toute suite (4,), d’événements de A4, |JA, € A. E‘ @A A
n

est stable pour N, —, A. axiomatique d’une probabilité : Soit (2,.4) un espace

probabilisable, on appelle probabilité sur (€2, .4) toute application P : A — [0, 1] vérifiant :

P (Q) =1,V (Ar) ek deux & deux disjoints ZP (Ag) < cet P < (O] Ak> =5 P(A)
kEK kEK

(o— additivité de P). @ On appelle espace probablhse tout triplet (2, 4, P). Soit A

et B deux évts de (Q A, P) :P(2)=0,P(AYB)=P(A)+P(B),P(4A) =1-P(A),

P(A-B) = P4 -P(ANB), BC A = P(A-B) =P(A) -P(B), B C

A— P(B)<P(A) (P /), P (AuB)P(A)+P(B)P(Am3),P(£JAk>

n —+oo
> P (Ag). limite monotone : (4,),., /= P ( U An> = hm P(A,),
k=1 = n=0

TL—>00
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hm P(4,).

n—-+oo

—+oo n
P(U An> ~ lim P(U Ak.>
n=0 n—+oo k=0

+oo
(A”)TLZO \:> P < n An> =
lim P ( N Ak> Inégalité de Boole ou sous-additivité :

p(QA

et <n00 ’n) - n—+oo
n —+o0

P ( U Ak) < Z P(A;) et P < U An> < Z P(4,). Relation de Laplace (cas
k=1 k=1 n=0

d’équiprobabilité) VA € A, P (A) =

P(A)P(B), (névs2a?2)

(2évts) : P(ANB) =
P (A) P (4;),
A;), (suites d’évts)

‘Q| @Ind des évts :
1V (i,7) € [Ln]%i #j = P(A;,NA) =
: VI € P([1,n]), I#@P(ﬂA = [IP(

i€l el
@ALB@ALEet

ou vn, B, = A,

(n évts mutuelt)

on se raméne au cas fini pour toutes sous-suites finies.
A 1 Bet AL B. Soit (4,), une suite d’évts indpts alors (B,,),

ou A, reste une suite d’évts indpts @ VA e A|P(A) £0,Py(B) = P;,‘%%S).
E‘ Toutes les propriétés vues sur les probas inconditionnelles sont encore valable. Soit
PA)#£0, A1l B Py(B)=P(B).Soit P(B)#0, A1l B~ Pp(A) =P (A4).
FPC : Soit Ay,...,A,, n évts tq Vn € No, P(A41N...NA,_1) # 0, alors

P(AN...NA,) =P (A) P4, (A2)Pa,ra, (A3) ... Pan.na, , (Ay).|T]FPT : Soit
(Ak)pex un SCE tq Vk € K, P(Ag) # 0, alors VB € A, > Py, (B)P(Ar) < o
k

et P(B) = Y Pa, (B)P(4). BAYES : Soit (Aj),c; un SCE tq Vk € K,
keK
P(A) #0, alors VB e A | P(B) £0:Vi € K,Pg (A;) = M
Z PAk )

keK

.

D|@O: X :Q —R|VIeIMR), X ()= {weQ|Xw)el}c A
@ ®: X VARD si X (Q) est au plus dénombrable. @ ©: X VARAD si
X () est oo et indénombrable. @ ®O: X =Y & Vw e Q, X(w) =Y (w).
®©: X =Y pse& P([X=Y]) = 1. [D] Loi de proba ®: Px : X () — [0,1],
déf par Vo € X (), Px(z) = P([X =z]). ©: On donne une densité de X.

@@:X:Y:E( ) = LY). ®©: L(X )=£(Y)=>E(X):E(Y)et

V(X) = T|© : f densité & f > 0 sur R, C° presque partout, f f con-

vergeetvaut 1.@FR®.V$GR,F()— > P(X=uxz). ©: Vz € R,
{zie.)i(ﬂ)

F(z)=[" w) du. © : F' = flaou F est dérivable ie 1a ot f est continue. E‘

®@© : Dans le cas général lim F' = 0, EmF =1, F C° a droite en tout point de R, F'
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non décrombante © : On rajoute F C’sur Ret FC'sur R— 1 (I ens fini éventuelle- | Po (z;,y;) = P ([X =z N[Y = y;]) = pij- Lois marginales Px : X () — [0,1],
ment vide). ®: P([X=a]) = Fx(a) — Fx(a™), P(la< X <b]) = Fx(b) — | déf. par Vz; € X(Q), Px(z;) = P(|[X=u]) et Py : Y(Q) — [0,1], déf par
Fx (a )7P([G<Xﬁb]) Fx(b)—Fx(a)aP([aSX<b])=Fx(b_)—FX(a_)’ Yy €Y (Q), Py (y) =P (Y = y)). [T]Vai e X (), P(X =ai) =pia = ¥ pij
P(la<X<b) = Fx(b") — Fx(a). ©: P([a<X<}) = P(a<X<b) = Y €Y (Q)
Pla<X<b) = P(la<X <b) = [ fx(u)du. VB C X(Q) = P(B) =|et ¥y €Y (Q),P(Y =y]) =psj = > pij D] Lois conds Pix_,: Y (2) —
X P(X=uz]) ® >, zP([X =) scca® ) wEX(ED) pis
{ €8 D] E(X) = { =exX@ [P] ®@: | [0:1], déf. par Vy; € Y (Q), Pixo (V =35]) = 2 et Pyoy,) : X (Q) — [0,1],
Joent (@) dz © fj:;mf (z) dx src © ie

VX eLLX>0=E(X)>0.00:Y(X,Y)e (L), X <Y =>EX)<E(Y).00 :
VX, Y)e (L), X=Y=EX)=E(Y)®@: VY € L et X tq |X| <Y = X € L!
t E(|X]) <E(Y). ®0©: VX € L' = [E(X)| < E(|X|). D] Esp. cond ®: VA ¢
AIPA) #0:EX|A) = > zPsa([X=ux)]. Formule de l’esp. totale

z;€X(Q)
® Soit (4;);c; un SCE tq Vi € I, P(A;) # 0,E(X) = Y E(X | 4) P (4;) src.
i€l
S o (z) P([X = z4]) srca ou ¢ déf sur X (Q) ®
de transfert E(p (X)) = xe—éém
/ ¢ (z) f (z) dx srca ol p est C° presque partout (©
> (o BOOPP(X =) s ®
D] vx) = 2 €X(2) ®O©: o(X) =
I3 (@ = B(X))? f (2) da stc ©
JV(X). THK ©O©: V(X) = E(X?) - ©O:

E(@X +b) = aE(X) +b et V(aX +0D) a’V (X
> 2P (X =) srca@
E(X") = wffo(m , VE € N, p. (X)) =
o Ja" f (x) dx sre ©
{ S (zs - E(X))" P ([X = x4]) srca ®
z;€X(Q)

J13 (@ = B(X))" f (z) de srea ©

i—r+1)P([X = z;]) srca.
®Q© :Soit r € N alors Im, 1 (X) = Vk € [0,7], Imp (X). ®© : I, (X) = Vk €
[0,7), 31, (X). ®© : ¥r € N, Im, (X) ¢ 3y, (X).

VECTEURS ALEATOIRES ' - .
(Couples dlscretsj @ Loi de proba d’un cou-

ple Soit C = (X,Y). Pc: X () xY () — [0,1], déf. par V(z;,y;) € X () x Y (),

@ Moments VE € N,

m, (X) =

E(X-E(X))) = ® Vvr € N

EX(X-1)..(X-r+1)) = ve;(mxi(xl—l)...(x

1Cela veut dire de variances non nulles.
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deéf par Vo; € X (Q), Pry—,, ) ([X =2i]) = Pij, de transfert Soit ¢ définie sur

Dej
D D5 X(Q)xY(Q), E(eX)Y)) = h(zi,y;) P ([X =z N[Y =y5])
(2i,y5)€(X,Y)(Q)
srca. [Vecteurs discrets] @ Loi d’un vecteur de dim n Soit V = (Xh...,Xn)
Py X1(Q) x -+ x X, () — [0,1], définie par V(z1,...,z,) € HXk( ),
n
Py (z1,...,2,) = P <ﬂ [X; :x1]> @ Lois marginales Vk € [1,n], Px,
i=1
X5, () — [0,1], déf par Vo, € X (Q), Px, (z1) = P( Vk € [1,n],
Vay, € X (Q), P ([Xp = ax]) = 2 (ﬂ [Xj = ]
(Il ..... Th—1,ThAglseees :E-,L)E H Xm(Q) =1

me[l,n]—{k}
[D] ®@ Soit X,Y € £2, Cov(X,Y) = E((X —E(X)) (Y —E(Y))).

E‘ ®©: Cov(X,Y) = EXY)-EX)E(Y). ®©: Cov(X,X) = V(X). ®0© :
Cov (X,Y) = Cov(Y,X). ®© : Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y). ®© : Les X

et Y, € L2 A\ et y; € R, Cov Z Ai X, Z wYj | = Aip; Cov (X3, Y5)
i j (4,5)€[1,n] x[1,m]

a;a; Cov (X, X;) .

[T| ®©: V&, X}, € £2, V (2% > ECLQV() >

1<z<j<n

_ Cov(X,Y .
D] 00+ st Xv € £2 1 f] : p(xy) = 22 [P] 9O Soi
XY € L2l pX,V) <1.OO@: |p(X,Y) =1 <Y = aX +bps. [D]
Matrice de cov-var ®@© : Les X € £3, S = (Cov (X; Xj))(i)j)e[[l7n]]2 e S, (R).
a1
®0:V <Z aiXi) = t( aq an, )S : . [Indépendancej @ ®: X; L
i=1
Qp
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L X, €L e V@) € [T X (@), P (n [Xi—:cz-]> — [P (X =),

n

e e R (A 1% <) = TP (< ).

i=1

@:XlL .J_Xn<:7>V(IIJ1,...,

©O: X LY =V (0,0), p(X) L $(Y). ®@: X1 L .J_Xn:>E<f[1Xi)
[ME(X,). ®@: X LY = Cov(X,Y) = 0. ®@: X L Y = p(X,Y) = 0.
i=1

@:XLY:{EE})E'B;iiZBzEE%) ®O©: X L ‘LXn:V<§aiXi>_

Z V(X;). ®© : Lemme des coalitions X; L 1 Xogm =V (9,9),

go(Xl,...,Xn) L ¥ (Xnt1y.o-y Xngm) (on peut "bordéliser"). de convolution

XL1Y = fxpv @) = [T fx ) fy (@—t)dt = [T fx (@ —t) fy (t) dt, fxiy est C°
presque partout.

INEGALITES PROBABILISTES ' ,
MARKOV ®@© : Soit X € L! a

valeurs positives, alors Ve > 0, P ([X > ¢]) < E(X) . Ce qui se généralise pour X € L en
Vr >0,Ve >0, P([|X]|>¢]) < % IBT ®© : Soit X € £? admettant variance
X). Alors Ve > 0, P ([|[X — E(X)| > ¢]) < YX)

non nulle V' (

CONVERGENCES
Lé [Convergence en probablllteJ @ n)neN P x
lorsque Ve > 0, lim P([|X,~X[>¢]) = 0 ou lim P([|X,~X[<e]) = L. P]

OO : (Xu)pen — X & (Xn = X)o7 0. 0@ : (X))o —— X 7 lim E(X,) =
E(X) et nErJnOOV(Xn—X) = 0. ngrfooE(Xn) =a € R et nErJnOOV(Xn) =
0 = (Xn),en- £, E‘ (pas vraiment au pgme mais ...) ®© : (|Xn|),cy P,
0 <= (Xp)pey — 0. ®© : (Xp),en — X et (Xn),en — ¥V = X = Y ps.
@@ : Si (Xn)yen —— X et si f € CO(R) alors (f (Xa)),en — f(X). ®© : Si
(Xn)nen LN X et (Yn),en L, Y alors V(a,b) € R?, (aX, +bYy),cn LaX by
(X Vo) en — XY ; ( ,)HGN P, X avec P ([Y =0]) = 0.[T| Loi faible des grands

nbs ©O© : (Xk)keN* 2 & 2 indtes et de méme loi d’esp. commune m et de variance com-
mune o2. Soit X,, = % alors (X7n) 2o, ® : SiVk, X, — B(p) : Ve >0,

neN*
P([|F.—p|>¢€]) < % < ﬁ en notant F,, = % [Convergence en loiJ

@ (Xn)nen £ x lorsque lirf Fx, (z) = Fx (z) en tout point ot Fx est C°.
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lim P(la<X,<b)=P £ X & W eN,

®© n—-4oo
X, () C X(Q) et Vk € N,

T|®:
P([X = mk]). TCL @@ : Soit

(a<X<b nEN

lirf P(X,=a]) =

(Xn)pen-iid alors (S}), o= £, NouN — N(0,1)ou S, = > Xp, et Sk = %(?)
k=1 "
Alors nEIEooP ([Sp<a]) = [ \/%e’tzmdt. Le TCL existe aussi en version moyenne.

®©: Va € R, (X,) o= (X,) P [Approximations] (hyper par
bin) Vk € N, Xy, — H (Ng,n,p) ot n € N et p € ]0,1] fixés. Supposons que Vk € N,
pNi et N (1—p) € N et klir+n Ny = +oo alors (Xi),cy £ X ou X — B (n,p)

(condition : N > 10n). (bin par Pois) Vn € N, X,, — B(n,p,) avec liT npn, = A,

A >0, alors (X,),cn £ X ou X — P (M) (condition : n > 30,p <0,1). (bin par

norm) Vn € N*, X,, — B(p), ainsi S, = > Xj — B(n,p). Alors (5),cn- = N
k=1

Sy—np
np(1—p)
(Pois par norm) Vn € N, X,, — B(n,p,) avec lim np, = A, A > 0, alors

ou N — N (0,1) avec ¥n € N*, S* = (condition : m > 30,np > 5 et ng > 5).

Xo)pen = X ot X < P (A) (condition : A > 15) .

ESTIMATIONS '
[Estlmatlon ponctuelle] @ Soit (X1, Xa,...,X,) un n—éch

d’une var X iid, on appelle statistique ou estimateur toute suite de variables (7,,), ou
Vn, T, = ¢, (Xl,Xg, ..., X,), fonction de Xl,Xg, ..., X,. Cest une variable aléatoire.

(Moyenne emplrlque] @@@ X,=1 Z X} ot le n— éch est tq Vk, E (Xi) = p in-

connue. @@ (Xn) =pet V (X, —"—@ Vk € [1,n], X — N (p,0?) =
X, %/\/‘(u, n) ®© : Vk € [1,n], Xi & N (u,0?) voire de loi commune ?? :>ant>

N (u, %) par le TCL pour n grand. [Fréquence empiriquej @ ®©:F, = % > X
k=1

ot le n— éch est tq X — B(p) ou p est inconnu. ) =pet V(F,) = 2.
®:X, =N (p, 22) par le TCL pour n grand, np > 5 et nq > 5. (Varlance empirique)

n —
@ ®O©: S22 = 1% (X;C—Xn)2 ou le n— éch est tq Vk, E(Xy) =
k=1
V(Xk):cr2inconnue.@@:S,QL:%ZX,f— 2@@:E
k=1

@ (T%),, est convergent ou consistant pour @ lorsque (71},),, Lo @ Biais d’un esti-
mateur par rapport & 6 : B (T,,,0) = E(T,, — 0). Si B(T,,0) =0, on dit que 'estimateur

m connue et

53) = (351) 02
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est sans bias. Si liIJIrl B (T,,0) = 0, on dit que 'estimateur est asymptotiquement sans
n—-+oo

bias. ®@© : Si B(T,,0) = 0 soit si nEr-sr-looB (Th,0) =0 et nll}r_{looV (T,,) = 0 alors

(T},) est convergent. Estimateurs de paramétres usuelles sans biais et cv :

(X7n) P, w, (F) £ D, ( T Sfl) P, 52 @ On appelle erreur quadratique de 75,

n—1

par rapport a 6 (ou risque quadratique de T,,) EQ (T,,6) = FE ((Tn - 0)2> . ®© :
EQ(T,,0) = V(T) + (B(T,,0)°. [T ®©: lim EQ(T,.0) = 0 = (Tn), - 0.
(Estimation par IC] @ L’intervalle aléatoire [U,, V,] est un intervalle de confiance de
0 au niveau 1 — a si P ([U, <0 <V,]) > 1 — «a (« est appelé le risque). IC, (p) =

[Fn—ﬁ ; EH—% ] ou IC, (p) = [Fn—t L”(ln—Fn) : Fn—l—t\/iF"(ln_F") }

04,/04,/2009

(condition min (nuy, nv,,n (1l —u,),n(l1—wv,)) > 5).

O©@©: ICa(n) =

[ X, - tﬁ ;o Xn + tﬁ (condition n > 30). Si o est inconnu, I’estimer par la réali-

sation de ,/-"55, noté s ce qui donne : IC, (i) = [ X, - tm s Xattos } .

@ Définition

Théoréme

E‘ Propriété (s)

src : sous réserve de convergence

srca : sous réserve de convergence absolue

A 1 B: A et B indépendants

X 1Y : X etY indépendantes
X;L...1X,:Xq,...,X, mutuellement indépendantes
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