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Programmes des classes 

préparatoires aux Grandes Ecoles 

Filière : économique et commerciale 

Option : Scientifique (ECS) 

Discipline : Mathématiques-
Informatique 

Première année 
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• ❘❡❝❤❡$❝❤❡$ ❡% ♠❡%%$❡ ❡♥ (✉✈$❡ ❞❡, ,%$❛%.❣✐❡, ❛❞.1✉❛%❡, ✿  ❛✈♦✐% ❛♥❛❧② ❡% ✉♥ ♣%♦❜❧-♠❡✱

0♠❡11%❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝1✉%❡ ♥♦1❛♠♠❡♥1 5 ♣❛%1✐% ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ✱ ❝❤♦✐ ✐% ❞❡ ❝♦♥❝❡♣1 ❡1 ❞❡ ♦✉1✐❧ ♠❛1❤0♠❛✲

1✐:✉❡ ♣❡%1✐♥❡♥1 ✳

• ▼♦❞.❧✐,❡$ ✿  ❛✈♦✐% ❝♦♥❝❡♣1✉❛❧✐ ❡% ❞❡  ✐1✉❛1✐♦♥ ❝♦♥❝%-1❡ ✭♣❤0♥♦♠-♥❡ ❛❧0❛1♦✐%❡ ♦✉ ❞01❡%♠✐♥✐ 1❡ ✮

❡1 ❧❡ 1%❛❞✉✐%❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡✱ 0❧❛❜♦%❡% ❞❡ ❛❧❣♦%✐1❤♠❡ ✳

• ■♥%❡$♣$.%❡$ ✿ ?1%❡ ❡♥ ♠❡ ✉%❡ ❞✬✐♥1❡%♣%01❡% ❞❡ %0 ✉❧1❛1 ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡ ❞❛♥ ❞❡  ✐1✉❛1✐♦♥ ❝♦♥❝%-1❡ ✱

❛✈♦✐% ✉♥ %❡❣❛%❞ ❝%✐1✐:✉❡  ✉% ❝❡ %0 ✉❧1❛1 ✳

• ❘❛✐,♦♥♥❡$ ❡% ❛$❣✉♠❡♥%❡$ ✿  ❛✈♦✐% ❝♦♥❞✉✐%❡ ✉♥❡ ❞0♠♦♥ 1%❛1✐♦♥✱ ❝♦♥✜%♠❡% ♦✉ ✐♥✜%♠❡% ❞❡ ❝♦♥❥❡❝✲

1✉%❡ ✳

• ▼❛8%$✐,❡$ ❧❡ ❢♦$♠❛❧✐,♠❡ ❡% ❧❡, %❡❝❤♥✐1✉❡, ♠❛%❤.♠❛%✐1✉❡, ✿  ❛✈♦✐% ❡♠♣❧♦②❡% ❧❡  ②♠❜♦❧❡ 

♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡ 5 ❜♦♥ ❡ ❝✐❡♥1✱ ?1%❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡♥❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐-%❡ ♣❡%1✐♥❡♥1❡ ❡1 ❡✣❝❛❝❡✳

❯1✐❧✐ ❡% ❛✈❡❝ ❞✐ ❝❡%♥❡♠❡♥1 ❧✬♦✉1✐❧ ✐♥❢♦%♠❛1✐:✉❡✳

• ❈♦♠♠✉♥✐1✉❡$ ♣❛$ .❝$✐% ❡% ♦$❛❧❡♠❡♥% ✿ ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❧❡ 0♥♦♥❝0 ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡ ✱  ❛✈♦✐% %0❞✐❣❡%

✉♥❡  ♦❧✉1✐♦♥ %✐❣♦✉%❡✉ ❡✱ ♣%0 ❡♥1❡% ✉♥❡ ♣%♦❞✉❝1✐♦♥ ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡✳

✸ ❆"❝❤✐&❡❝&✉"❡ ❞❡* ♣"♦❣"❛♠♠❡*

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %0❢0%❡♥❝❡ 5 ❧✬❡♥1%0❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧✐-%❡ ❊❈ ✈♦✐❡  ❝✐❡♥1✐✜:✉❡ ❡ 1 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡♥ ❡✐❣♥❡♠❡♥1 ♦❜❧✐❣❛1♦✐%❡

❞❡ ❧❛ ❝❧❛  ❡ ❞❡ 1❡%♠✐♥❛❧❡  ❝✐❡♥1✐✜:✉❡✳ ▲❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡  ❡  ✐1✉❡ ❞❛♥ ❧❡ ♣%♦❧♦♥❣❡♠❡♥1 ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❝❧❛  ❡ 

❞❡ ♣%❡♠✐-%❡ ❡1 1❡%♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧✐-%❡ ❙✳

■❧ ❡ 1 ✐♥❞✐ ♣❡♥ ❛❜❧❡ :✉❡ ❝❤❛:✉❡ ❡♥ ❡✐❣♥❛♥1 ❛✐1 ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐  ❛♥❝❡ ❞❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❞✉ ❧②❝0❡✱ ❛✜♥ :✉❡

 ❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♣0❞❛❣♦❣✐:✉❡ ♥❡  ♦✐❡♥1 ♣❛ ❡♥ %✉♣1✉%❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥ ❡✐❣♥❡♠❡♥1 :✉✬❛✉%♦♥1 %❡I✉ ❧❡ 01✉❞✐❛♥1 

❡♥ ❝❧❛  ❡ ❞❡ ♣%❡♠✐-%❡ ❡1 ❞❡ 1❡%♠✐♥❛❧❡✳

▲❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡  ✬♦%❣❛♥✐ ❡ ❛✉1♦✉% ❞❡ :✉❛1%❡ ♣♦✐♥1 ❢♦%1 :✉✐ 1%♦✉✈❡%♦♥1 ❧❡✉% ♣%♦❧♦♥❣❡♠❡♥1 ❞❛♥ ❧❡ 01✉❞❡ 

❢✉1✉%❡ ❞❡ 01✉❞✐❛♥1 ✿

• ▲✬❛❧❣-❜%❡ ❧✐♥0❛✐%❡ ❡ 1 ❛❜♦%❞0❡ ❞✬❛❜♦%❞ ♣❛% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛1%✐❝✐❡❧✱ ♦✉1✐❧ ✐♥❞✐ ♣❡♥ ❛❜❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧✲

1✐❞✐♠❡♥ ✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐ ♣❛% ❧❡ ❡ ♣❛❝❡ ✈❡❝1♦%✐❡❧ ✳ ▲❛ ♣%❛1✐:✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣-❜%❡ ❧✐♥0❛✐%❡ ♣❡%♠❡1 ❞❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡%

❝❤❡③ ❧✬01✉❞✐❛♥1 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐10 ❞✬❛❜ 1%❛❝1✐♦♥✱ ♠❛✐ ❛✉  ✐ ❞❡ %❡♥❢♦%❝❡%  ❛ ❞0♠❛%❝❤❡ ❧♦❣✐:✉❡ ✐♥❞✐ ♣❡♥ ❛❜❧❡

❡♥ ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡ ✳

• ▲✬❛♥❛❧② ❡ ✈✐ ❡ 5 ♠❡11%❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡ ♠01❤♦❞❡ ❝♦✉%❛♥1❡ ❞❡ 1%❛✈❛✐❧  ✉% ❧❡  ✉✐1❡ ❡1 ❧❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❡1

♣❡%♠❡1 ❞❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡% ❧❛ %✐❣✉❡✉%✳ ❖♥  ✬❛11❛❝❤❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥1 5 ❞0✈❡❧♦♣♣❡% ❧✬❛ ♣❡❝1 ♦♣0%❛1♦✐%❡✳ ❖♥

♥✬✐♥ ✐ 1❡ ❞♦♥❝ ♥✐  ✉% ❧❡ :✉❡ 1✐♦♥ 1%♦♣ ✜♥❡ ♦✉  ♣0❝✐❛❧✐ 0❡ ♥✐  ✉% ❧❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✓ ♣❛1❤♦❧♦❣✐:✉❡ ✔✳ ❖♥

0✈✐1❡ ❧❡  ✐1✉❛1✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐ ❛♥1 5 ✉♥❡ 1%♦♣ ❣%❛♥❞❡ 1❡❝❤♥✐❝✐10 ❝❛❧❝✉❧❛1♦✐%❡✳

• ▲❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐10  ✬✐♥ ❝%✐✈❡♥1 ❞❛♥ ❧❛ ❝♦♥1✐♥✉✐10 ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❛1✐♦♥ ✐♥✐1✐0❡ ❞- ❧❛ ❝❧❛  ❡ ❞❡ 1%♦✐ ✐-♠❡

❡1 ♣♦✉% ✉✐✈✐❡ ❥✉ :✉✬❡♥ ❝❧❛  ❡ ❞❡ 1❡%♠✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ❢♦%♠❛❧✐ ♠❡ ❛❜ 1%❛✐1 ✭❛①✐♦♠❛1✐:✉❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦%♦✈✮

❞♦♥♥❡%❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉1✐❧ ❞❡ ♠♦❞0❧✐ ❛1✐♦♥ ❞❡  ✐1✉❛1✐♦♥ ❝♦♥❝%-1❡ ✳

• ▲✬✐♥❢♦%♠❛1✐:✉❡ ❡ 1 ❡♥ ❡✐❣♥0❡ 1♦✉1 ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛♥♥0❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❞✐%❡❝1 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛1❤0✲

♠❛1✐:✉❡ ✳ ❈❡11❡ ♣%❛1✐:✉❡ %0❣✉❧✐-%❡ ♣❡%♠❡11%❛ ❛✉① 01✉❞✐❛♥1 ❞❡ ❝♦♥ 1%✉✐%❡ ♦✉ ❞❡ %❡❝♦♥♥❛P1%❡ ❞❡ 

❛❧❣♦%✐1❤♠❡ %❡❧❡✈❛♥1 ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛  ✐♠✉❧❛1✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐10✱ ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉% 

❛♣♣%♦❝❤0❡ ❡♥ ❛♥❛❧② ❡ ♦✉ ❞✬♦✉1✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛❧❣-❜%❡ ❧✐♥0❛✐%❡✳

■❧ ❡ 1 ✐♠♣♦%1❛♥1 ❞❡ ♠❡11%❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉% ❧✬✐♥1❡%❛❝1✐♦♥ ❡♥1%❡ ❧❡ ❞✐✛0%❡♥1❡ ♣❛%1✐❡ ❞✉ ♣%♦❣%❛♠♠❡✳ ▲❡ 

♣%♦❜❛❜✐❧✐10 ♣❡%♠❡11❡♥1 ❡♥ ♣❛%1✐❝✉❧✐❡% ❞✬✉1✐❧✐ ❡% ❝❡%1❛✐♥ %0 ✉❧1❛1 ❞✬❛♥❛❧② ❡ ✭ ✉✐1❡ ✱  0%✐❡ ✱ ✐♥10❣%❛❧❡ ✳✳✳✮

❡1 ❞✬❛❧❣-❜%❡ ❧✐♥0❛✐%❡ ❡1 ❥✉ 1✐✜❡♥1 ❧✬✐♥1%♦❞✉❝1✐♦♥ ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐%❡ ❡♥ ❡♠❜❧✐ 1❡✳

▲❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛1❤0♠❛1✐:✉❡ ❡ 1 ♦%❣❛♥✐ 0 ❡♥ ❞❡✉①  ❡♠❡ 1%❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡  ❡♥ ✐❜❧❡♠❡♥1 0:✉✐✈❛❧❡♥1✳

❈❡ ❞0❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉①  ❡♠❡ 1%❡ ❞✬❡♥ ❡✐❣♥❡♠❡♥1 ❞♦✐1 ?1%❡ %❡ ♣❡❝10✳ ❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉  ❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛:✉❡  ❡✲

♠❡ 1%❡✱ ❛✉❝✉♥ ♦%❞%❡ ♣❛%1✐❝✉❧✐❡% ♥✬❡ 1 ✐♠♣♦ 0 ❡1 ❝❤❛:✉❡ ♣%♦❢❡  ❡✉% ❝♦♥❞✉✐1 ❡♥ 1♦✉1❡ ❧✐❜❡%10 ❧✬♦%❣❛♥✐ ❛1✐♦♥

❝©▼✐♥✐ 1-%❡ ❞❡ ❧✬❡♥ ❡✐❣♥❡♠❡♥1  ✉♣0%✐❡✉% ❡1 ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤11♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥ ❡✐❣♥❡♠❡♥1 ✉♣✲%❡❝❤❡%❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢%

✹



❞❡ "♦♥ ❡♥"❡✐❣♥❡♠❡♥(✱ ❜✐❡♥ +✉❡ ❧❛ ♣01"❡♥(❛(✐♦♥ ♣❛0 ❜❧♦❝" "♦✐( ❢♦0(❡♠❡♥( ❞1❝♦♥"❡✐❧❧1❡✳

❉❛♥" ❧❡ ❝♦♥(❡♥✉ ❞✉ ♣0❡♠✐❡0 "❡♠❡"(0❡✱ ✜❣✉0❡♥( ❧❡" ♥♦(✐♦♥" ♥1❝❡""❛✐0❡" ❡( ❧❡" ♦❜❥❡(" ❞❡ ❜❛"❡ +✉✐ "❡0✈✐0♦♥(

❞✬❛♣♣✉✐ : ❧❛ "✉✐(❡ ❞✉ ❝♦✉0"✳ ❈❡" 1❧1♠❡♥(" "♦♥( ❛❝❝❡""✐❜❧❡" : (♦✉" ❧❡" 1(✉❞✐❛♥(" +✉❡❧❧❡" +✉❡ "♦✐❡♥( ❧❡"

♣0❛(✐+✉❡" ❛♥(10✐❡✉0❡" ❡( ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ✈❛0✐❛❜❧❡" ❞❡ ❧❡✉0" ❧②❝1❡" ❞✬♦0✐❣✐♥❡✱ ❡( ❧❛ "♣1❝✐❛❧✐(1 +✉✬✐❧" ❛✉0♦♥(

❝❤♦✐"✐❡ ❡♥ ❝❧❛""❡ ❞❡ (❡0♠✐♥❛❧❡✳ ❈❡" ❝♦♥(❡♥✉" ✈♦♥(✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛0(✱ ♣❡0♠❡((0❡ ✉♥❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ♣❧✉" ❛♣♣0♦❢♦♥❞✐❡

❡( 0✐❣♦✉0❡✉"❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣(" ❞1❥: ♣01"❡♥(" ♠❛✐" ♣❡✉ ❡①♣❧✐❝✐(1" ❛✉ ❧②❝1❡✱ ❡( ❞✬❛✉(0❡ ♣❛0(✱ ♠❡((0❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡

❝❡0(❛✐♥❡" ♥♦(✐♦♥" ❡( (❡❝❤♥✐+✉❡" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡( ❞❡ 0❛✐"♦♥♥❡♠❡♥( ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧❡" ♣♦✉0 ❧❛ "✉✐(❡ ❞✉ ❝✉0"✉"✳
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❈♦♠♣❧-♠❡♥$❛✐6❡✳ ◆♦$❛$✐♦♥ A✳ ▲❛ ♥♦$❛$✐♦♥ A ❡#$ M ♣6✐✈✐❧-❣✐❡6✳ ❊♥ ❝❛# ❞✬❛♠❜✐✲

❣✉N$-✱ ♦♥ ✉$✐❧✐#❡6❛ ❧❛ ♥♦$❛$✐♦♥ ∁AE ✳

❯♥✐♦♥✱ ✐♥$❡6#❡❝$✐♦♥✳ ◆♦$❛$✐♦♥#

⋂

✱

⋃

✳

❉✐#$6✐❜✉$✐✈✐$-✳ ▲♦✐# ❞❡ ▼♦6❣❛♥✳

❖♥ ❢❡6❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥$6❡ ❧❡# ♦♣-6❛$✐♦♥# ❡♥#❡♠❜❧✐#$❡#

❡$ ❧❡# ❝♦♥♥❡❝$❡✉6# ❧♦❣✐)✉❡# ✉#✉❡❧#✳

❉-✜♥✐$✐♦♥ ❞✉ ♣6♦❞✉✐$ ❝❛6$-#✐❡♥ ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡#✳ ❖♥ ✐♥$6♦❞✉✐6❛ ❧❡# ♥♦$❛$✐♦♥# R
2
❡$ R

n
✳

❜✮ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥(

❝©▼✐♥✐#$Q6❡ ❞❡ ❧✬❡♥#❡✐❣♥❡♠❡♥$ #✉♣-6✐❡✉6 ❡$ ❞❡ ❧❛ 6❡❝❤❡6❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤$$♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥#❡✐❣♥❡♠❡♥$#✉♣✲6❡❝❤❡6❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢6

✻



❉!✜♥✐%✐♦♥✳ ❈♦♠♣♦+!❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥+✳

❘❡+%4✐❝%✐♦♥ ❡% ♣4♦❧♦♥❣❡♠❡♥% ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✳ ❈❡+ ❞❡✉① ♥♦%✐♦♥+ ♥❡ +❡4♦♥% ✐♥%4♦❞✉✐%❡+ 7✉❡ ❞❛♥+

❧❡+ ❝♦✉4+ ❞✬❛❧❣8❜4❡ ❧✐♥!❛✐4❡ ❡% ❞✬❛♥❛❧②+❡✳

❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥+ ✐♥❥❡❝%✐✈❡+✱ +✉4❥❡❝%✐✈❡+✱ ❜✐❥❡❝%✐✈❡+✳ ❖♥ ♣♦✉44❛ ❞♦♥♥❡4 ❞❡+ ❡①❡♠♣❧❡+ ✐++✉+ ❞✉ ❝♦✉4+

❞✬❛♥❛❧②+❡✳

■■ ✲ ◆♦♠❜$❡& ❝♦♠♣❧❡①❡& ❡+ ♣♦❧②♥.♠❡&

✶ ✲ ◆♦♠❜%❡' ❝♦♠♣❧❡①❡'

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❧✬,'✉❞❡ ❞❡. ♥♦♠❜1❡. ❝♦♠♣❧❡①❡. ❡.' ❞✬❛❜♦✉'✐1 ❛✉ '❤,♦16♠❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡1'✲●❛✉.. ❡' : ❧❛

❢❛❝'♦1✐.❛'✐♦♥ ❞❛♥. R[X] ❡' C[X] ❞❡ ♣♦❧②♥<♠❡. : ❝♦❡✣❝✐❡♥'. 1,❡❧.✳ ▲❛ ❝♦♥.'1✉❝'✐♦♥ ❞❡ C ❡.' ❤♦1.

♣1♦❣1❛♠♠❡ ❡' ❧❡. ❛❝@✉✐. ❞❡ ❧❛ ❝❧❛..❡ ❞❡ '❡1♠✐♥❛❧❡ .❡1♦♥' ❝♦♠♣❧,',.✳ ❖♥ ,✈✐'❡1❛ '♦✉'❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛'✐♦♥

'1♦♣ '❡❝❤♥✐@✉❡ ❢❛✐.❛♥' ✐♥'❡1✈❡♥✐1 ❧❡. ♥♦♠❜1❡. ❝♦♠♣❧❡①❡.✳ ▲❡. 1,.✉❧'❛'. ❝♦♥❝❡1♥❛♥' ❧❡. 1❛❝✐♥❡. n✲6♠❡. ❞❡

❧✬✉♥✐', ♥❡ .♦♥' ♣❛. ❡①✐❣✐❜❧❡. ❞❡. ,'✉❞✐❛♥'.✳

◆♦%❛%✐♦♥ ❛❧❣!❜4✐7✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜4❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱

♣❛4%✐❡ 4!❡❧❧❡ ❡% ♣❛4%✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐4❡✳

❈♦♥❥✉❣✉! ❞✬✉♥ ♥♦♠❜4❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❖♥ ❞♦♥♥❡4❛ ❧✬✐♥%❡4♣4!%❛%✐♦♥ ❣!♦♠!%4✐7✉❡ ❞✬✉♥

♥♦♠❜4❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

◆♦%❛%✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡✳ ▼♦❞✉❧❡✱ ❛4❣✉♠❡♥%✳

❋♦4♠✉❧❡+ ❞✬❊✉❧❡4 ❡% ❞❡ ▼♦✐✈4❡✳

❇48✈❡ 4!✈✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %4✐❣♦♥♦♠!%4✐❡✳

❋♦4♠✉❧❡+ ❞♦♥♥❛♥% cos(a+ b) ❡% sin(a+ b)✳
▲❡+ 4❛❝✐♥❡+ n✲8♠❡+ ❞❡ ❧✬✉♥✐%! ♣♦✉44♦♥% H%4❡ !%✉✲

❞✐!❡+ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡+ ❞✬✉%✐❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦%❛✲

%✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡✳

✷ ✲ ,♦❧②♥/♠❡'

▲❛ ❝♦♥.'1✉❝'✐♦♥ ❞❡. ♣♦❧②♥<♠❡. ❢♦1♠❡❧. ♥✬❡.' ♣❛. ❛✉ ♣1♦❣1❛♠♠❡✱ ♦♥ ♣♦✉11❛ ✐❞❡♥'✐✜❡1 ♣♦❧②♥<♠❡. ❡'

❢♦♥❝'✐♦♥. ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡.✳ ▲❡. ❞,♠♦♥.'1❛'✐♦♥. ❞❡. 1,.✉❧'❛'. ❞❡ ❝❡ ♣❛1❛❣1❛♣❤❡ ♥❡ .♦♥' ♣❛. ❡①✐❣✐❜❧❡.✳

❊♥+❡♠❜❧❡ K[X] ❞❡+ ♣♦❧②♥J♠❡+ K ❝♦❡✣❝✐❡♥%+
❞❛♥+ K✳

❖♣!4❛%✐♦♥+ ❛❧❣!❜4✐7✉❡+✳

❉❡❣4!✳ M❛4 ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥ ❞❡❣(0) = −∞✳

❊♥+❡♠❜❧❡+ Kn[X] ❞❡+ ♣♦❧②♥J♠❡+ K ❝♦❡✣❝✐❡♥%+
❞❛♥+ K ❞❡ ❞❡❣4! ❛✉ ♣❧✉+ n✳

❉✐✈✐+✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ▼✉❧%✐♣❧❡+ ❡% ❞✐✈✐+❡✉4+✳ ◮

❘❛❝✐♥❡+✱ ♦4❞4❡ ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧✐❝✐%! ❞✬✉♥❡ 4❛❝✐♥❡✳

❈❛4❛❝%!4✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧%✐♣❧✐❝✐%! ♣❛4 ❢❛❝%♦4✐+❛✲

%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ (X − a)✳

❈❛+ ❞✉ %4✐♥J♠❡✳ ◮

❚❤!♦48♠❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡4%✲●❛✉++✳ ❘!+✉❧%❛% ❛❞♠✐+✳

❊①❡♠♣❧❡+ +✐♠♣❧❡+ ❞❡ ❢❛❝%♦4✐+❛%✐♦♥ ❞❛♥+ C[X] ❡%
R[X] ❞❡ ♣♦❧②♥J♠❡+ ❞❡ R[X]✳ ▲❡+ ♠!%❤♦❞❡+ ❞❡✲
✈4♦♥% H%4❡ ✐♥❞✐7✉!❡+✳

■■■ ✲ ❆❧❣1❜$❡ ❧✐♥3❛✐$❡

▲✬♦❜❥❡' ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'1❡ ❡.' ❞❡ ♠❡''1❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬♦✉'✐❧ ✈❡❝'♦1✐❡❧ ❞6. ❧❡ ♣1❡♠✐❡1 .❡♠❡.'1❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❢1♦♥'❡1

1❛♣✐❞❡♠❡♥' ❧❡. ,'✉❞✐❛♥'. ❛✉① ♥♦'✐♦♥. ,'✉❞✐,❡. ❞❛♥. ❧❡ ❝♦✉1. ❞✬❛❧❣6❜1❡ ❧✐♥,❛✐1❡✳

❝©▼✐♥✐+%84❡ ❞❡ ❧✬❡♥+❡✐❣♥❡♠❡♥% +✉♣!4✐❡✉4 ❡% ❞❡ ❧❛ 4❡❝❤❡4❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤%%♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥+❡✐❣♥❡♠❡♥%+✉♣✲4❡❝❤❡4❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢4

✼



❉❛♥# ✉♥ ♣&❡♠✐❡& *❡♠♣#✱ ♦♥ ♣&-#❡♥*❡&❛ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♠❛*&✐❝❡# ❡* ❧✬♦♥ ❢❛♠✐❧✐❛&✐#❡&❛ ❧❡# -*✉❞✐❛♥*# 3 ❧❛

♠❛♥✐♣✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ♦❜❥❡*# ❛✈❛♥* ❞✬❡♥ ❛❜♦&❞❡& ❧❡# ❛#♣❡❝*# ✈❡❝*♦&✐❡❧#✳

▲✬-*✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐*&❡ ♣♦✉&&❛ :*&❡ ♠❡♥-❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦&✐*❤♠✐<✉❡ ❡♥ ❝❡ <✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

♠❛*&✐❝✐❡❧✳ ◮

✶ ✲ ❈❛❧❝✉❧ ♠❛'(✐❝✐❡❧

❛✮ ▼❛'(✐❝❡, (❡❝'❛♥❣✉❧❛✐(❡,

❊♥%❡♠❜❧❡Mn,p(K) ❞❡% ♠❛+,✐❝❡% / n ❧✐❣♥❡% ❡+ p

❝♦❧♦♥♥❡% / ❝♦❡✣❝✐❡♥+% ❞❛♥% K✳

❖♣6,❛+✐♦♥% ❞❛♥%Mn,p(K)✳ ❆❞❞✐+✐♦♥✱ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♣❛, ✉♥ %❝❛❧❛✐,❡✳ ◮

:,♦❞✉✐+ ♠❛+,✐❝✐❡❧✳ ❖♥ ♣♦✉,,❛ ❢❛✐,❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥+,❡ ❧❡ ♣,♦❞✉✐+ AB ❡+ ❧❡

♣,♦❞✉✐+ ❞❡ A ❛✈❡❝ ❧❡% ❝♦❧♦♥♥❡% ❞❡ B✳ ◮

❚,❛♥%♣♦%6❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛+,✐❝❡✳

❚,❛♥%♣♦%✐+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣,♦❞✉✐+✳

◆♦+❛+✐♦♥

tA✳

❜✮ ❈❛, ❞❡, ♠❛'(✐❝❡, ❝❛((0❡,

❊♥%❡♠❜❧❡ Mn(K) ❞❡% ♠❛+,✐❝❡% ❝❛,,6❡% ❞✬♦,❞,❡

n / ❝♦❡✣❝✐❡♥+% ❞❛♥% K✳

▼❛+,✐❝❡% +,✐❛♥❣✉❧❛✐,❡%✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡%✱ %②♠6+,✐B✉❡%✱

❛♥+✐%②♠6+,✐B✉❡%✳

▼❛+,✐❝❡% ✐♥✈❡,%✐❜❧❡%✱ ✐♥✈❡,%❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛+,✐❝❡✳

❊♥%❡♠❜❧❡ GLn(K)✳
❖♥ ❛❞♠❡++,❛ B✉❡ ♣♦✉, ✉♥❡ ♠❛+,✐❝❡ ❝❛,,6❡✱ ✉♥

✐♥✈❡,%❡ / ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ / ❞,♦✐+❡ ❡%+ ❧✬✐♥✈❡,%❡✳

■♥✈❡,%❡ ❞✬✉♥ ♣,♦❞✉✐+✳ ❚,❛♥%♣♦%✐+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡,%❡✳

❋♦,♠✉❧❡ ❞♦♥♥❛♥+ ❧✬✐♥✈❡,%❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛+,✐❝❡ ❝❛,,6❡

❞✬♦,❞,❡ 2✳

✷ ✲ ❙②,'3♠❡, ❧✐♥0❛✐(❡,

❚♦✉# ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# #❤%♦-✐/✉❡ ❡0# ❤♦-0 ♣-♦❣-❛♠♠❡✳

❉6✜♥✐+✐♦♥ ❞✬✉♥ %②%+I♠❡ ❧✐♥6❛✐,❡✳

➱❝,✐+✉,❡ ♠❛+,✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ %②%+I♠❡ ❧✐♥6❛✐,❡✳

❙②%+I♠❡ ❤♦♠♦❣I♥❡✳ ❙②%+I♠❡ ❞❡ ❈,❛♠❡,✳

❘6%♦❧✉+✐♦♥ ❞✬✉♥ %②%+I♠❡ ❧✐♥6❛✐,❡ ♣❛, ❧❛ ♠6+❤♦❞❡

❞✉ ♣✐✈♦+ ❞❡ ●❛✉%%✳
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(ln(n)b)✳

❱ ✲ ❋♦♥❝$✐♦♥& '(❡❧❧❡& ❞✬✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ '(❡❧❧❡

❊♥ ❛♥❛❧②%❡✱ ♦♥ )✈✐,❡-❛ ❧❛ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞✬❤②♣♦,❤3%❡% ♠✐♥✐♠❛❧❡%✱ ,❛♥, ❞❛♥% ❧❡% ,❤)♦-3♠❡% 5✉❡ ❞❛♥% ❧❡%

❡①❡-❝✐❝❡% ❡, ♣-♦❜❧3♠❡%✱ ♣-)❢)-❛♥, ❞❡% ♠),❤♦❞❡% ❡✣❝❛❝❡% ♣♦✉- ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❛%%❡③ ❧❛-❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥%

✉%✉❡❧❧❡%✳

>♦✉- ❧❡% -)%✉❧,❛,% ❞✉ ❝♦✉-%✱ ♦♥ %❡ ❧✐♠✐,❡ ❛✉① ❢♦♥❝,✐♦♥% ❞)✜♥✐❡% %✉- ✉♥ ✐♥,❡-✈❛❧❧❡ ❞❡ R✳ ▲❡% ),✉❞✐❛♥,%

❞♦✐✈❡♥, %❛✈♦✐- ),✉❞✐❡- ❧❡% %✐,✉❛,✐♦♥% 5✉✐ %✬② -❛♠3♥❡♥, %✐♠♣❧❡♠❡♥,✳

▲✬❛♥❛❧②%❡ -❡♣♦%❛♥, ❧❛-❣❡♠❡♥, %✉- ❧❛ ♣-❛,✐5✉❡ ❞❡% ✐♥)❣❛❧✐,)%✱ ♦♥ %✬❛%%✉-❡-❛ 5✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡%, ❛❝5✉✐%❡ B

❧✬♦❝❝❛%✐♦♥ ❞✬❡①❡-❝✐❝❡%✳

❆✉❝✉♥❡ ❞)♠♦♥%,-❛,✐♦♥ ♥✬❡%, ❡①✐❣✐❜❧❡ ❞❡% ),✉❞✐❛♥,%✳

✶ ✲ ▲✐♠✐$❡ ❡$ ❝♦♥$✐♥✉✐$* ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥$

❉8✜♥✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐)❡ ❡) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)✐♥✉✐)8 ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥)✳

❯♥✐❝✐)8 ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐)❡✳

▲✐♠✐)❡' A ❞%♦✐)❡ ❡) A ❣❛✉❝❤❡✳

❊①)❡♥'✐♦♥ ❛✉ ❝❛' ♦M f ❡') ❞8✜♥✐❡ '✉% I \ {x0}✳
❊①)❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦)✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐)❡ ❡♥ ±∞ ❡) ❛✉①

❝❛' ❞❡' ❧✐♠✐)❡' ✐♥✜♥✐❡'✳

❖♥ ❛❞♦♣)❡%❛ ❧❛ ❞8✜♥✐)✐♦♥ '✉✐✈❛♥)❡ ✿ f 8)❛♥) ✉♥❡

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞8✜♥✐❡ '✉% I✱ x0 8)❛♥) ✉♥ 8❧8♠❡♥) ❞❡ I

♦✉ ✉♥❡ ❡①)%8♠✐)8 ❞❡ I✱ ❡) ℓ ✉♥ 8❧8♠❡♥) ❞❡ R✱

♦♥ ❞✐) 9✉❡ f ❛❞♠❡) ℓ ♣♦✉% ❧✐♠✐)❡ ❡♥ x0 '✐✱ ♣♦✉%

)♦✉) ♥♦♠❜%❡ ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐')❡ ✉♥ ♥♦♠❜%❡ α > 0 )❡❧

9✉❡ ♣♦✉% )♦✉) 8❧8♠❡♥) x ❞❡ I ∩ [x0−α, x0 +α]✱
|f (x)− ℓ| 6 ε ❀ ❛✐♥'✐✱ ❧♦%'9✉❡ x0 ❛♣♣❛%)✐❡♥) A I✱

f ❡') ❝♦♥)✐♥✉❡ ❡♥ x0✱ '✐♥♦♥ f '❡ ♣%♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡

❢♦♥❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ ❡♥ x0✳

❝©▼✐♥✐')G%❡ ❞❡ ❧✬❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥) '✉♣8%✐❡✉% ❡) ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤))♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥)'✉♣✲%❡❝❤❡%❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢%

✶✵



❖♣"#❛%✐♦♥) ❛❧❣"❜#✐-✉❡) )✉# ❧❡) ❧✐♠✐%❡)✳

❈♦♠♣❛%✐❜✐❧✐%" ❛✈❡❝ ❧❛ #❡❧❛%✐♦♥ ❞✬♦#❞#❡✳

❊①✐)%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐%❡ ♣❛# ❡♥❝❛❞#❡♠❡♥%✳

9#♦❧♦♥❣❡♠❡♥% ♣❛# ❝♦♥%✐♥✉✐%" ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥%✳

❙✐ f ❛❞♠❡% ✉♥❡ ❧✐♠✐%❡ ℓ ❡♥ x0 ❡% )✐ (un) ❡)% ✉♥❡
)✉✐%❡ #"❡❧❧❡ ❞"✜♥✐❡ )✉# I ❡% %❡♥❞❛♥% ✈❡#) x0✱ ❛❧♦#)

(f(un)) %❡♥❞ ✈❡#) ℓ✳

▲❛ ❝❛#❛❝%"#✐)❛%✐♦♥ )"-✉❡♥%✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐%❡ ♥✬❡)%

♣❛) ❛✉ ♣#♦❣#❛♠♠❡✳

▲✐♠✐%❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝♦♠♣♦)"❡✳

✷ ✲ ➱"✉❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡+ ❢♦♥❝"✐♦♥+ ❞✬✉♥❡ ✈❛2✐❛❜❧❡ +✉2 ✉♥ ✐♥"❡2✈❛❧❧❡

❋♦♥❝%✐♦♥) ♣❛✐#❡)✱ ✐♠♣❛✐#❡)✱ ♣"#✐♦❞✐-✉❡)✳

❋♦♥❝%✐♦♥) ♠❛❥♦#"❡)✱ ♠✐♥♦#"❡)✱ ❜♦#♥"❡)✱ ♠♦♥♦✲

%♦♥❡)✳

❚❤"♦#E♠❡ ❞❡ ❧✐♠✐%❡ ♠♦♥♦%♦♥❡✳ ❚♦✉%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♠♦♥♦%♦♥❡ )✉# ]a, b[
✭−∞ 6 a < b 6 +∞✮ ❛❞♠❡% ❞❡) ❧✐♠✐%❡) ✜✲

♥✐❡) H ❞#♦✐%❡ ❡% H ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ %♦✉% ♣♦✐♥% ❞❡ ]a, b[✳
❈♦♠♣♦#%❡♠❡♥% ❡♥ a ❡% b✳

❋♦♥❝%✐♦♥) ❝♦♥%✐♥✉❡) )✉# ✉♥ ✐♥%❡#✈❛❧❧❡✱ ♦♣"#❛%✐♦♥)

❛❧❣"❜#✐-✉❡)✱ ❝♦♠♣♦)✐%✐♦♥✳

❋♦♥❝%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉①✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ❡)% ❝♦♥%✐♥✉❡ ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉①

)✉# ❧❡ )❡❣♠❡♥% [a, b] )✬✐❧ ❡①✐)%❡ ✉♥❡ )✉❜❞✐✈✐)✐♦♥
a0 = a < a1 < · · · < an = b %❡❧❧❡ -✉❡ ❧❡) #❡)%#✐❝✲

%✐♦♥) ❞❡ f H ❝❤❛-✉❡ ✐♥%❡#✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡#% ]ai, ai+1[
❛❞♠❡%%❡♥% ✉♥ ♣#♦❧♦♥❣❡♠❡♥% ❝♦♥%✐♥✉ H ❧✬✐♥%❡#✲

✈❛❧❧❡ ❢❡#♠" [ai, ai+1]✳
❖♥ ❡①❝❧✉% %♦✉%❡ "%✉❞❡ ❛♣♣#♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡) ❢♦♥❝%✐♦♥)

❝♦♥%✐♥✉❡) ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉①✳

❚❤"♦#E♠❡ ❞❡) ✈❛❧❡✉#) ✐♥%❡#♠"❞✐❛✐#❡)✳

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✐♥%❡#✈❛❧❧❡ ✭#❡)♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✉♥ )❡❣✲

♠❡♥%✮ ♣❛# ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❡)% ✉♥ ✐♥%❡#✲

✈❛❧❧❡ ✭#❡)♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✉♥ )❡❣♠❡♥%✮✳

◆♦%❛%✐♦♥) max
[a,b]

f ❡% min
[a,b]

f ✳

❚❤"♦#E♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝%✐♦♥✳ ❚♦✉%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❡% )%#✐❝%❡♠❡♥% ♠♦♥♦✲

%♦♥❡ )✉# ✉♥ ✐♥%❡#✈❛❧❧❡ I ❞"✜♥✐% ✉♥❡ ❜✐❥❡❝%✐♦♥ ❞❡

I )✉# ❧✬✐♥%❡#✈❛❧❧❡ f(I)✳ ❙❛ ❜✐❥❡❝%✐♦♥ #"❝✐♣#♦-✉❡
❡)% ❡❧❧❡✲♠K♠❡ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❡% ❛ ❧❡ ♠K♠❡ )❡♥) ❞❡ ✈❛✲

#✐❛%✐♦♥✳

❖♥ ✉%✐❧✐)❡#❛ ❝❡ #")✉❧%❛% ♣♦✉# ❧✬"%✉❞❡ ❞❡) "-✉❛✲

%✐♦♥) ❞✉ %②♣❡ f(x) = k✳

❊♥ ❧✐❛✐)♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦#✐%❤♠✐-✉❡✱ ♠"%❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐✲

❝❤♦%♦♠✐❡✳ ◮

❘❡♣#")❡♥%❛%✐♦♥ ❣#❛♣❤✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ #"❝✐✲

♣#♦-✉❡✳

✸ ✲ ❉42✐✈❛"✐♦♥

❉"#✐✈"❡) H ❣❛✉❝❤❡ ❡% H ❞#♦✐%❡✳

❉"#✐✈"❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥%✳

■♥%❡#♣#"%❛%✐♦♥ ❣#❛♣❤✐-✉❡✳ ◮

❝©▼✐♥✐)%E#❡ ❞❡ ❧✬❡♥)❡✐❣♥❡♠❡♥% )✉♣"#✐❡✉# ❡% ❞❡ ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤%%♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥)❡✐❣♥❡♠❡♥%)✉♣✲#❡❝❤❡#❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢#
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▲✐♥#❛%✐&# ❞❡ ❧❛ ❞#%✐✈❛&✐♦♥✱ ❞#%✐✈#❡ ❞✬✉♥ ♣%♦❞✉✐&✱

❞#%✐✈#❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦2#❡✳ ❊①❡♠♣❧❡2✳

❋♦♥❝&✐♦♥2 ❞#%✐✈❛❜❧❡2 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡✱ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞#%✐✈#❡✳

◆♦&❛&✐♦♥ f ′✳

❉#%✐✈#❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥<♠❡✳

❉#%✐✈❛&✐♦♥ ❞❡2 ❢♦♥❝&✐♦♥2 %#❝✐♣%♦=✉❡2✳

❚❤#♦%@♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡✳

➱❣❛❧✐&# ❡& ✐♥#❣❛❧✐&#2 ❞❡2 ❛❝❝%♦✐22❡♠❡♥&2 ✜♥✐2✳ ✭✶✮ ❙✐ m 6 f ′ 6 M 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡ I✱ ❛❧♦%2 ✿

∀(a, b) ∈ I2✱ a 6 b✱

m(b− a) 6 f(b)− f(a) 6 M(b− a).
✭✷✮ ❙✐ |f ′| 6 k 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡ I✱ ❛❧♦%2 ✿

∀(a, b) ∈ I2, |f(b)− f(a)| 6 k|b− a|.
❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ 2✉% ❞❡2 ❡①❡♠♣❧❡2✱ L ❧✬#&✉❞❡ ❞❡

2✉✐&❡2 %#❝✉%%❡♥&❡2 ❞✉ &②♣❡ ✿ un+1 = f(un)✳ ❚♦✉&
❡①♣♦2# &❤#♦%✐=✉❡ 2✉% ❧❡2 2✉✐&❡2 %#❝✉%%❡♥&❡2 ❣#♥#✲

%❛❧❡2 ❡2& ❡①❝❧✉✳ ◮

❈❛%❛❝&#%✐2❛&✐♦♥ ❞❡2 ❢♦♥❝&✐♦♥2 ❝♦♥2&❛♥&❡2 ❡& ♠♦✲

♥♦&♦♥❡2 ♣❛% ❧✬#&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞#%✐✈#❡✳

❙✐ f ❡2& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞#%✐✈❛❜❧❡ 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡

I ❡& 2✐ f ′ > 0 2✉% I✱ f ′ ♥❡ 2✬❛♥♥✉❧❛♥& =✉✬❡♥ ✉♥
♥♦♠❜%❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥&2✱ ❛❧♦%2 f ❡2& 2&%✐❝&❡♠❡♥&

❝%♦✐22❛♥&❡ 2✉% I✳
❉#✜♥✐&✐♦♥ ❡& ❞#%✐✈❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Arctan✳ ▲✬#&✉❞❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ 2❡ ❧✐♠✐&❡%❛ 2&%✐❝&❡♠❡♥&

L ❝❡2 ❞❡✉① ♣♦✐♥&2✳

✹ ✲ ■♥#$❣&❛#✐♦♥ *✉& ✉♥ *❡❣♠❡♥#

▲❛ ❝♦♥%&'✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥&.❣'❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡%& ❤♦'% ♣'♦❣'❛♠♠❡✳

P%✐♠✐&✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✲

✈❛❧❧❡✳

❚♦✉&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡ ❛❞♠❡&

✉♥❡ ♣%✐♠✐&✐✈❡ 2✉% ❝❡& ✐♥&❡%✈❛❧❧❡✳

❘#2✉❧&❛& ❛❞♠✐2✳

■♥&#❣%❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ 2✉% ✉♥ 2❡❣✲

♠❡♥&✳

❘❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛2❧❡2✳

❙✐ f ❡2& ❝♦♥&✐♥✉❡ 2✉% ✉♥ ✐♥&❡%✈❛❧❧❡ I✱ ♣♦✉% &♦✉&

(a, b) ∈ I2✱ ♦♥ ❞#✜♥✐& ❧✬✐♥&#❣%❛❧❡ ❞❡ f ❞❡ a L b

♣❛% ✿

∫ b

a

f(t) ❞t = F (b)− F (a)✱

♦R F ❡2& ✉♥❡ ♣%✐♠✐&✐✈❡ ❞❡ f 2✉% I✳ ❈❡&&❡ ❞#✜♥✐✲

&✐♦♥ ❡2& ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥&❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣%✐♠✐&✐✈❡

F ❞❡ f 2✉% I✳

■♥&#❣%❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ ♣❛% ♠♦%❝❡❛✉①

2✉% ✉♥ 2❡❣♠❡♥&✳

▲✐♥#❛%✐&#✱ %❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛2❧❡2✱ ♣♦2✐&✐✈✐&# ❡& ❝%♦✐2✲

2❛♥❝❡✳ ❈❛2 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡✱ ♣♦2✐&✐✈❡ 2✉%

[a, b] ❡& ❞✬✐♥&#❣%❛❧❡ ♥✉❧❧❡✳

❙✐ f ❡2& ❝♦♥&✐♥✉❡ 2✉% [a, b] ❡& a 6 b✱
∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

a

|f(t)|dt.

■♥&#❣%❛&✐♦♥ ♣❛% ♣❛%&✐❡2✳

❈❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡✳ ▲❡2 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥&2 ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡2 ❞❡✈%♦♥&

T&%❡ ✐♥❞✐=✉#2 ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛&2✳

❝©▼✐♥✐2&@%❡ ❞❡ ❧✬❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥& 2✉♣#%✐❡✉% ❡& ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤&&♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥&2✉♣✲%❡❝❤❡%❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢%

✶✷



❙♦♠♠❡$ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ * ♣❛$ ❝♦♥$-❛♥-✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞❡$ $♦♠♠❡$ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♥❡ $❡1❛

❞3♠♦♥-13❡ 4✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡

❝❧❛$$❡ C1✳
■♥-❡1♣13-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥-3❣1❛❧❡ ❡♥ -❡1♠❡$ ❞✬❛✐1❡✳

◮

❱■ ✲  !♦❜❛❜✐❧✐'() )✉! ✉♥ ✉♥✐✈❡!) ✜♥✐

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡''❡ ♣,❡♠✐.,❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❡1' ❞❡ ♠❡'',❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❝❛❞,❡ 1✐♠♣❧✐✜6 ♠❛✐1 ❢♦,♠❛❧✐16 ❞❛♥1

❧❡7✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐11❡ ♠❡♥❡, ❞❡1 ❝❛❧❝✉❧1 ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'61 1❛♥1 ❞✐✣❝✉❧'6 '❤6♦,✐7✉❡ ♠❛❥❡✉,❡✳

❉❛♥1 ❧❛ ❝♦♥'✐♥✉✐'6 ❞✉ ♣,♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ '❡,♠✐♥❛❧❡✱ ❧✬6'✉❞❡ ♣,6❛❧❛❜❧❡ ❞✉ ❝❛1 ✜♥✐ ♣❡,♠❡'',❛ ❞❡ ❝♦♥1♦❧✐❞❡,

❧❡1 ❛❝7✉✐1 ❡' ❞❡ ♠❡'',❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❞❛♥1 ❞❡1 1✐'✉❛'✐♦♥1 1✐♠♣❧❡1✱ ❧❡1 ❝♦♥❝❡♣'1 ♣,♦❜❛❜✐❧✐1'❡1 ❞❡ ❜❛1❡✱ ❡♥ ♥❡

❢❛✐1❛♥' ❛♣♣❡❧ 7✉✬❛✉① ♦♣6,❛'✐♦♥1 ❧♦❣✐7✉❡1 ❡' ❛,✐'❤♠6'✐7✉❡1 6❧6♠❡♥'❛✐,❡1✳ ❈✬❡1' ♣♦✉,7✉♦✐✱ ♣♦✉, ❧❡ ♣,❡♠✐❡,

1❡♠❡1',❡✱ ♦♥ 1❡ ,❡1',❡✐♥❞,❛ ? ✉♥ ✉♥✐✈❡,1 Ω ✜♥✐✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ',✐❜✉ P(Ω)✳

❖♥ 6✈✐'❡,❛ ♣♦✉, ❝❡''❡ ♣,❡♠✐.,❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ✉♥ ✉1❛❣❡ ❛✈❛♥❝6 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐,❡✱ ❡' ❧✬♦♥ 1✬❛''❛❝❤❡,❛ ?

✉'✐❧✐1❡, ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐,❡ ❣6♥6,❛❧ ❞❡1 ♣,♦❜❛❜✐❧✐'61✳

✶ ✲ ●"♥"$❛❧✐(")

❛✮ ❖❜)❡$✈❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣"$✐❡♥❝❡ ❛❧"❛(♦✐$❡ ✲ ➱✈"♥❡♠❡♥()

❊①♣31✐❡♥❝❡ ❛❧3❛-♦✐1❡✳

❯♥✐✈❡1$ Ω ❞❡$ 13$✉❧-❛-$ ♦❜$❡1✈❛❜❧❡$✱ 3✈3♥❡✲

♠❡♥-$✳ ❖♣31❛-✐♦♥$ $✉1 ❧❡$ 3✈3♥❡♠❡♥-$✱ 3✈3♥❡✲

♠❡♥-$ ✐♥❝♦♠♣❛-✐❜❧❡$✳

❖♥ ❞3❣❛❣❡1❛ ❝❡$ ❝♦♥❝❡♣-$ * ♣❛1-✐1 ❞❡ ❧✬3-✉❞❡ ❞❡

4✉❡❧4✉❡$ $✐-✉❛-✐♦♥$ $✐♠♣❧❡$✳

❖♥ ❢❡1❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥-1❡ ❝❡$ ♦♣31❛-✐♦♥$ ❡- ❧❡$ ❝♦♥♥❡❝✲

-❡✉1$ ❧♦❣✐4✉❡$✳

❙②$-D♠❡ ❝♦♠♣❧❡- ❞✬3✈3♥❡♠❡♥-$ ✜♥✐✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ai)i∈I ✱ ♦F I ❡$- ✉♥ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡

✜♥✐ ❞❡ N✱ ❡$- ✉♥ $②$-D♠❡ ❝♦♠♣❧❡- $✐ ❡❧❧❡ ✈31✐✜❡

❧❡$ ❝♦♥❞✐-✐♦♥$ ❞❡✉① $✉✐✈❛♥-❡$ ✿

• Ai ∩Aj = ∅
•
⋃

i∈I

Ai = Ω✳

❜✮ 7$♦❜❛❜✐❧✐("

❉3✜♥✐-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-3 $✉1 P(Ω)✳ ❯♥❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-3 $✉1 P(Ω) ❡$- ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❛❞✲
❞✐-✐✈❡ P * ✈❛❧❡✉1$ ❞❛♥$ [0, 1] ❡- ✈31✐✜❛♥- P (Ω) =
1✳
❈❛$ ❞❡ ❧✬34✉✐♣1♦❜❛❜✐❧✐-3✳

◆♦-✐♦♥ ❞✬❡$♣❛❝❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐$3✳ ▲♦1$ ❞✉ ♣1❡♠✐❡1 $❡♠❡$-1❡✱ ♦♥ $❡ 1❡$-1❡✐♥❞1❛ * ❧❛

-1✐❜✉ P(Ω)✳

❋♦1♠✉❧❡ ❞❡ L♦✐♥❝❛13 ♦✉ ❞✉ ❝1✐❜❧❡ ♣♦✉1 ❞❡✉① ❡-

-1♦✐$ 3✈3♥❡♠❡♥-$✳

❝✮ 7$♦❜❛❜✐❧✐(" ❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡

L1♦❜❛❜✐❧✐-3 ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦-❛-✐♦♥ PA✳ PA ❡$- ✉♥❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-3✳

(Ω,P(Ω), PA) ❡$- ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐$3✳

❝©▼✐♥✐$-D1❡ ❞❡ ❧✬❡♥$❡✐❣♥❡♠❡♥- $✉♣31✐❡✉1 ❡- ❞❡ ❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤--♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥$❡✐❣♥❡♠❡♥-$✉♣✲1❡❝❤❡1❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢1

✶✸



❋♦"♠✉❧❡ ❞❡( ♣"♦❜❛❜✐❧✐-.( ❝♦♠♣♦(.❡(✳ • ❙✐ P (A) 6= 0✱ P (A ∩B) = P (A)PA(B)✳
• ❙✐ P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1) 6= 0 ❛❧♦"( ✿

P

(

n
⋂

i=1
Ai

)

= P (A1)PA1
(A2) . . . PA1∩A2∩...∩An−1

(An)✳

❋♦"♠✉❧❡ ❞❡( ♣"♦❜❛❜✐❧✐-.( -♦-❛❧❡(✳ ❙✐ (Ai)i∈I ❡(- ✉♥ (②(-6♠❡ ❝♦♠♣❧❡- ✜♥✐✱ ❛❧♦"( ♣♦✉"
-♦✉- .✈.♥❡♠❡♥- B ♦♥ ❛ ✿

P (B) =
∑

i∈I

P (B ∩Ai)✳

❋♦"♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡(✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡"❛ ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉① ❡①❡♠♣❧❡( ❞✬✉-✐❧✐(❛-✐♦♥

❞❡ ❝❡( ❢♦"♠✉❧❡(✳

❞✮ ■♥❞#♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-#

■♥❞.♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① .✈.♥❡♠❡♥-(✳ ❙✐ P (A) 6= 0✱ A ❡- B (♦♥- ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥-( (✐ ❡-

(❡✉❧❡♠❡♥- (✐ PA(B) = P (B)✳
❖♥ "❡♠❛"@✉❡"❛ @✉❡ ❧❛ ♥♦-✐♦♥ ❞✬✐♥❞.♣❡♥❞❛♥❝❡

❡(- "❡❧❛-✐✈❡ A ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐-.✳

■♥❞.♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉-✉❡❧❧❡ ❞❡ n .✈.♥❡♠❡♥-(✳

❙✐ n .✈.♥❡♠❡♥-( A1✱ ✳✳✳✱ An (♦♥- ♠✉-✉❡❧❧❡♠❡♥-

✐♥❞.♣❡♥❞❛♥-(✱ ✐❧ ❡♥ ❡(- ❞❡ ♠B♠❡ ♣♦✉" ❧❡( .✈.♥❡✲

♠❡♥-( Bi✱ ❛✈❡❝ Bi = Ai ♦✉ Ai✳

✷ ✲ ❱❛(✐❛❜❧❡0 ❛❧#❛-♦✐(❡0 (#❡❧❧❡0

❖♥ ✐♥#$♦❞✉✐# ❞❛♥) ❝❡##❡ )❡❝#✐♦♥ ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❧/❛#♦✐$❡ $/❡❧❧❡ ❞/✜♥✐❡ )✉$ ✉♥ ✉♥✐✈❡$) ✜♥✐✳ ▲❡)

✈❛$✐❛❜❧❡) ❛❧/❛#♦✐$❡) )♦♥# ❛❧♦$) 3 ✈❛❧❡✉$) ❞❛♥) ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❝❡ 6✉✐ )✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❞/♠♦♥)#$❛#✐♦♥ ❞❡)

❢♦$♠✉❧❡)✳

❯♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡ ".❡❧❧❡ (✉" (Ω,P(Ω)) ❡(-
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞❡ Ω ❞❛♥( R✳

❖♥ ❛❞♦♣-❡"❛ ❧❡( ♥♦-❛-✐♦♥( ❤❛❜✐-✉❡❧❧❡( -❡❧❧❡( @✉❡

[X ∈ I]✱ [X = x]✱ [X 6 x]✱ ❡-❝✳

❙②(-6♠❡ ❝♦♠♣❧❡- ❛((♦❝✐. A ✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛✲

-♦✐"❡✳

❋♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ".♣❛"-✐-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡

X✳

FX(x) = P (X 6 x)✳

▲♦✐ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐-. ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡ ".❡❧❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ".♣❛"-✐-✐♦♥ ❝❛"❛❝-."✐(❡ ❧❛ ❧♦✐

❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡✳

❱❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡ Y = g(X)✱ ♦I g ❡(- ❞.✜♥✐❡

(✉" X(Ω)✳ ➱-✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Y = g(X)✳
❖♥ (❡ ❧✐♠✐-❡"❛ A ❞❡( ❝❛( (✐♠♣❧❡(✱ -❡❧( @✉❡

g(x) = ax+ b✱ g(x) = x2✱ ✳ ✳ ✳

❊(♣."❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡✳ E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP (X = x)✳

❚❤.♦"6♠❡ ❞❡ -"❛♥(❢❡"-✳ E(g(X)) =
∑

x∈X(Ω)

g(x)P (X = x)✳ ❚❤.♦"6♠❡

❛❞♠✐(✳

E(aX + b) = aE(X) + b✳

❱❛"✐❛♥❝❡ ❡- .❝❛"-✲-②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡✳

❈❛( ♣❛"-✐❝✉❧✐❡" ♦I V (X) = 0✳
◆♦-❛-✐♦♥( V (X) ❡- σ(X)✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛♥❝❡✳

V (aX + b) = a2V (X)✳
❋♦"♠✉❧❡ ❞❡ ❑♦❡♥✐❣✲❍✉②❣❡♥( ✿

V (X) = E(X2)− (E(X))2✳

❱❛"✐❛❜❧❡( ❝❡♥-".❡(✱ ❝❡♥-".❡( ".❞✉✐-❡(✳ ◆♦-❛-✐♦♥ X∗
♣♦✉" ❧❛ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐"❡ ❝❡♥-".❡

".❞✉✐-❡ ❛((♦❝✐.❡ A X✳

❝©▼✐♥✐(-6"❡ ❞❡ ❧✬❡♥(❡✐❣♥❡♠❡♥- (✉♣."✐❡✉" ❡- ❞❡ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤--♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥(❡✐❣♥❡♠❡♥-(✉♣✲"❡❝❤❡"❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢"
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✸ ✲ ▲♦✐$ ✉$✉❡❧❧❡$

❱❛#✐❛❜❧❡ ❛❧(❛)♦✐#❡ ❝❡#)❛✐♥❡✳

▲♦✐ ❞❡ ❇❡#♥♦✉❧❧✐✱ ❡3♣(#❛♥❝❡ ❡) ✈❛#✐❛♥❝❡✳ ◆♦)❛)✐♦♥ X →֒ B(p)✳ ❱❛#✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛)#✐❝❡ ❞✬✉♥

(✈(♥❡♠❡♥)✳ ◆♦)❛)✐♦♥ 1A✳

▲♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦)❛)✐♦♥ X →֒ B(n, p)✳

❈♦❡✣❝✐❡♥)3 ❜✐♥♦♠✐❛✉①✱ ♥♦)❛)✐♦♥

(

n

p

)

✳

❋♦#♠✉❧❡ ❞✉ )#✐❛♥❣❧❡ ❞❡ >❛3❝❛❧✳

❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣#♦❣#❛♠♠❡ ❞❡ )❡#♠✐♥❛❧❡✱ ❧❡

♥♦♠❜#❡

(

n

p

)

3❡#❛ ✐♥)#♦❞✉✐) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡

❞❡ ❝❤❡♠✐♥3 #(❛❧✐3❛♥) p 3✉❝❝A3 ♣♦✉# n #(♣()✐)✐♦♥3

❞❛♥3 ✉♥ ❛#❜#❡ ❜✐♥❛✐#❡✳ ◮

❋♦#♠✉❧❡3

(

n

p

)

=
n!

p!(n− p)!
✳

(

n

p

)

=

(

n

n− p

)

❡)

(

n

p

)

=
n

p

(

n− 1

p− 1

)

✳

❋♦#♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥B♠❡ ❞❡ ◆❡✇)♦♥ ❞♦♥♥❛♥) (a+b)n✳ ▲♦#3D✉❡ a ❡) b 3♦♥) 3)#✐❝)❡♠❡♥) ♣♦3✐)✐❢3✱ ♦♥

♣♦✉##❛ ❢❛✐#❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ B(n, a
a+b

)✳ ◮

❊3♣(#❛♥❝❡ ❡) ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ❜✐✲

♥♦♠✐❛❧❡✳

▲♦✐ ✉♥✐❢♦#♠❡ 3✉# [[1, n]]✱ ❡3♣(#❛♥❝❡✱ ✈❛#✐❛♥❝❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥✱ H ❧✬()✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦#♠❡ 3✉#

[[a, b]]✱ ♦I (a, b) ∈ Z
2
✳ ◆♦)❛)✐♦♥ X →֒ U([[a, b]])✳

◮

✹ ✲ ❈♦♠♣❧+♠❡♥-$ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛-♦✐2❡

❉(♥♦♠❜#❡♠❡♥) ❞❡3 ❡♥3❡♠❜❧❡3 3✉✐✈❛♥)3 ✿

• ♣❛#)✐❡3 ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ H n (❧(♠❡♥)3 ❀

• ♣❛#)✐❡3 H p (❧(♠❡♥)3 ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ H n (❧(✲

♠❡♥)3 ❀

• p✲❧✐3)❡3 ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ H n (❧(♠❡♥)3 ❀

• p✲❧✐3)❡3 ❞✬(❧(♠❡♥)3 ❞✐3)✐♥❝)3 ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ H

n (❧(♠❡♥)3 ❀

• ♣❡#♠✉)❛)✐♦♥3 ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ H n (❧(♠❡♥)3✳

❖♥ ❢❡#❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥)#❡ ❧❡3 ♣❛#)✐❡3 H p (❧(♠❡♥)3 ❞✬✉♥

❡♥3❡♠❜❧❡ H n (❧(♠❡♥)3 ❡) ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥3

❞✬✉♥ ❛#❜#❡ #(❛❧✐3❛♥) p 3✉❝❝A3 ♣♦✉# n #(♣()✐)✐♦♥3✳

❖♥ ♣♦✉##❛ ✉)✐❧✐3❡# ❧❛ #❡♣#(3❡♥)❛)✐♦♥ ❛#❜♦#❡3✲

❝❡♥)❡ ❞✬✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡ p✲❧✐3)❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♣#♦✲

❜❧A♠❡3 ❞❡ ❞(♥♦♠❜#❡♠❡♥)✳

❊♥"❡✐❣♥❡♠❡♥' ❞❡ ♠❛'❤+♠❛'✐,✉❡" ❞✉ "❡❝♦♥❞ "❡♠❡"'0❡

■ ✲ ❆❧❣#❜%❡ ❧✐♥)❛✐%❡

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'.❡ ❡/' ❞✬❛♣♣.♦❢♦♥❞✐. ❡' ❝♦♠♣❧3'❡. ❧❡/ ♥♦'✐♦♥/ ✈✉❡/ ❛✉ ♣.❡♠✐❡. /❡♠❡/'.❡✳

✶ ✲ ❊$♣❛❝❡$ ✈❡❝-♦2✐❡❧$ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ✜♥✐❡

❊3♣❛❝❡3 ❛❞♠❡))❛♥) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣(♥(#❛)#✐❝❡ ✜♥✐❡✳

❊①✐3)❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛3❡3✳

❙✐ L ❡3) ❧✐❜#❡ ❡) 3✐ G ❡3) ❣(♥(#❛)#✐❝❡✱ ❧❡ ❝❛#❞✐♥❛❧

❞❡ L ❡3) ✐♥❢(#✐❡✉# ♦✉ (❣❛❧ ❛✉ ❝❛#❞✐♥❛❧ ❞❡ G✳

❝©▼✐♥✐3)A#❡ ❞❡ ❧✬❡♥3❡✐❣♥❡♠❡♥) 3✉♣(#✐❡✉# ❡) ❞❡ ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤))♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥3❡✐❣♥❡♠❡♥)3✉♣✲#❡❝❤❡#❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢#
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❉✐♠❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧✳ ◆♦.❛.✐♦♥ dim(E)✳

❈❛/❛❝.4/✐%❛.✐♦♥ ❞❡% ❜❛%❡%✳ ❉❛♥% ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ n✱ ✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❧✐❜/❡ ♦✉ ❣4♥4/❛./✐❝❡ ❞❡ ❝❛/❞✐♥❛❧ n ❡%. ✉♥❡

❜❛%❡✳

❘❛♥❣ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ✈❡❝.❡✉/%✳

❚❤4♦/=♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛%❡ ✐♥❝♦♠♣❧=.❡✳

❉✐♠❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥ %♦✉%✲❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧✳ ❙✐ F ❡%. ✉♥ %♦✉%✲❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ ❞❡ E ❡. %✐

dim(F ) = dim(E)✱ ❛❧♦/% F = E✳

✷ ✲ ❈♦♠♣❧&♠❡♥)* *✉, ❧❡* ❡*♣❛❝❡* ✈❡❝)♦,✐❡❧*

❙♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① %♦✉%✲❡%♣❛❝❡% ✈❡❝.♦/✐❡❧%✳

❙♦♠♠❡ ❞✐/❡❝.❡ ❞❡ ❞❡✉① %♦✉%✲❡%♣❛❝❡% ✈❡❝.♦/✐❡❧%✳

❙♦✉%✲❡%♣❛❝❡% ✈❡❝.♦/✐❡❧% %✉♣♣❧4♠❡♥.❛✐/❡%✳

❙♦♠♠❡ ❡. %♦♠♠❡ ❞✐/❡❝.❡ ❞❡ k %♦✉%✲❡%♣❛❝❡% ✈❡❝✲

.♦/✐❡❧%✳

❚♦✉. ✈❡❝.❡✉/ ❞❡ ❧❛ %♦♠♠❡ %❡ ❞4❝♦♠♣♦%❡ ❞❡ ♠❛✲

♥✐=/❡ ✉♥✐B✉❡✳

❊①✐%.❡♥❝❡ ❞✬✉♥ %✉♣♣❧4♠❡♥.❛✐/❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✜✲

♥✐❡✳

❉✐♠❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① %♦✉% ❡%♣❛❝❡%

✈❡❝.♦/✐❡❧% ❞✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✜✲

♥✐❡✳

❉✐♠❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥ %✉♣♣❧4♠❡♥.❛✐/❡✳ ❙✐ F ❡. G %♦♥. %✉♣♣❧4♠❡♥.❛✐/❡%✱

dim(F ) + dim(G) = dim(E)✳
❈❛/❛❝.4/✐%❛.✐♦♥ ❞❡ E = F ⊕G ♣❛/ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥

❡. ❧✬✐♥.❡/%❡❝.✐♦♥ ❞❡ F ❡. G✳
❉✐♠❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♦♠♠❡ ❞✐/❡❝.❡ ❞❡ k ❡%♣❛❝❡%

✈❡❝.♦/✐❡❧%✳

❇❛%❡ ❛❞❛♣.4❡ E ✉♥❡ %♦♠♠❡ ❞✐/❡❝.❡✳

❈♦♥❝❛.4♥❛.✐♦♥ ❞❡ ❜❛%❡% ❞❡ %♦✉% ❡%♣❛❝❡% ✈❡❝.♦✲

/✐❡❧%✳

❈❛/❛❝.4/✐%❛.✐♦♥ ❞❡ %♦♠♠❡% ❞✐/❡❝.❡% ♣❛/ ❝♦♥❝❛✲

.4♥❛.✐♦♥ ❞❡% ❜❛%❡%✳

✸ ✲ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥* ❧✐♥&❛✐,❡*

❛✮ ❈❛* ❣&♥&,❛❧

❉4✜♥✐.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❧✐♥4❛✐/❡ ❞❡ E ❞❛♥%

F ✳ ❊%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ L(E,F ) ❞❡% ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥% ❧✐✲
♥4❛✐/❡% ❞✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ E ❞❛♥% ✉♥ ❡%♣❛❝❡

✈❡❝.♦/✐❡❧ F ✳
❈♦♠♣♦%4❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥% ❧✐♥4❛✐/❡%✳

■%♦♠♦/♣❤✐%♠❡%✳

❯♥ K✲❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ ❡%. ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ n %✐ ❡.

%❡✉❧❡♠❡♥. %✐ ✐❧ ❡%. ✐%♦♠♦/♣❤❡ E K
n
✳

❊♥❞♦♠♦/♣❤✐%♠❡%✱ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝.♦/✐❡❧ L(E) ❞❡% ❡♥✲
❞♦♠♦/♣❤✐%♠❡% ❞❡ E✳

J✉✐%%❛♥❝❡% ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦/♣❤✐%♠❡✳

◆♦②❛✉ ❡. ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❧✐♥4❛✐/❡✳

J/♦❥❡❝.❡✉/% ❛%%♦❝✐4% E ❞❡✉① ❡%♣❛❝❡% %✉♣♣❧4♠❡♥✲

.❛✐/❡%✳

❈❛/❛❝.4/✐%❛.✐♦♥ ❞❡% ♣/♦❥❡❝.❡✉/% ♣❛/ ❧❛ /❡❧❛.✐♦♥

p2 = p✳

❜✮ ❈❛* ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✜♥✐❡

❝©▼✐♥✐%.=/❡ ❞❡ ❧✬❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥. %✉♣4/✐❡✉/ ❡. ❞❡ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤..♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥.%✉♣✲/❡❝❤❡/❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢/

✶✻



❘❛♥❣ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡✳ ❙✐ (e1, . . . , en) ❡2, ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣.♥./❛,/✐❝❡ ❞❡
E ❛❧♦/2 ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (f(e1), . . . , f(en)) ❡♥❣❡♥❞/❡
Im(f)✳
▲✐❡♥ ❡♥,/❡ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡, /.2♦❧✉,✐♦♥ ❞❡

2②2,8♠❡✳ ◮

❋♦/♠✉❧❡ ❞✉ /❛♥❣✳ ❙✐ E ❡, F 2♦♥, ❞❡2 ❡2♣❛❝❡2 ✈❡❝,♦/✐❡❧2✱ E .,❛♥,

❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❡, ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡ u

❞❡ E ❞❛♥2 F ✱

dimE = dim(Ker u) + dim(Im u)✳
❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ > ❧❛ ❝❛/❛❝,./✐2❛,✐♦♥ ❞❡2 ✐2♦♠♦/✲

♣❤✐2♠❡2✳

❋♦/♠❡2 ❧✐♥.❛✐/❡2 ❡, ❤②♣❡/♣❧❛♥2✳

❝✮ ▼❛"#✐❝❡' ❡" ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥' ❧✐♥,❛✐#❡'

▼❛,/✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡ ❞❛♥2 ❞❡2

❜❛2❡2✳

❙✐ BE ❡, BF 2♦♥, ❞❡2 ❜❛2❡2 /❡2♣❡❝,✐✈❡2 ❞❡ E ❡,

F ✱ ♥♦,❛,✐♦♥ MatBF ,BE
(f)✳

▼❛,/✐❝❡2 ❧✐❣♥❡2 ❡, ❢♦/♠❡2 ❧✐♥.❛✐/❡2✳

❱❡❝,❡✉/ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡2 ❝♦♦/❞♦♥♥.❡2 ❞❛♥2 ✉♥❡ ❜❛2❡

BE ✳
■♥,❡/♣/.,❛,✐♦♥ ♠❛,/✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝✲

,❡✉/ ♣❛/ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡✳

▲✐❡♥ ❞✉ ♣/♦❞✉✐, ♠❛,/✐❝✐❡❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦2✐,✐♦♥

❞❡2 ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥2 ❧✐♥.❛✐/❡2✳

MatBG,BE
(g ◦ f) = MatBG,BF

(g)MatBF ,BE
(f)✳

❘❛♥❣ ❞✬✉♥❡ ♠❛,/✐❝❡✳ ➱❣❛❧✐,. ❞❡2 /❛♥❣2 ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡ ❡,

❞❡ 2❛ ♠❛,/✐❝❡ ❞❛♥2 ❞❡2 ❜❛2❡2✳

❯♥❡ ♠❛,/✐❝❡ ❡, 2❛ ,/❛♥2♣♦2.❡ ♦♥, ♠G♠❡ /❛♥❣✳ ❘.2✉❧,❛, ❛❞♠✐2✳

❞✮ ❈❛' ❞❡' ❡♥❞♦♠♦#♣❤✐'♠❡' ❡" ❞❡' ♠❛"#✐❝❡' ❝❛##,❡'

▼❛,/✐❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦/♣❤✐2♠❡ f ❞❡ E ❞❛♥2

❧❛ ❜❛2❡ B✳
◆♦,❛,✐♦♥ MatB(f)✳

❋♦/♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥I♠❡ ♣♦✉/ ❞❡✉① ❡♥❞♦♠♦/♣❤✐2♠❡2

♦✉ ❞❡✉① ♠❛,/✐❝❡2 ❝❛//.❡2 K✉✐ ❝♦♠♠✉,❡♥,✳

❆✉,♦♠♦/♣❤✐2♠❡2✳ ❊♥2❡♠❜❧❡ GL(E) ❞❡2 ❛✉,♦✲
♠♦/♣❤✐2♠❡2 ❞❡ E✳

▼❛,/✐❝❡2 ✐♥✈❡/2✐❜❧❡2✱ ✐♥✈❡/2❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛,/✐❝❡✳

❊♥2❡♠❜❧❡ GLn(K)✳
▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡2 ✐2♦♠♦/♣❤✐2♠❡2 ❡, ❛✈❡❝ GL(E)✳

▲✐❡♥ ❡♥,/❡ ❧❡2 ✐2♦♠♦/♣❤✐2♠❡2 ❞❡ E ❡, ❧❡2 ♠❛✲

,/✐❝❡2 ✐♥✈❡/2✐❜❧❡2✳

❖♥ ♣♦✉//❛ ❞.♠♦♥,/❡/ K✉❡ ♣♦✉/ ❧❡ ♣/♦❞✉✐, ♠❛✲

,/✐❝✐❡❧ ❞❛♥2Mn(K)✱ ❧✬✐♥✈❡/2❡ > ❣❛✉❝❤❡ ❡2, .❣❛✲
❧❡♠❡♥, ✉♥ ✐♥✈❡/2❡ > ❞/♦✐,❡✳

N♦❧②♥I♠❡ ❞✬❡♥❞♦♠♦/♣❤✐2♠❡✱ ♣♦❧②♥I♠❡ ❞❡ ♠❛✲

,/✐❝❡ ❝❛//.❡✳ N♦❧②♥I♠❡ ❛♥♥✉❧❛,❡✉/✳

❊①❡♠♣❧❡2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✉,♦♠♦/♣❤✐2♠❡2 /.❝✐✲

♣/♦K✉❡2✱ ❞✬✐♥✈❡/2❡2 ❞❡ ♠❛,/✐❝❡2 ❡, ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡2

k✲8♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛,/✐❝❡ ♣❛/ ✉,✐❧✐2❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②✲

♥I♠❡ ❛♥♥✉❧❛,❡✉/✳

❚♦✉,❡ ,❤.♦/✐❡ ❣.♥./❛❧❡ 2✉/ ❧❡2 ♣♦❧②♥I♠❡2 ❛♥♥✉✲

❧❛,❡✉/2 ❡2, ❡①❝❧✉❡✳

■■ ✲ ❈♦♠♣❧%♠❡♥() ❞✬❛♥❛❧②)❡

❝©▼✐♥✐2,8/❡ ❞❡ ❧✬❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥, 2✉♣./✐❡✉/ ❡, ❞❡ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤,,♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥,2✉♣✲/❡❝❤❡/❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢/

✶✼



✶ ✲ ➱"✉❞❡ ❛'②♠♣"♦"✐-✉❡ ❞❡' '✉✐"❡'

❙✉✐$❡ ♥'❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦$❛$✐♦♥ un = o(vn)✳
❖♥ ♣1'2❡♥$❡1❛ 3 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡2 ❝1♦✐22❛♥❝❡2 ❝♦♠♣❛✲

1'❡2 1❛♣♣❡❧'❡2 ❛✉ ♣1❡♠✐❡1 2❡♠❡2$1❡✳

❙✉✐$❡2 '8✉✐✈❛❧❡♥$❡2✳ ◆♦$❛$✐♦♥ un ∼ vn✳

un ∼ vn ⇐⇒ un = vn + o(vn)✳

❈♦♠♣❛$✐❜✐❧✐$' ❞❡ ❧✬'8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣1♦❞✉✐$✱

❧❡ 8✉♦$✐❡♥$ ❡$ ❧✬'❧'✈❛$✐♦♥ 3 ✉♥❡ ♣✉✐22❛♥❝❡✳

✷ ✲ ❈♦♠♣❛/❛✐'♦♥ ❞❡' ❢♦♥❝"✐♦♥' ❞✬✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥"

❋♦♥❝$✐♦♥ ♥'❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐2✐♥❛❣❡ ❞❡ x0✳ ◆♦$❛$✐♦♥ f = o(g)✳

❋♦♥❝$✐♦♥2 '8✉✐✈❛❧❡♥$❡2 ❛✉ ✈♦✐2✐♥❛❣❡ ❞❡ x0✳ ◆♦$❛$✐♦♥ f ∼
x0

g✳

f ∼
x0

g ⇐⇒ f = g + o(g)✳

❊①$❡♥2✐♦♥ ❛✉ ❝❛2 x0 = ±∞✳

❈♦♠♣❛$✐❜✐❧✐$' ❞❡ ❧✬'8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣1♦❞✉✐$✱

❧❡ 8✉♦$✐❡♥$ ❡$ ❧✬'❧'✈❛$✐♦♥ 3 ✉♥❡ ♣✉✐22❛♥❝❡✳

❈♦♠♣❛1❛✐2♦♥ ❞❡2 ❢♦♥❝$✐♦♥2 ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡2✱ ♣✉✐2✲

2❛♥❝❡2 ❡$ ❧♦❣❛1✐$❤♠❡2 ❛✉ ✈♦✐2✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞❡2

❢♦♥❝$✐♦♥2 ♣✉✐22❛♥❝❡2 ❡$ ❧♦❣❛1✐$❤♠❡2 ❡♥ 0✳

❖♥ ♣1'2❡♥$❡1❛ 3 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡2 ❝1♦✐22❛♥❝❡2 ❝♦♠♣❛✲

1'❡2 1❛♣♣❡❧'❡2 ❛✉ ♣1❡♠✐❡1 2❡♠❡2$1❡✳

✸ ✲ ❙9/✐❡' ♥✉♠9/✐-✉❡'

❙'1✐❡ ❞❡ $❡1♠❡ ❣'♥'1❛❧ un✳

❙♦♠♠❡2 ♣❛1$✐❡❧❧❡2 ❛22♦❝✐'❡2✳

❖♥ 2♦✉❧✐❣♥❡1❛ ❧✬✐♥$'1E$ ❞❡ ❧❛ 2'1✐❡ ❞❡ $❡1♠❡ ❣'✲

♥'1❛❧ un+1 − un ♣♦✉1 ❧✬'$✉❞❡ ❞❡ ❧❛ 2✉✐$❡ (un)✳
◮

❈♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 2'1✐❡✱ 2♦♠♠❡ ❡$ 1❡2$❡ ❞✬✉♥❡

2'1✐❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥$❡✳

❈♦♠❜✐♥❛✐2♦♥ ❧✐♥'❛✐1❡ ❞❡ 2'1✐❡2 ❝♦♥✈❡1❣❡♥$❡2✳

❈♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞❡2 2'1✐❡2 3 $❡1♠❡2 ♣♦2✐$✐❢2 ❞❛♥2 ❧❡2

❝❛2 un 6 vn ❡$ un ∼ vn✳

❘'2✉❧$❛$ ❛❞♠✐2✳

❉'✜♥✐$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❛❜2♦❧✉❡✳

▲❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❛❜2♦❧✉❡ ✐♠♣❧✐8✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡✳ ❖♥ 1❡♠❛18✉❡1❛ 8✉❡ $♦✉$❡ 2'1✐❡ ❛❜2♦❧✉♠❡♥$

❝♦♥✈❡1❣❡♥$❡ ❡2$ ❧❛ ❞✐✛'1❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① 2'1✐❡2 3

$❡1♠❡2 ♣♦2✐$✐❢2 ❝♦♥✈❡1❣❡♥$❡2✳

❈♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞❡2 2'1✐❡2 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 un = o(vn) ♦J
(vn) ❡2$ ✉♥❡ 2'1✐❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥$❡ 3 $❡1♠❡2 ♣♦2✐$✐❢2✳

❘'2✉❧$❛$ ❛❞♠✐2✳

❈♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞❡2 2'1✐❡2 ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳

❈♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❡$ ❢♦1♠✉❧❡2 ❞❡ 2♦♠♠❛$✐♦♥ ❞❡2 2'✲

1✐❡2 ❣'♦♠'$1✐8✉❡2 ❡$ ❞❡ ❧❡✉12 ❞❡✉① ♣1❡♠✐K1❡2 ❞'✲

1✐✈'❡2✳

❙'1✐❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡✳ ex =

+∞
∑

k=0

xk

k!
. ❈❡ 1'2✉❧$❛$ ♣♦✉11❛ E$1❡ ❞'♠♦♥✲

$1' 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦1✳ ◮

❝©▼✐♥✐2$K1❡ ❞❡ ❧✬❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥$ 2✉♣'1✐❡✉1 ❡$ ❞❡ ❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤$$♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥2❡✐❣♥❡♠❡♥$2✉♣✲1❡❝❤❡1❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢1

✶✽



✹ ✲ ■♥#$❣&❛❧❡* *✉& ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ .✉❡❧❝♦♥.✉❡

❖♥ "✈✐%❡'❛ %♦✉%❡ %❡❝❤♥✐❝✐%" ❞❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐%'❡ ❞♦♥% ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❡.% ❞✬✐♥%'♦❞✉✐'❡ ❧❡. ♦✉%✐❧. ✉%✐❧❡. 5 ❧✬"%✉❞❡ ❞❡.

✈❛'✐❛❜❧❡. ❛❧"❛%♦✐'❡. 5 ❞❡♥.✐%"✳

■♥#$❣&❛#✐♦♥ *✉& ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ *❡♠✐✲♦✉✈❡&#✳

❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥#$❣&❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❝♦♥#✐✲

♥✉❡ *✉& [a, b[ ✭−∞ < a < b 6 +∞✮✳

❖♥ ❞✐&❛ (✉❡

∫ b

a

f(t) dt ❝♦♥✈❡&❣❡ /✐

lim
x→b

∫ x

a

f(t) dt ❡①✐/1❡ ❡1 ❡/1 ✜♥✐❡✳

❖♥ ♣♦/❡ ❛❧♦&/

∫ b

a

f(t)dt = lim
x 7→b

∫ x

a

f(t)dt✳

❘6❣❧❡/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ /✉& ❧❡/ ✐♥17❣&❛❧❡/ ❝♦♥✈❡&❣❡♥1❡/✱

❧✐♥7❛&✐17✱ &❡❧❛1✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛/❧❡/✱ ♣♦/✐1✐✈✐17✱ ✐♥7❣❛✲

❧✐17/✳

❈❛/ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❝♦♥1✐♥✉❡✱ ♣♦/✐1✐✈❡ /✉& [a, b[
❡1 ❞✬✐♥17❣&❛❧❡ ♥✉❧❧❡✳

▲❡/ 1❡❝❤♥✐(✉❡/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✐♥17❣&❛1✐♦♥ ♣❛& ♣❛&✲

1✐❡/✱ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥1 ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ♥♦♥ ❛✣♥❡✮ /❡&♦♥1

♣&❛1✐(✉7❡/ /✉& ❞❡/ ✐♥17❣&❛❧❡/ /✉& ✉♥ /❡❣♠❡♥1✳

❈❛/ ❞❡/ ❢♦♥❝1✐♦♥/ ♣♦/✐1✐✈❡/✳ ▲✬✐♥17❣&❛❧❡

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡&❣❡ /✐ ❡1 /❡✉❧❡♠❡♥1 /✐

x 7→

∫ x

a

f(t)dt ❡/1 ♠❛❥♦&7❡ /✉& [a, b[✳

❚❤7♦&6♠❡/ ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣♦✉& f ❡1 g ♣♦/✐1✐✈❡/

❛✉ ✈♦✐/✐♥❛❣❡ ❞❡ b✱ ❞❛♥/ ❧❡/ ❝❛/ ♦E f 6 g ❡1 f ∼
b
g✳

❚❤7♦&6♠❡/ ❛❞♠✐/✳

❉7✜♥✐1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❛❜/♦❧✉❡✳

▲❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❛❜/♦❧✉❡ ✐♠♣❧✐(✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡✳ ❖♥ &❡♠❛&(✉❡&❛ (✉❡ 1♦✉1❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❝♦♥1✐♥✉❡ ❡/1

❧❛ ❞✐✛7&❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝1✐♦♥/ ❝♦♥1✐♥✉❡/ ♣♦/✐✲

1✐✈❡/✳

❚❤7♦&6♠❡/ ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ f = o(g)
❛✈❡❝ g ♣♦/✐1✐✈❡ ❛✉ ✈♦✐/✐♥❛❣❡ ❞❡ b✳

❚❤7♦&6♠❡ ❛❞♠✐/✳

❊①1❡♥/✐♦♥ ❞❡/ ♥♦1✐♦♥/ ♣&7❝7❞❡♥1❡/ ❛✉① ✐♥17✲

❣&❛❧❡/ /✉& ✉♥ ✐♥1❡&✈❛❧❧❡ (✉❡❧❝♦♥(✉❡✳

❇&6✈❡ ❡①1❡♥/✐♦♥ ❛✉① ❢♦♥❝1✐♦♥/ ❞7✜♥✐❡/ ❡1 ❝♦♥1✐✲

♥✉❡/ /✉& ]a1, a2[∪]a2, a3[∪ · · · ∪]ap−1, ap[✳

❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡/ ✐♥17❣&❛❧❡/

∫ +∞

1

dt

tα
✱

∫ b

a

dt

(t− a)α
❡1

∫ +∞

0
e−αtdt✳

✺ ✲ ❉"#✐✈"❡' '✉❝❝❡''✐✈❡'

❋♦♥❝1✐♦♥ p ❢♦✐/ ❞7&✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥1✳ ◆♦1❛1✐♦♥ f (p)
✳

❋♦♥❝1✐♦♥/ ❞❡ ❝❧❛//❡ Cp
✱ ❞❡ ❝❧❛//❡ C∞ /✉& ✉♥

✐♥1❡&✈❛❧❧❡✳ ❖♣7&❛1✐♦♥/ ❛❧❣7❜&✐(✉❡/✱ ❢♦&♠✉❧❡ ❞❡

▲❡✐❜♥✐③✳ ❚❤7♦&6♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦/✐1✐♦♥✳

▲❛ ❞7&✐✈7❡ (n+1)✲6♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥O♠❡ ❞❡ ❞❡❣&7

❛✉ ♣❧✉/ n ❡/1 ♥✉❧❧❡✳

✻ ✲ ❋♦#♠✉❧❡' ❞❡ ❚❛②❧♦#

❋♦&♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦& ❛✈❡❝ &❡/1❡ ✐♥17❣&❛❧✳

■♥7❣❛❧✐17 ❞❡ ❚❛②❧♦&✲▲❛❣&❛♥❣❡✳

❈❡/ ❢♦&♠✉❧❡/ /❡&♦♥1 ❞♦♥♥7❡/ R ❧✬♦&❞&❡ n ♣♦✉&

✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛//❡ Cn+1
✳

❝©▼✐♥✐/16&❡ ❞❡ ❧✬❡♥/❡✐❣♥❡♠❡♥1 /✉♣7&✐❡✉& ❡1 ❞❡ ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤11♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥/❡✐❣♥❡♠❡♥1/✉♣✲&❡❝❤❡&❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢&

✶✾



❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ) ❧❛ ❝❛*❛❝&+*✐,❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐✲

❝✐&+ ❞✬✉♥❡ *❛❝✐♥❡ a ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥4♠❡ P ❞❡ R[X]
♣❛* ❧✬+&✉❞❡ ❞❡, ❞+*✐✈+❡, P (k)(a)✳

✼ ✲ ❉"✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥*+ ❧✐♠✐*"+

▲✬"#✉❞❡ ❞❡' ❞"✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥#' ❧✐♠✐#"' ♥❡ ❝♦♥'#✐#✉❡ ♣❛' ✉♥❡ ✜♥ ❡♥ '♦✐ ❡# ❧✬♦♥ '❡ ❣❛3❞❡3❛ ❞❡ #♦✉# ❡①❝5' ❞❡

#❡❝❤♥✐❝✐#" ❞❛♥' ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦'✐#✐♦♥ ❞❡' ❞"✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥#' ❧✐♠✐#"' ♥✬❡'# ♣❛' ❛✉ ♣3♦❣3❛♠♠❡✳ ❖♥

'❡ ❧✐♠✐#❡3❛✱ ❡♥ ♣3❛#✐:✉❡✱ ; ❞❡' ❞"✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥#' ❧✐♠✐#"' ❛✉ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳

❉+✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❧✐♠✐&+✳ ❖♥ ❢❡*❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥&*❡ ✉♥ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❧✐♠✐&+ )

❧✬♦*❞*❡ ✶ ❡& ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ❞+*✐✈+❡✳

❖♥ ♣♦✉**❛ ✐♥&*♦❞✉✐*❡ ❡& ♠❛♥✐♣✉❧❡* ❧❛ ♥♦&❛&✐♦♥

xnε(x) ❛✈❛♥& ❧✬✉&✐❧✐,❛&✐♦♥ +✈❡♥&✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦&❛✲
&✐♦♥ o(xn)✳

❙♦♠♠❡ ❡& ♣*♦❞✉✐& ❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥&, ❧✐♠✐&+,✳

❋♦*♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦*✲❨♦✉♥❣ ) ❧✬♦*❞*❡ n ♣♦✉* ✉♥❡

❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛,,❡ Cn
✳

❘+,✉❧&❛& ❛❞♠✐,✳

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦*✲❨♦✉♥❣ ❛✉

❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❧✐♠✐&+ ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥, ✉,✉❡❧❧❡, ✭❡①✲

♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡✱ ❧♦❣❛*✐&❤♠❡✱ x 7→ (1 + x)α ✱ ,✐♥✉, ❡&
❝♦,✐♥✉,✮✳

✽ ✲ ❊①*/❡♠✉♠

=♦✉3 ♣3"♣❛3❡3 ❧✬✐♥#3♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡' ♥♦#✐♦♥' ❞❡ #♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♣3♦❣3❛♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉①✐5♠❡ ❛♥♥"❡✱ ♦♥ ✐♥'✐'#❡3❛

'✉3 ❧❛ ❞✐✛"3❡♥❝❡ ❡♥#3❡ ❧❛ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❞✬❡①#3❡♠✉♠ '✉3 ✉♥ '❡❣♠❡♥# ❡# ❧❛ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❞✬❡①#3❡♠✉♠ '✉3 ✉♥

✐♥#❡3✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡3#✳

❚♦✉&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ ,✉* ✉♥ ,❡❣♠❡♥& ❛❞♠❡&

❞❡, ❡①&*❡♠❛ ❣❧♦❜❛✉① ,✉* ❝❡ ,❡❣♠❡♥&✳

❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛,,❡ C1
✿ ❝♦♥❞✐✲

&✐♦♥ ♥+❝❡,,❛✐*❡ ❞✬❡①✐,&❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡①&*❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧

,✉* ✉♥ ✐♥&❡*✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡*&✳

❉+✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥& ❝*✐&✐K✉❡✳

❖♥ ♣♦✉**❛ ♠♦♥&*❡* K✉❡ ❧❡ *+,✉❧&❛& &♦♠❜❡ ❡♥ ❞+✲

❢❛✉& ❧♦*,K✉❡ ❧✬✐♥&❡*✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞+✜♥✐&✐♦♥ ♥✬❡,& ♣❛,

♦✉✈❡*&✳

❈♦♥❞✐&✐♦♥ ,✉✣,❛♥&❡ ❞✬❡①✐,&❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡①&*❡♠✉♠

❧♦❝❛❧ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥& ❝*✐&✐K✉❡ ♣♦✉* ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡

❝❧❛,,❡ C2
,✉* ✉♥ ✐♥&❡*✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡*&✳

❈❡ *+,✉❧&❛& ,❡*❛ ❞+♠♦♥&*+ ❣*N❝❡ ❛✉ ❞+✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥& ❧✐♠✐&+ ) ❧✬♦*❞*❡ ✷✳

✾ ✲ ❋♦♥❝*✐♦♥+ ❝♦♥✈❡①❡+

❚♦✉' ❧❡' 3"'✉❧#❛#' ❞❡ ❝❡##❡ '❡❝#✐♦♥ '❡3♦♥# ❛❞♠✐'✳

❉+✜♥✐&✐♦♥ ❞❡, ❢♦♥❝&✐♦♥, ❝♦♥✈❡①❡,✱ ❢♦♥❝&✐♦♥,

❝♦♥❝❛✈❡,✳

Q♦✐♥& ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥✳

❯♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❡,& ❝♦♥✈❡①❡ ,✉* ✉♥ ✐♥&❡*✈❛❧❧❡ I ,✐

∀(x1, x2) ∈ I2, ∀(t1, t2) ∈ [0, 1]2 &❡❧, K✉❡ t1+t2 =
1✱

f(t1x1 + t2x2) 6 t1f(x1) + t2f(x2)✳
■♥&❡*♣*+&❛&✐♦♥ ❣+♦♠+&*✐K✉❡✳ ◮

●+♥+*❛❧✐,❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥+❣❛❧✐&+ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐&+✳

❝©▼✐♥✐,&W*❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡✐❣♥❡♠❡♥& ,✉♣+*✐❡✉* ❡& ❞❡ ❧❛ *❡❝❤❡*❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤&&♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥,❡✐❣♥❡♠❡♥&,✉♣✲*❡❝❤❡*❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢*

✷✵



❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❢♦♥❝$✐♦♥' ❝♦♥✈❡①❡' ❞❡ ❝❧❛''❡

C1
✳

▲❡' %$✉❞✐❛♥$' ❞❡✈"♦♥$ '❛✈♦✐" 3✉❡ '✐ f ❡'$ ❞❡

❝❧❛''❡ C1
✱ ❛❧♦"' f ❡'$ ❝♦♥✈❡①❡ '✐ ❡$ '❡✉❧❡♠❡♥$

'✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡' ❞❡✉① ♣"♦♣♦'✐$✐♦♥' ❡'$ ✈%"✐✜%❡ ✿

• f ′ ❡'$ ❝"♦✐''❛♥$❡ ❀
• Cf ❡'$ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡' $❛♥❣❡♥$❡'✳

❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❢♦♥❝$✐♦♥' ❝♦♥✈❡①❡' ❡$

❝♦♥❝❛✈❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ C2
✳

■■■ ✲  !♦❜❛❜✐❧✐'() )✉! ✉♥ ✉♥✐✈❡!) .✉❡❧❝♦♥.✉❡

❉❛♥# ❝❡ #❡❝♦♥❞ (❡♠♣# ❞❡ ❧✬-(✉❞❡ ❞❡# ♣/♦❜❛❜✐❧✐(-#✱ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐/❡ ❣-♥-/❛❧ ❡#( ❛❞♦♣(- ❡( ❝♦♠♣❧-(- ✭❡♥ ♣❛/✲

(✐❝✉❧✐❡/ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐/❡ ✏ ❡#♣❛❝❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐#- ✑ ❡( ❧❛ ♥♦(❛(✐♦♥ (Ω,A, P ) ✮✱ ♠❛✐# ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧(- (❤-♦/✐<✉❡
♥❡ #❡/❛ #♦✉❧❡✈-❡ #✉/ ❝❡ ❝❛❞/❡✳ ▲✬-(✉❞❡ ❞❡# ✈❛/✐❛❜❧❡# ❛❧-❛(♦✐/❡# ❡( ♥♦(❛♠♠❡♥( ❝❡❧❧❡# ❞❡# ❧♦✐# ✉#✉❡❧❧❡# #❡

❢❡/❛ ❡♥ ❧✐❡♥ -(/♦✐( ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛/(✐❡ ✐♥❢♦/♠❛(✐<✉❡ ❞✉ ♣/♦❣/❛♠♠❡✳ ◮

✶ ✲ ❊"♣❛❝❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐",

❚"✐❜✉ ❞✬%✈%♥❡♠❡♥$' ♦✉ σ✲❛❧❣@❜"❡ ❞✬%✈%♥❡♠❡♥$'✳

●%♥%"❛❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡ '②'$@♠❡ ❝♦♠✲

♣❧❡$ ❞✬%✈%♥❡♠❡♥$' C ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞%♥♦♠❜"❛❜❧❡

❞✬%✈%♥❡♠❡♥$' ❞❡✉① C ❞❡✉① ✐♥❝♦♠♣❛$✐❜❧❡' ❡$ ❞❡

"%✉♥✐♦♥ %❣❛❧❡ C Ω✳

◆♦$❛$✐♦♥ A✳
❖♥ ♣♦✉""❛ ❞♦♥♥❡" 3✉❡❧3✉❡' ❡①❡♠♣❧❡' '✐❣♥✐✜❝❛✲

$✐❢' ❞✬%✈%♥❡♠❡♥$' ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✿

A =
+∞
⋂

n=0

An ❡$ A =
+∞
⋃

n=0

An✳

❖♥ ❢❡"❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛' ❞❡' ✉♥✐✈❡"' ✜♥✐' ❡♥

❡①♣❧✐3✉❛♥$ 3✉❡ P(Ω) ❡'$ ✉♥❡ $"✐❜✉✳
❖♥ ♣♦✉""❛ ✐♥$"♦❞✉✐"❡ ❞✐✛%"❡♥$❡' $"✐❜✉' '✉"

{1, 2, 3, 4, 5, 6} ❡$ ♠♦♥$"❡" 3✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
$"✐❜✉ ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡①♣%"✐❡♥❝❡ 3✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡"❝❤❡

C ♠♦❞%❧✐'❡"✳

❯♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐$% ❡'$ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ P ❞%✜♥✐❡ '✉"

❧❛ $"✐❜✉ A C ✈❛❧❡✉"' ❞❛♥' [0, 1]✱ σ✲❛❞❞✐$✐✈❡ $❡❧❧❡
3✉❡ P (Ω) = 1✳

❚"✐❜✉ ❡♥❣❡♥❞"%❡ ♣❛" ✉♥ '②'$@♠❡ ❝♦♠♣❧❡$ ❞✬%✈%✲

♥❡♠❡♥$'✳

❊①✐'$❡♥❝❡ ❛❞♠✐'❡✳

◆♦$✐♦♥ ❞✬❡'♣❛❝❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'%✳

J"♦♣"✐%$%' ✈"❛✐❡' ♣"❡'3✉❡ 'K"❡♠❡♥$✳ ➱✈%♥❡♠❡♥$

♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ %✈%♥❡♠❡♥$ ♣"❡'3✉❡ 'K"✳

◆♦$❛$✐♦♥ (Ω,A, P )✳

❚❤%♦"@♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐$❡ ♠♦♥♦$♦♥❡✳ • J♦✉" $♦✉$❡ '✉✐$❡ ❝"♦✐''❛♥$❡ (An) ❞✬%✈%♥❡✲

♠❡♥$'✱

P

(

+∞
⋃

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P (An)✳

• J♦✉" $♦✉$❡ '✉✐$❡ ❞%❝"♦✐''❛♥$❡ (An) ❞✬%✈%♥❡✲
♠❡♥$'✱

P

(

+∞
⋂

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P (An)✳

❝©▼✐♥✐'$@"❡ ❞❡ ❧✬❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥$ '✉♣%"✐❡✉" ❡$ ❞❡ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤$$♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥$'✉♣✲"❡❝❤❡"❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢"

✷✶



❈♦♥#$%✉❡♥❝❡# ❞✉ *❤$♦,-♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐*❡ ♠♦♥♦✲

*♦♥❡✳

4♦✉, *♦✉*❡ #✉✐*❡ (An) ❞✬$✈$♥❡♠❡♥*#✱

• P

(

+∞
⋃

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P

(

n
⋃

k=0

Ak

)

✳

• P

(

+∞
⋂

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P

(

n
⋂

k=0

Ak

)

✳

▲❡# ❞$♠♦♥#*,❛*✐♦♥# ❞❡ ❝❡# ❢♦,♠✉❧❡# ♥❡ #♦♥* ♣❛#

❡①✐❣✐❜❧❡#✳

❖♥ ♣♦✉,,❛ ❞♦♥♥❡, ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬$✈$♥❡♠❡♥*

♥$❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧❛ ,$❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ #✉✐*❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡

♣✐❧❡ ❧♦,# ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣✐❧❡ ♦✉ ❢❛❝❡✳

●$♥$,❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*$ ❝♦♥❞✐✲

*✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❙✐ A ✈$,✐✜❡ P (A) 6= 0✱ ❛❧♦,# (Ω,A, PA) ❡#* ✉♥
❡#♣❛❝❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐#$✳

●$♥$,❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞❡# ♣,♦❜❛❜✐❧✐*$#

❝♦♠♣♦#$❡#✳

●$♥$,❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞❡# ♣,♦❜❛❜✐❧✐*$# *♦✲

*❛❧❡#✳

■♥❞$♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉*✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ #✉✐*❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬$✈$✲

♥❡♠❡♥*#✳

✷ ✲ ●"♥"$❛❧✐(") )✉$ ❧❡) ✈❛$✐❛❜❧❡) ❛❧"❛(♦✐$❡) $"❡❧❧❡)

❉$✜♥✐*✐♦♥✳ ❯♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧$❛*♦✐,❡ ,$❡❧❧❡ #✉, (Ω,A) ❡#* ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ Ω ❞❛♥# R *❡❧❧❡ %✉❡✱ ♣♦✉, *♦✉*

,$❡❧ x✱ {ω ∈ Ω | X(ω) 6 x} ❡#* ❞❛♥# ❧❛ *,✐❜✉ A✳
❖♥ ❛❞♦♣*❡,❛ ❧❡# ♥♦*❛*✐♦♥# ❤❛❜✐*✉❡❧❧❡# [X ∈ I]✱
[X = x]✱ [X 6 x]✱ ❡*❝✳
❖♥ ♣♦✉,,❛✱ G ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡#✱ ✐❧❧✉#*,❡, ❝♦♠✲

♠❡♥* ♦❜*❡♥✐, ❞❡# $✈$♥❡♠❡♥*# ❞✉ *②♣❡ [X = x]
♦✉ [a 6 X < b] G ♣❛,*✐, ❞✬$✈$♥❡♠❡♥*# ❞✉ *②♣❡
[X 6 x]✳

❋♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ,$♣❛,*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ,$❡❧❧❡✳

4,♦♣,✐$*$#✳

∀x ∈ R, FX(x) = P (X 6 x)✳
FX ❡#* ❝,♦✐##❛♥*❡ ❡* ❝♦♥*✐♥✉❡ G ❞,♦✐*❡ ❡♥ *♦✉*

♣♦✐♥*✱ lim
−∞

FX = 0✱ lim
+∞

FX = 1✳

▲♦✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧$❛*♦✐,❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ,$♣❛,*✐*✐♦♥ ❝❛,❛❝*$,✐#❡ ❧❛ ❧♦✐

❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧$❛*♦✐,❡✳ ❘$#✉❧*❛* ❛❞♠✐#✳

✸ ✲ ❱❛$✐❛❜❧❡) ❛❧"❛(♦✐$❡) $"❡❧❧❡) ❞✐)❝$2(❡)

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡&❛ ❝❡((❡ )❡❝(✐♦♥ ❡♥ ❡①♣❧✐.✉❛♥( ❝♦♠♠❡♥( ❧❡) &0)✉❧(❛() ✈✉) ♣&0❝0❞❡♠♠❡♥( )❡ ♣&♦❧♦♥❣❡♥(

❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞&❡ ❣0♥0&❛❧ ❡( ❧✬♦♥ ✐♥)✐)(❡&❛ )✉& ❧❡) ♣&♦❜❧6♠❡) ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ )0&✐❡) .✉❡ ❧✬♦♥ &❡♥❝♦♥(&❡ ❧♦&)

❞❡ ❧✬0(✉❞❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡) ❛❧0❛(♦✐&❡) ✐♥✜♥✐❡)✳

❉$✜♥✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧$❛*♦✐,❡ ,$❡❧❧❡ ❞✐#❝,-*❡

❞$✜♥✐❡ #✉, (Ω,A)✳
▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉,# ♣,✐#❡# ♣❛, ❝❡# ✈❛,✐❛❜❧❡#

❛❧$❛*♦✐,❡# #❡,❛ ✐♥❞❡①$ ♣❛, ✉♥❡ ♣❛,*✐❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✲

✜♥✐❡ ❞❡ N ♦✉ Z✳

❈❛,❛❝*$,✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧$❛*♦✐,❡

❞✐#❝,-*❡ ♣❛, ❧❛ ❞♦♥♥$❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉,# P (X = x)
♣♦✉, x ∈ X(Ω)✳

❝©▼✐♥✐#*-,❡ ❞❡ ❧✬❡♥#❡✐❣♥❡♠❡♥* #✉♣$,✐❡✉, ❡* ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤**♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥#❡✐❣♥❡♠❡♥*#✉♣✲,❡❝❤❡,❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢,

✷✷



❚!✐❜✉ ❡♥❣❡♥❞!)❡ ♣❛! ✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ ❞✐0✲

❝!3.❡✳

▲❛ .!✐❜✉ AX ❞❡0 )✈)♥❡♠❡♥.0 ❧✐)0 7 X ❡0. ❧❛

.!✐❜✉ ❡♥❣❡♥❞!)❡ ♣❛! ❧❡ 0②0.3♠❡ ❝♦♠♣❧❡. ([X =
x])x∈X(Ω)✳ ❈❡..❡ .!✐❜✉ ❡0. ❛✉00✐ ❛♣♣❡❧)❡ .!✐❜✉ ❡♥✲

❣❡♥❞!)❡ ♣❛! ❧❛ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ X ❡. ❝♦♥0.✐.✉❡

❧✬✐♥❢♦!♠❛.✐♦♥ ❛♣♣♦!.)❡ ♣❛! X✳

❱❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ Y = g(X)✱ ♦> g ❡0. ❞)✜♥✐❡

0✉! ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ✈❛❧❡✉!0 ♣!✐0❡0 ♣❛! ❧❛ ✈❛!✐❛❜❧❡

❛❧)❛.♦✐!❡ X✳ ➱.✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Y = g(X)✳

❊0♣)!❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡✳ ◗✉❛♥❞ X(Ω) ❡0. ✐♥✜♥✐✱ X ❛❞♠❡. ✉♥❡ ❡0♣)!❛♥❝❡

0✐ ❡. 0❡✉❧❡♠❡♥. 0✐ ❧❛ 0)!✐❡

∑

x∈X(Ω)

xP (X = x) ❡0.

❛❜0♦❧✉♠❡♥. ❝♦♥✈❡!❣❡♥.❡✳

❚❤)♦!3♠❡ ❞❡ .!❛♥0❢❡!.✳ ◗✉❛♥❞ X(Ω) ❡0. ✐♥✜♥✐✱ g(X) ❛❞♠❡.

✉♥❡ ❡0♣)!❛♥❝❡ 0✐ ❡. 0❡✉❧❡♠❡♥. 0✐ ❧❛ 0)✲

!✐❡

∑

x∈X(Ω)

g(x)P (X = x) ❡0. ❛❜0♦❧✉✲

♠❡♥. ❝♦♥✈❡!❣❡♥.❡✱ ❡. ❛❧♦!0 E(g(X)) =
∑

x∈X(Ω)

g(x)P (X = x)✳ ❚❤)♦!3♠❡ ❛❞♠✐0✳

E(aX + b) = aE(X) + b✳

▼♦♠❡♥. ❞✬♦!❞!❡ r (r ∈ N)✳ ◆♦.❛.✐♦♥ mr(X) = E(Xr)✳

❱❛!✐❛♥❝❡ ❡. )❝❛!.✲.②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡

❞✐0❝!3.❡✳

◆♦.❛.✐♦♥0 V (X) ❡. σ(X)✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛!✐❛♥❝❡✳

V (aX + b) = a2V (X)✳
❋♦!♠✉❧❡ ❞❡ ❑♦❡♥✐❣✲❍✉②❣❡♥0 ✿

V (X) = E(X2)− (E(X))2✳

❈❛0 ♣❛!.✐❝✉❧✐❡! ♦> V (X) = 0✳

❱❛!✐❛❜❧❡0 ❝❡♥.!)❡0✱ ❝❡♥.!)❡0 !)❞✉✐.❡0✳ ◆♦.❛.✐♦♥ X∗
♣♦✉! ❧❛ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ ❝❡♥.!)❡

!)❞✉✐.❡ ❛00♦❝✐)❡ 7 X✳

✹ ✲ ▲♦✐$ ❞❡ ✈❛)✐❛❜❧❡$ ❞✐$❝)-.❡$ ✉$✉❡❧❧❡$

▲♦✐0 ❞✐0❝!3.❡0 ✉0✉❡❧❧❡0 7 ✈❛❧❡✉!0 ❞❛♥0 ✉♥ ❡♥✲

0❡♠❜❧❡ ✜♥✐ 0✉! ❧✬❡0♣❛❝❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐0) (Ω,A, P )✳
❖♥ ❣)♥)!❛❧✐0❡!❛ ❧❡0 ❧♦✐0 B(p)✱ B(n, p) ❡. U([[a, b]])
✈✉❡0 ❧♦!0 ❞✉ ♣!❡♠✐❡! 0❡♠❡0.!❡✳ ◮

▲♦✐ ❣)♦♠).!✐L✉❡ ✭!❛♥❣ ❞✬❛♣♣❛!✐.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣!❡✲

♠✐❡! 0✉❝❝30 ❞❛♥0 ✉♥ ♣!♦❝❡00✉0 ❞❡ ❇❡!♥♦✉❧❧✐ 0❛♥0

♠)♠♦✐!❡✮✳

❊0♣)!❛♥❝❡ ❡. ✈❛!✐❛♥❝❡✳

◆♦.❛.✐♦♥ X →֒ G(p)✳ ◮

❙✐ X →֒ G(p)✱ ♣♦✉! .♦✉. ♥♦♠❜!❡ ❡♥.✐❡! ♥❛.✉!❡❧
♥♦♥ ♥✉❧ k✱

P (X = k) = p(1− p)k−1✳

▲♦✐ ❞❡ Q♦✐00♦♥ ✿ ❞)✜♥✐.✐♦♥✱ ❡0♣)!❛♥❝❡✱ ✈❛!✐❛♥❝❡✳ ◆♦.❛.✐♦♥ X →֒ P(λ)✳ ◮

✺ ✲ ■♥.)♦❞✉❝.✐♦♥ ❛✉① ✈❛)✐❛❜❧❡$ ❛❧3❛.♦✐)❡$ 4 ❞❡♥$✐.3

❉)✜♥✐.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ 7 ❞❡♥0✐.)✳ ❖♥ ❞✐. L✉✬✉♥❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❛❧)❛.♦✐!❡ X ❡0. 7 ❞❡♥0✐.)

0✐ 0❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ !)♣❛!.✐.✐♦♥ FX ❡0. ❝♦♥.✐♥✉❡ 0✉!

R ❡. ❞❡ ❝❧❛00❡ C1
0✉! R )✈❡♥.✉❡❧❧❡♠❡♥. ♣!✐✈)

❞✬✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥.0✳

❚♦✉.❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ fX 7 ✈❛❧❡✉!0 ♣♦0✐.✐✈❡0✱ L✉✐ )✈❡♥✲

.✉❡❧❧❡♠❡♥. ♥❡ ❞✐✛3!❡ ❞❡ F ′X L✉✬❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜!❡

✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥.0✱ ❡0. ✉♥❡ ❞❡♥0✐.) ❞❡ X✳

Q♦✉! .♦✉. x ❞❡ R✱ FX(x) =

∫ x

−∞

fX(t)dt✳

❝©▼✐♥✐0.3!❡ ❞❡ ❧✬❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥. 0✉♣)!✐❡✉! ❡. ❞❡ ❧❛ !❡❝❤❡!❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤..♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥.0✉♣✲!❡❝❤❡!❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢!

✷✸



❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧%❛$♦✐"❡

1 ❞❡♥'✐$% ♣❛" ❧❛ ❞♦♥♥%❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥'✐$% fX ✳

❚♦✉$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ f ♣♦'✐$✐✈❡✱ ❝♦♥$✐♥✉❡ '✉" ❘ %✈❡♥✲

$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ♣"✐✈% ❞✬✉♥ ♥♦♠❜"❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥$'✱ ❡$

$❡❧❧❡ :✉❡

∫ +∞

−∞

f(t)dt = 1 ❡'$ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ❞✬✉♥❡

✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧%❛$♦✐"❡✳

❘%'✉❧$❛$ ❛❞♠✐'✳

❚"❛♥'❢♦"♠❛$✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ 1 ❞❡♥'✐$%✳ ▲❡' %$✉❞✐❛♥$' ❞❡✈"♦♥$ '❛✈♦✐" ❝❛❧❝✉❧❡" ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥

❞❡ "%♣❛"$✐$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ❞❡♥'✐$% ❞❡ aX + b ✭a 6= 0✮✳

❊'♣%"❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ 1 ❞❡♥'✐$%✳

❱❛"✐❛❜❧❡' ❛❧%❛$♦✐"❡' ❝❡♥$"%❡'✳

❯♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧%❛$♦✐"❡ X ❞❡ ❞❡♥'✐$% fX ❛❞♠❡$

✉♥❡ ❡'♣%"❛♥❝❡ E(X) '✐ ❡$ '❡✉❧❡♠❡♥$ '✐ ❧✬✐♥$%✲

❣"❛❧❡

∫ +∞

−∞

xfX(x)❞x ❡'$ ❛❜'♦❧✉♠❡♥$ ❝♦♥✈❡"✲

❣❡♥$❡ ❀ ❞❛♥' ❝❡ ❝❛'✱ E(X) ❡'$ %❣❛❧❡ 1 ❝❡$$❡ ✐♥✲
$%❣"❛❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡' ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡' ❛❧%❛$♦✐"❡' ♥✬❛❞♠❡$$❛♥$

♣❛' ❞✬❡'♣%"❛♥❝❡✳

E(aX + b) = aE(X) + b✳

✻ ✲ ▲♦✐% ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡% - ❞❡♥%✐/0 ✉%✉❡❧❧❡%

▲♦✐ ✉♥✐❢♦"♠❡ '✉" ✉♥ ✐♥$❡"✈❛❧❧❡✳ ❊'♣%"❛♥❝❡✳ ◆♦$❛$✐♦♥ X →֒ U [a, b]✳ ◮

X →֒ U [0, 1]⇐⇒ Y = a+ (b− a)X →֒ U [a, b]✳

▲♦✐ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡✳ ❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ♣❛" ❧✬❛❜'❡♥❝❡

❞❡ ♠%♠♦✐"❡✳ ❊'♣%"❛♥❝❡✳

◆♦$❛$✐♦♥ X →֒ E(λ)✳ ◮

X →֒ E(1)⇐⇒ Y =
1

λ
X →֒ E(λ) (λ > 0)✳

▲♦✐ ♥♦"♠❛❧❡ ❝❡♥$"%❡ "%❞✉✐$❡✱ ❧♦✐ ♥♦"♠❛❧❡ ✭♦✉ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡✲●❛✉''✮✳ ❊'♣%"❛♥❝❡✳

◆♦$❛$✐♦♥ X →֒ N (µ, σ2)✳ ◮

X →֒ N (µ, σ2)⇔ X∗ =
X − µ

σ
→֒ N (0, 1) ❛✈❡❝ σ > 0✳

❖♥ ❛$$❡♥❞ ❞❡' %$✉❞✐❛♥$' :✉✬✐❧' '❛❝❤❡♥$ "❡♣"%'❡♥✲

$❡" ❣"❛♣❤✐:✉❡♠❡♥$ ❧❡' ❢♦♥❝$✐♦♥' ❞❡♥'✐$%' ❞❡' ❧♦✐'

♥♦"♠❛❧❡' ❡$ ✉$✐❧✐'❡" ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ "%♣❛"$✐$✐♦♥ Φ
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦"♠❛❧❡ ❝❡♥$"%❡ "%❞✉✐$❡✳

✼ ✲ ❈♦♥✈❡*❣❡♥❝❡% ❡/ ❛♣♣*♦①✐♠❛/✐♦♥%

❛✮ ❈♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣*♦❜❛❜✐❧✐/0

■♥%❣❛❧✐$%' ❞❡ ▼❛"❦♦✈ ❡$ ❞❡ ❇✐❡♥❛②♠%✲

❚❝❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦✉" ❧❡' ✈❛"✐❛❜❧❡' ❛❧%❛$♦✐"❡'

❞✐'❝"Q$❡'✳

❙✐ X ❡'$ ✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛❧%❛$♦✐"❡ ♣♦'✐$✐✈❡ ❛❞♠❡$✲

$❛♥$ ✉♥❡ ❡'♣%"❛♥❝❡✱ ❛❧♦"' ♣♦✉" $♦✉$ λ > 0 ✿

P (X > λ) 6
E(X)

λ
✳

T♦✉" $♦✉$❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ X ❛❞♠❡$$❛♥$ ❡'♣%"❛♥❝❡ ❡$

✈❛"✐❛♥❝❡✱ ♣♦✉" $♦✉$ ε > 0 ✿

P (|X − E(X)| > ε) 6
V (X)

ε2
✳

❝©▼✐♥✐'$Q"❡ ❞❡ ❧✬❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥$ '✉♣%"✐❡✉" ❡$ ❞❡ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤$$♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥$'✉♣✲"❡❝❤❡"❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢"
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❈♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-. ✿ 0✐ (Xn) ❡- X 0♦♥-

❞❡0 ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛-♦✐%❡0 ❞.✜♥✐❡0 0✉% (Ω,A, P )✱
(Xn) ❝♦♥✈❡%❣❡ ❡♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-. ✈❡%0 X 0✐✱ ♣♦✉%

-♦✉- ε > 0✱ lim
n→∞

P ([|Xn −X| > ε]) = 0✳

◆♦-❛-✐♦♥ Xn
P
−→ X✳

▲♦✐ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡0 ❣%❛♥❞0 ♥♦♠❜%❡0 ♣♦✉% ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦✲

♠✐❛❧❡✳

❙✐ (Xn) ❡0- ✉♥❡ 0✉✐-❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛-♦✐%❡0 -❡❧❧❡
<✉❡Xn →֒ B(n, p)✱ ❛❧♦%0 ( 1

n
Xn) ❝♦♥✈❡%❣❡ ❡♥ ♣%♦✲

❜❛❜✐❧✐-. ✈❡%0 p✳ ◮

▲❛ ❧♦✐ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡0 ❣%❛♥❞0 ♥♦♠❜%❡0 ♣❡%♠❡- ✉♥❡ ❥✉0✲

-✐✜❝❛-✐♦♥ ♣❛%-✐❡❧❧❡✱ ❛ ♣♦0-❡%✐♦%✐✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦-✐♦♥ ❞❡

♣%♦❜❛❜✐❧✐-. ❞✬✉♥ .✈.♥❡♠❡♥-✱ ✐♥-%♦❞✉✐-❡ ✐♥-✉✐-✐✲

✈❡♠❡♥-✳

❜✮ ❈♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐

❉.✜♥✐-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ 0✉✐-❡

(Xn)n∈N ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛-♦✐%❡0 ✈❡%0 X✳

◆♦-❛-✐♦♥ Xn
L
−→ X✳

❈❛0 ♦A ❧❡0 Xn ❡- X 0♦♥- B ✈❛❧❡✉%0 ❞❛♥0 N✳

❙✐ (npn) -❡♥❞ ✈❡%0 ✉♥ %.❡❧ 0-%✐❝-❡♠❡♥- ♣♦0✐-✐❢ λ✱
❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 0✉✐-❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛-♦✐%❡0

0✉✐✈❛♥- ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(n, pn) ✈❡%0 ✉♥❡ ✈❛✲
%✐❛❜❧❡ 0✉✐✈❛♥- ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ C♦✐00♦♥ ❞❡ ♣❛%❛♠D-%❡ λ✳

❚❤.♦%D♠❡ ❧✐♠✐-❡ ❝❡♥-%❛❧ ♣♦✉% ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ❡-

♣♦✉% ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ C♦✐00♦♥✳

❙✐ (Xn) ❡0- ✉♥❡ 0✉✐-❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛✲

-♦✐%❡0 -❡❧❧❡ <✉❡ Xn →֒ B(n, p) ✭%❡0♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-
Xn →֒ P(nλ)✮✱ ❛❧♦%0 ❧❛ 0✉✐-❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡0 ❛❧.❛✲
-♦✐%❡0 ❝❡♥-%.❡0 %.❞✉✐-❡0 (X∗

n) ❝♦♥✈❡%❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡%0
✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❛❧.❛-♦✐%❡ 0✉✐✈❛♥- ❧❛ ❧♦✐ ♥♦%♠❛❧❡ ❝❡♥✲

-%.❡ %.❞✉✐-❡✳ ❚❤.♦%D♠❡ ❛❞♠✐0✳ ◮

❝©▼✐♥✐0-D%❡ ❞❡ ❧✬❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥- 0✉♣.%✐❡✉% ❡- ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡✱ ✷✵✶✸
❤--♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥-0✉♣✲%❡❝❤❡%❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢%

✷✺



❊♥"❡✐❣♥❡♠❡♥' ❛♥♥✉❡❧ ❞✬✐♥❢♦/♠❛'✐0✉❡ ❡' ❛❧❣♦/✐'❤♠✐0✉❡

■ ✲ ➱❧"♠❡♥&' ❞✬✐♥❢♦-♠❛&✐/✉❡ ❡& ❞✬❛❧❣♦-✐&❤♠✐/✉❡

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❡*' ❞✬✐♥✐'✐❡- ❧❡* /'✉❞✐❛♥'* 2 ❧✬❛❧❣♦-✐'❤♠✐6✉❡ ❡' 2 ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦-♠❛'✐6✉❡ ❡♥ ♠❛'❤/♠❛✲

'✐6✉❡* ❛✉ '-❛✈❡-* ❞❡ '❤9♠❡* ❡♠♣-✉♥'/* ❛✉ ♣-♦❣-❛♠♠❡ ♣♦✉- ❝♦♠♣-❡♥❞-❡✱ ✐❧❧✉*'-❡- ❡' /❝❧❛✐-❡- ❧❡* ♥♦'✐♦♥*

✐♥'-♦❞✉✐'❡*✳ ❉9* 6✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠/-✐6✉❡ ❡*' ❡♥✈✐*❛❣/✱ ❞9* 6✉✬✉♥ ♣-♦❜❧9♠❡ ✐♥❝✐'❡ 2 '❡*'❡- ❡①♣/-✐♠❡♥'❛✲

❧❡♠❡♥' ✉♥ -/*✉❧'❛'✱ ❞9* 6✉✬✉♥❡ *✐'✉❛'✐♦♥ ❛❧/❛'♦✐-❡ ♣❡✉' ?'-❡ ♠♦❞/❧✐*/❡ ❛✈❡❝ ❞❡* ♦✉'✐❧* ✐♥❢♦-♠❛'✐6✉❡*✱ ❧❡

-❡❝♦✉-* 2 ❞❡* ❛❧❣♦-✐'❤♠❡* ❡' ❞❡* ❧♦❣✐❝✐❡❧* ❞❡✈-❛ ❞❡✈❡♥✐- ♥❛'✉-❡❧✳

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ -❡'❡♥✉ ♣♦✉- ❧❛ ♣-♦❣-❛♠♠❛'✐♦♥ ❞❛♥* ❝❡ ♣-♦❣-❛♠♠❡ ❞❡* ❝❧❛**❡* /❝♦♥♦♠✐6✉❡* ❡' ❝♦♠♠❡-❝✐❛❧❡*

❡*' ❙❝✐❧❛❜✳

▲✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ *❡ ❢❛✐' ❡♥ ❝♦♥'✐♥✉✐'/ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉-* ❞❡ ♠❛'❤/♠❛'✐6✉❡* ❡' *❡-❛ *✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♠✐*❡

❡♥ A✉✈-❡ *✉- ♦-❞✐♥❛'❡✉-✳ ❙❡✉❧❡* ❧❡* ♥♦'✐♦♥* ❞❡ ❙❝✐❧❛❜ ✐♥❞✐6✉/❡* ❞❛♥* ❧❡ ♣-♦❣-❛♠♠❡ *♦♥' ❡①✐❣✐❜❧❡*✳

✶ ✲ ▲✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥* ❧♦❣✐❝✐❡❧

❛✮ ❈♦♥/*❛♥*❡/ ♣'2❞2✜♥✐❡/✳ ❈'2❛*✐♦♥ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡/ ♣❛' ❛✛❡❝*❛*✐♦♥✳

✪♣✐ ✪❡

❆✛❡❝'❛'✐♦♥ ✿ ♥♦♠ ❂ ❡①♣/❡00✐♦♥

▲✬❡①♣/❡00✐♦♥ ♣❡✉' 4'/❡ ❞✉ '②♣❡ ♥✉♠7/✐8✉❡✱ ♠❛✲

'/✐❝✐❡❧❧❡ ♦✉ ❞✉ '②♣❡ ❝❤❛=♥❡ ❞❡ ❝❛/❛❝'>/❡0✳

❆♣♣/♦①✐♠❛'✐♦♥0 ❞❡ π ❡' e✳

✴✴ ♣❡/♠❡' ❞❡ ❝♦♠♠❡♥'❡/ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❜✮ ❈♦♥/*'✉❝*✐♦♥/ ❞❡ ✈❡❝*❡✉'/ ❡* ❞❡ ♠❛*'✐❝❡/ ♥✉♠2'✐9✉❡/✳

❱❡❝'❡✉/0 ❧✐❣♥❡0 ✿ ❬ ✱ ✱✳✳✳✱ ❪

❱❡❝'❡✉/0 ❝♦❧♦♥♥❡0 ✿ ❬ ❀ ❀✳✳✳❀ ❪

▼❛'/✐❝❡0 n× p ✿ ❬ ✱✳✳✳✱ ❀✳✳✳❀ ✱✳✳✳✱ ❪

❝✮ ❖♣2'❛*✐♦♥/ 2❧2♠❡♥*❛✐'❡/

❖♣7/❛'✐♦♥0 ❛/✐'❤♠7'✐8✉❡0 ✿

✰ ✲ ✯ ✴ ✂

❈♦♠♣❛/❛✐0♦♥0 ✲ '❡0'0 ✿

❂❂ ❃ ❁ ❃❂ ❁❂ ❁❃

▲♦❣✐8✉❡0

✫ ⑤

❛♥❞ ♦7

▲❡0 ♦♣7/❛'✐♦♥0 ❛/✐'❤♠7'✐8✉❡0 ❞❡ ❜❛0❡ 0✬❛♣✲

♣❧✐8✉❡♥' ❛✉① ✈❛/✐❛❜❧❡0 ♥✉♠7/✐8✉❡0 ♦✉ ♠❛'/✐✲

❝✐❡❧❧❡0✳

❞✮ ❋♦♥❝*✐♦♥/ ✉/✉❡❧❧❡/ ♣'2❞2✜♥✐❡/

❋♦♥❝'✐♦♥0 ♥✉♠7/✐8✉❡0 ✉0✉❡❧❧❡0 ✿

❧♦❣✱ ❡①♣✱ ❢❧♦♦7✱ ❛❜=✱ =>7?✱ =✐♥✱ ❝♦=

❚♦✉'❡0 ❝❡0 ❢♦♥❝'✐♦♥0 ♣❡✉✈❡♥' 0✬❛♣♣❧✐8✉❡/ J ❞❡0

✈❛/✐❛❜❧❡0 ♥✉♠7/✐8✉❡0 ♦✉ J ❞❡0 ♠❛'/✐❝❡0 7❧7♠❡♥'

♣❛/ 7❧7♠❡♥'✳

❝©▼✐♥✐0'>/❡ ❞❡ ❧✬❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥' 0✉♣7/✐❡✉/ ❡' ❞❡ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡✱ ✷✵✶✸

❤''♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥0❡✐❣♥❡♠❡♥'0✉♣✲/❡❝❤❡/❝❤❡✳❣♦✉✈✳❢/
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❋♦♥❝$✐♦♥&  ❛♥❞ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❣!❛♥❞ ♣♦✉**❛ +&*❡ ✉&✐❧✐./❡ ❛✈❡❝ ❧❡.

♣❛*❛♠2&*❡. ❝♦**❡.♣♦♥❞❛♥& ❛✉① ❧♦✐. ❞❡ ♣*♦❜❛❜✐✲

❧✐&/ ♣*/.❡♥&❡. ❞❛♥. ❧❡ ♣*♦❣*❛♠♠❡✳

❋♦♥❝&✐♦♥. ♠❛&*✐❝✐❡❧❧❡. ✿ !❛♥❦✭❆✮✱ ✐♥✈✭❆✮✱ ❆✬ ❊①&*❛❝&✐♦♥ ♦✉ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ /❧/♠❡♥&✱ ❞✬✉♥❡

❧✐❣♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡✳

❖♥ ♣♦✉**❛ ✉&✐❧✐.❡* ❧❡. ❢♦♥❝&✐♦♥. -✐③❡✭❆✮✱ ❢✐♥❞

❞❛♥. ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ .✐♠✉❧❛&✐♦♥.✳

@*❛&✐A✉❡ ❞❡. ♦♣/*❛&✐♦♥. ❡& ❞❡. ❢♦♥❝&✐♦♥. ♠❛&*✐✲

❝✐❡❧❧❡. ❞❛♥. ❞❡. .✐&✉❛&✐♦♥. ❝♦♥❝*2&❡.✳

✷ ✲ ●"❛♣❤✐'♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥'✐♦♥'

❈♦✉*❜❡. *❡♣*/.❡♥&❛&✐✈❡. ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥. ✉.✉❡❧❧❡.✱

❞❡ ❞❡♥.✐&/. ❡& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥. ❞❡ */♣❛*&✐&✐♦♥✳

❚*❛❝/ ❞✬❤✐.&♦❣*❛♠♠❡.✳

❖♥ ♣♦✉**❛ ✉&✐❧✐.❡* ❧❡. ❢♦♥❝&✐♦♥. ♣❧♦4✱ ♣❧♦4✷❞✱

❜❛!✱ ❤✐-4♣❧♦4✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❧✐♥-♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮

❡& ❧❡. ♦♣/*❛&✐♦♥. ✳✴ ✱ ✳✯ ✱ ✳✂
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