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Premiére partie

Enoncés

1 EML III 2007

Partie entiére et partie décimale d’une variable exponentielle, loi géométrique sur
N, loi de Bernoulli, loi d’un produit de variables discrétes, espérance, variance.

1. On considére 'application f : IR —IR définie pour tout nombre réel x par :

e si x>0
-

0 si <0

Montrer que f est une densité de probabilité.
On considére une variable aléatoire X admettant f pour densité.
2. On définit la variable aléatoire discréte Y a valeurs dans IN de la fagon suivante :
— I'événement [Y = 0] est égal 'événement [X < 1];
— pour tout nombre entier strictement positif n, 'événement [V = n] est égal & 'événement [n < X < n + 1].
1
(a) Montrer, pour tout entier naturel n: P ([Y =n]) = (1 - —> e "
e
(b) Montrer que la variable aléatoire Y +1 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.

(¢) En déduire lespérance et la variance de Y.

3. Soit U une variable de Bernoulli telle que :

On suppose que les variables aléatoires U et Y sont indépendantes.
Soit la variable aléatoire T'= (2U — 1) Y, produit des variables aléatoires 2U — 1 et Y.
Ainsi, T est une variable aléatoire discréte a valeurs dans Z, 'ensemble des entiers relatifs.

(a) Montrer que la variable aléatoire T admet une espérance E (T') et calculer E (7).

(b) Veérifier que T? = Y2. En déduire que la variable aléatoire T admet une variance V (T') et
calculer V (7).

(¢) Pour tout nombre entier relatif n, calculer la probabilite P ([T' = n]).
4. Soit la variable aléatoire D = X — Y. On note Fp la fonction de répartition de D.

(a) Justifier :
Vit €]—00,0[, Fp(t)=0 et Vte[l,+oo[, Fp(t)=1

(b) Soit ¢ € [0, 1. Exprimer I’événement [D < ¢] a I'aide des événements [n < X <n -+, n € N.
(¢) Pour tout nombre réel ¢ € [0, 1] et pour tout nombre entier naturel n, calculer la probabilité
P(n<X <n+t]).
(d) Montrer :
1—et

vte01l, Fo(t) =

(e) Montrer que D est une variable aléatoire a densité. Déterminer une densité de D.
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2 EML III 2006

Loi normale, fonction de répartition d’une variable a densité, changement de
variable a densité quadratique, espérance, variance, loi exponentielle, loi
géométrique, moyenne de n variables géomeériques, théoréme de la limite centrée.

Partie A
1. Soit U une variable aléatoire & densité suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance 5
(a) Rappeler une densité de U.

—+o0
b) En utilisant la définition de la variance de U, montrer que 'intégrale xQG*xz dx est conver-
( : q g
0

—+o0
gente et que / z2e=2"dy = %
0

2. Soit F' la fonction définie sur R par :

Ve <0, F(z)=0
Vo > 0, F(av):lfe’z2

Montrer que la fonction F' définit une fonction de répartition de variable aléatoire dont on déter-
minera une densité f.

3. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.

off

(a) Montrer que X admet une espérance E (X) et que E (X) =

(b) Déterminer, pour tout réel y, la probabilité P ([X2 < y}) . On distinguera les cas y < 0 et
y > 0.

(c) Montrer que la variable aléatoire X2 suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.
En déduire que X admet une variance V (X) et calculer V (X).

Partie B

1. Soit Z une variable alégtc;ire suivant une loi géométrique de parametre p. Ainsi, pour tout k € IN*,
P(Z=k)=p(l-p) .
Rappeler la valeur de I'espérance E (Z) et celle de la variance V (Z) de la variable aléatoire Z.

2. Soient un entier n supérieur ou égal a 2, et n variables aléatoires indépendantes 71, Zs, ..., Z,, suivant

toutes le loi géomeétrique de parameétre p. On considére la variable aléatoire M,, = — (Z1+ Zo + -+ + Z,,) .

n
(a) Déterminer 'espérance m et 'écart-type o, de M,,.
2

1 X
(b) Montrer que lim P ([0 < M,, —m < g,,]) existe et exprimer sa valeur a 'aide de / e 2dx.
0

n—-+4oo

spicesagros.fr PROBABILITES Christian Skiada



ECE2 REVISIONS — ENONCES Page 4/68

3 EML III 1997

Lancers d’un dé équilibré, loi d’une variable discréte (dimension 1), espérance,
variance, loi conditionnelle, loi d’un couple, indépendance.

On dispose d’un dé équilibré a 6 faces et d’'une piece truquée telle que la probabilité d’apparition de
“pile” soit égale & p, p €]0,1[. On pourra noter ¢ = 1 — p.

Soit N un entier naturel non nul fixé. On effectue N lancers du dé; si n est le nombre de “6” obtenus,
on lance alors n fois la piéce.

On définit trois variables aléatoires X, Y, Z de la maniére suivante :

— Z indique le nombre de “6” obtenus aux lancers du dé;

— X indique le nombre de “piles” obtenus aux lancers de la piéce;

— Y indique le nombre de “faces” obtenus aux lancers de la piéce.

Ainsi X +Y = Z et, si Z prend la valeur 0, alors X et Y prennent la valeur 0.

1. Préciser la loi de Z, son espérance et sa variance.

2. Pour k € N, n € N, déterminer la probabilité¢ conditionnelle Pz, ([X = k]). On distinguera les
cas k <mnetk>n.

3. Montrer, pour tout couple d’entiers naturels (k,n) :
N-—n n
N k(5 1
Si0<k<n<N alors P([X:k]ﬁ[Z:n]):(Z)(n>pk(1—p)" k(g) (8)
Sin>Nouk>n alors P(X=k 0

4. Calculer la probabilité P ([X = 0]).
5. Montrer pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tel que 0 < k<n < N :

n\(N\ (N\/(N-k
k n) \k n—=k
En déduire la loi de X.

6. Montrer que la variable X suit une loi binomiale de parameétres <N , %) .
Quelle est la loi de la variable Y 7
7. Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? Déterminer la loi du couple (X,Y).
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4 ESCP III 2003

Suite infinie de tirages dans une urne a contenu variable, suite géométrique,
probabilité conditionnelle, suite récurrente d’ordre deux a coefficients
variables.

Soit a, b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :
— Si la boule tirée est blanche, elle est remise dans I'urne;
— Si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans I'urne par une boule blanche prise dans une réserve
annexe.
Avant chaque tirage, 'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (€2, B,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note :
— B, I’événement “la n-iéme boule tirée est blanche” ;
— X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages ;
— u, l'espérance de la variable aléatoire X,,, c’est-a-dire u,, = E(X,,).

1. Etude d’un ensemble de suites
Soit A 'ensemble des suites (x,,)n>1 de réels qui vérifient :

VneN* saxpp1=(s—1)z,+b+n
(a) Soit « et 8 deux réels et (vy,),>1 la suite définie par :
Vn e N*, v, =an+f

Déterminer en fonction de b et de s les valeurs de a et 8 pour que la suite (v, )n>1 appartienne
a A.

(b) Soit (xr,)n>1 une suite appartenant & A, (vp)n>1 la suite déterminée a la question précédente
et (Yn)n>1 la suite définie par :

YneN*, y,=z,—v,

Montrer que la suite (y,)n>1 est une suite géométrique et expliciter, pour tout entier naturel
n non nul, y,, puis z, en fonction de x1, b, s et n.

2. Expression de la probabilité P (B,,1) a ’aide de u,

(a) Donner, en fonction de b et de s, les valeurs respectives de la probabilité P(B) et du nombre

uy.
- e b+1—wu
(b) Calculer la probabilité P(Bsg) et vérifier 'égalité P(Bg) = —
(¢) Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a. Montrer que, pour tout entier k de 'intervalle
b —k
[0,n], la probabilité conditionnelle Py, —x (Bn11) est égale a L
b — Un
En déduire 'égalité P(B,41) = #

(d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
Si k est un entier de Uintervalle [0,n — a — 1], quel est Pévénement [X,, = k| ?

btn—k
Si k est un entier de l'intervalle [n — a,n], justifier 'égalité Pix, —4(Bni1) = L
s
b _
Montrer enfin que I'égalité P(B,,11) = oA N Un est encore vérifiée.
s

3. Calcul des nombres u,, et P (B,,)
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(a) Soit n un entier naturel non nul. Etablir, pour tout entier k de lintervalle [n 4 1 — a,n],
I’égalité :

- —k+1
a Z+kP([Xn k])+b+nsk+

P([Xny1 = k]) =

P([X, =k —1])

Veérifier cette égalité pour k = n+1, k = n—a et pour tout entier k de I'intervalle [1,n—a—1].

(b) Calculer, pour tout entier naturel n non nul, w,11 en fonction de w, et de n. En déduire que
la suite (uy),>1 appartient a ’ensemble A étudié dans la question 1.

(¢) Donner, pour tout entier naturel n non nul, les valeurs de u,, et de P(B,41) en fonction de
b, s et n.

(d) Quelles sont les limites des suites (up)n>1 et (P(Bp))n>1 7
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5 ESCP III 2001

Probabilités discrétes dans une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et
2 sont noires. Etude des variables aléatoires égale aux rang d’apparition des deux
boules noires dans un tirage sans remise. Somme des cubes, espace probabilisé,

loi d’un couple, lois marginales, comparaison de lois, espérance, variance,
covariance, loi uniforme discréte, min, max, probabilité conditionnelle.

Préliminaire
Montrer, pour tout entier naturel non nul n, ’égalité :

n n?(n +1)?
k= ——
& 1

Soit NV un entier supérieur ou égal & 2.

Une urne contient N boules dont N —2 sont blanches et 2 sont noires. On tire au hasard, successivement
et sans remise, les IV boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 & N, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du tirage qui
a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et X5 la variable aléatoire égale au numéro du tirage qui
a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule noire.

1. Préciser l’espace probabilisé (€2, A, P) que l'on peut utiliser pour modéliser cette expérience aléaoire.

2. Soit i et j deux entiers de l'intervale [1, N]. Montrer que 1’on a :

0 s 1<j<i<N
P(X:i=1, Xo=j]) = 2

3. Déterminer les lois de probabilité des variables X7 et X5. Ces variables sont-elles indépendantes ?
4. (a) Démontrer que la variable N + 1 — X5 a méme loi que Xj.
(b) Déterminer la loi de la variable X5 — X et la comparer a celle de X;.

5. A l'aide des résultats de la question 4 :
(a) Calculer les espérances E(X1) et E(X5).

(b) Montrer l'égalité des variances V(X7) et V(X3).

(¢) Etablir la relation : 2 Cov(X1, X3) = V(X;) ot Cov(X, X») désigne la covariance des variables
X1 et X2.

6. Calculer V(X7); en déduire V(X3) et Cov(Xy, X2).
Dans cette drniére partie, N désigne encore un entier supérieur ou égal & deux.

7. On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé

(Q, A, P), indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur Pensemble {1,2,..., N) et on désigne
par D I’événement : "A ne prend pas la méme valeur que B".

—1
(a) Montrer que la probabilité de I’événement D est .

(b) Soit Y7 et Y5 les variables aléatoires définies par :
Y7 = min(A, B)
Y2 = max(A, B)

Calculer, pour tout couple (i,j) d’éléments de {1,2,...,N}, la probabilité conditionnelle
Pp([Y1 =14, Yo =j]).
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6 ESCP III 1999

Suite de variables de Bernoulli indépendantes, probabilité conditionnelle, loi d’un
produit de variables de Bernoulli, covariance, indépendance, probabilité condition-

nelle, espérance conditionnelle.

Une chaine de fabrication produit des objets dont certains peuvent étre défectueux. Pour modéliser ce
processus on considére une suite (X,,), -, de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, de parameétre
p, (0 < p < 1). La variable aléatoire X,, prend la valeur 1 si le n’®™¢ objet produit est défectueux et
prend la valeur 0 s’il est de bonne qualité.

Pour controler la qualité des objets produits, on effectue des prélévements aléatoires et on considére
une suite (Y,),,~, de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, de parametre p’, (0 < p’ < 1), telle
que Y, prend la valeur 1 si le nl*™¢ objet produit est contrélé et 0 s’il ne l'est pas.

Toutes les variables aléatoires X,, et Y, sont définies sur un méme espace probabilisé 2, muni d’une
probabilité notée P et sont supposées toutes indépendantes entre elles.

La probabilité conditionnelle d’un événement A sachant un événement B est notée Py (A)

Pour tout entier n > 1, on pose Z, = X,,Y,,. La variable aléatoire Z,, ainsi définie vaut donc 1 si le ni®™e
objet est a la fois défectueux et controlé et 0 sinon.

L’objet de 'exercice est d’étudier le nombre d’objets défectueux produits par la chaine avant qu’un
objet défectueux n’ait été détecteé.

1. Déterminer, pour tout entier n > 1, la loi de la variable aléatoire Z,, et la covariance des variables
X, et Z,. En déduire que les variables X, et Z,, ne sont pas indépendantes.

En revanche, il résulte des hypothéses (et on ne demande pas de le justifier) que, pour tout entier
n, la variable aléatoire Z, est indépendante des variables (X;,i # n) et des variables (Y;,i # n), de
méme que des variables (Z;,i # n).

2. Soit, pour tout entier n > 1, A,, 'événement : “le n’*™¢ objet fabriqué est le premier qui ait été
controlé et trouvé défectueux”.

(a) Exprimer A,, a I'aide des variables aléatoires Z1, Zs, ..., Z, et déterminer P (A,,).

(b) Montrer qu’on finira, presque stirement, par détecter un objet défectueux.
3. Soit un entier n > 2.

(a) Pour tout entier k vérifiant 1 < k < n — 1, calculer la probabilité des événements
[Xk- = 1] NA, et [Xk = 1] N [Zk- = 0].
On note By, 'événement [Z; = 0]. Montrer I’égalité des probabilités conditionnelles

Py, ([Xe=1])=Pp, ([Xpr=1)]) = p—Dpp

1 —pp'
(b) Montrer que si 1, ©3,..., Ty_1 €st une suite quelconque de nombres égaux a0 ou a 1, on a :
n—1
Py, ([Xi=a1], [Xo=wo],..., [ X1 =2n1]) = [ Pa, ([Xi =a4])
i=1
n—1 .
(c) Soit S, = > X; le nombre d’objets défectueux fabriqués avant le n’*™¢ objet et soit un entier
j=1

m vérifiant 0 <m <n —1. Calculer P4 _ ([S, =m]).

(d) Déterminer 'espérance de S,, pour la probabilité conditionnelle sachant A,,.
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7 ESCP III 1998

Loi uniforme continue, espérance, variance, indépendance de variables,

convergence en loi d’une suite de variables a densité.

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé, muni de la probabilité P.

1
Pour tout entier n > 1, soit X,, une variable aléatoire réelle vérifiant P([X,, = k]) = = pour tout
n

n

X

entier k tel que 0 <k <n—1. On pose Y,, = —.
n

D’autre part, soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].

1. (a) Déterminer I'espérance E(Z) et la variance V(Z) de la variable aléatoire Z.

(b) Calculer, pour tout n > 1, ’espérance et la variance de Y;,.
Déterminer les limites des suites (E(Y},))n>1 et (V(Y5))n>1.
(c) Montrer que, pour toute fonction f de classe C! sur [0, 1], & valeurs réelles, strictement mono-
tone, on a lir_{l E(f(Y,n)) =E(f(2)).
n—-—+0oo

2. Pour tout réel x on note |z]) la partie entiére de z, ¢’est-a-dire le plus grand nombre entier relatif
inférieur ou égal a x.

(a) Montrer que, pour tout réel z, lim lnz] ==z
n—+oo n
(b) Soit a et b deux réels vérifiant 0 < a < b < 1 et soit I,,(a,b) le nombre d’entiers k vérifiant
k
a<- < b. Montrer que I,(a,b) = [nb| — |na] .

(c) Montrer que, si0<a<b<1, lim Pla<V,<b)=Pla<Z<b).

n—-4oo

Z
J et on pose D,, = Z — Z,.

3. Pour tout entier n > 1 on note Z,, la variable aléatoire

(a) Montrer Z,, et Y,, ont méme loi de probabilité.

(b) Trouver la fonction de répartition et une densité de D,,.
1

(c) Pour un entier k tel que 0 < k < n — 1 et un réel y tel que 0 < y < —, exprimer a
n

k
laide de la variable aléatoire Z 1’événement {7, = - et D, < y}. En déduire la valeur

de P ([z _ g] A [Dn < y]>.

(d) Montrer que les variables aléatoires Z,, et D,, sont indépendantes.
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8 ESCP III 1997

Loi géométrique sur N, min d’un couple, loi d’une somme de variables discrétes,
loi conditionnelle, loi d’une différence, indépendance.

On note IN I’ensemble des entiers naturels. Soit a et b deux réels tels que 0 <a <let 0 <b< 1.

On effectue une suite d’expériences aléatoires consistant a jeter simultanément deux piéces de monnaie
notées A et B. On suppose que ces expériences sont indépendantes et qu’a chaque expérience les résultats
des deux pieces sont indépendants. On suppose que, lors d’une expérience, la probabilité que la piece A
donne pile est a, et que la probabilité que la piece B donne pile est b.

1. (a) Pour tout entier naturel n, calculer la probabilité u,, que la piece A donne n fois pile et, a la
(n+ 1) expérience, face pour la premiére fois. Calculer de méme la probabilité v,, que la
piece B donne n piles et, a la (n + 1) expérience, face pour la premiére fois.

b) Montrer que les suites (u,,). et (v, définissent des lois de probabilité sur IN. Ces lois
n/neN neN
seront notées dorénavant respectivement y et v.

2. On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un méme espace probabilisé (2, A4, P), a
valeurs dans IN, indépendantes et dont les lois de probabilité sont respectivement p et v. (La variable
aléatoire X représente le nombre d’expériences qu'il faut réaliser avant que la piece A donne face
pour la premiére fois et la variable Y représente le nombre d’expériences qu'’il faut réaliser avant
que la piece B donne face pour la premiére fois).

(a) Calculer espérance E (X) et la variance V (X).
(b) Trouver, pour tout entier naturel k, la valeur de P ([X > k).

(¢) On s’intéresse au nombre d’expériences qu'il faut réaliser avant que I'une au moins des piéces
donne face pour la premiére fois. Pour cela on note M la variable aléatoire définie par M =
min (X,Y") . Calculer, pour tout entier naturel k, la probabilité P ([M > k]). En déduire la loi
de probabilité de M.

(d) Déterminer la probabilité que la piece B ne donne pas face avant la piece A, c’est-a-dire
P([Y>X]).

3. OnnoteU =X +Y.

(a) Déterminer la loi de probabilité de U. (On distinguera les cas a = b et a # b).
(b) Calculer, pour tout couple (j, k) d’entiers naturels, les probabilités conditionnelles Pyy—;) ([Y" = k]).

4. On suppose désormais que ¢ =b. On note V=Y — X.

(a) Calculer, pour tout entier naturel k et tout entier relatif r, la probabilité de I’événement
(M =k et V=r). (On distinguera le cas > 0 et le cas r < 0).

(b) Trouver la loi de probabilité de V. Les variables M et V sont-elles indépendantes ?
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9 HEC III 2002

“Le petit frere ’"HEC III 2007” | Densité, fonction de répartition, min, max, statistique
d’ordre, loi d’une somme de variables de Bernoulli indépendantes, fonction béta
d’Euler, calcul d’une intégrale par changement de variable.

Cet exercice met en évidence le fait que I'existence d’une espérance finie, pour une variable aléatoire,
n’est pas toujours intuitive. Dans tout l'exercice, I désigne I'intervalle réel [1,4o00[ et on suppose que

toutes les variables aléatoires envisagées sont définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

Partie A : premiére approche

1. Montrer que 'application g définie par :

1

— sitel
t

0 sinon

est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I admettant g pour densité. Déterminer, pour tout réel
t, la probabilité P([X < ¢]) et montrer que X n’admet pas d’espérance.

3. Soit X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans I admettant g pour densité et telles que, pour
tout réel ¢, les événements [X < t] et [Y < ¢] sont indépendants. On définit alors deux variables
aléatoires U et V par U = min(X,Y) et V = max(X,Y), c’est-a-dire que, pour tout w de Q, U(w)
est le plus petit des nombres X (w) et Y (w), tandis que V' (w) est le plus grand de ces nombres.

(a) Pour tout réel ¢, exprimer I'événement [V < t] a 'aide des variables aléatoires X et Y ; en
déduire la probabilité P([V < t]).

(b) Montrer que la variable aléatoire V' admet pour densité application h définie par :
2(t—1)

h(t) = 3
0 sinon

sitel

(c) De fagon analogue, calculer pour tout réel ¢ la probabilité P([U > t]) et en déduire que la
variable aléatoire U admet pour densité 'application m définie par :

2

3 sitel
m(t)=q 1t

0 sinon

(d) Montrer que V n’admet pas d’espérance et que U admet une espérance que 1’on calculera.

Partie B : situation plus générale

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal & 2 et on suppose que n visiteurs, numérotés
de 1 a n, se rendent aléatoirement dans un musée et que, pour tout entier de Uintervalle [1,n], I'heure
d’arrivée du visiteur numéro k est une variable aléatoire X admettant pour densité ’application g définie
dans la partie A. On suppose de plus que, pour tout réel ¢, les événements [X; < ¢, [Xo <t],...,[X, <]
sont mutuellement indépendants. Si r est un entier de U'intervalle [1,n], on note 7, la variable aléatoire
désignant ’heure d’arrivée du r-iéme arrivant. La partie A traite donc du cas n = 2, les variables
aléatoires U et V' étant respectivement égales a T et Tb.

1. Soit ¢ un élément de I fixé. Pour tout entier k de [1,n], on note By, la variable aléatoire prenant la
valeur 1 lorsque I'événement [X), < ] est réalisé et la valeur 0 sinon.

(a) Préciser, en la justifiant soigneusement, la loi de la variable aléatoire Z définie par Z =
B+ ...+ B,.
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(b) Pour tout entier r de l'intervalle [1,n]], exprimer 1’événement [T, < t] & aide de la variable
aléatoire Z et en déduire I'égalité :

=200 (@)

r

a) Vérifier, pour tout entier k de l'intervalle [1,n], I’égalité k ") n+1-—k " =0.
k k-1

(b) En déduire que, pour tout entier r de l'intervalle [1,n], la variable aléatoire T, admet pour
densité I’application f,. définie par :

fr(t) = T(:’l> (%)nﬂ_r (1 - %)T_l sitel

0 sinon

(¢) Donner un équivalent & tf,.(t) quand t tend vers +o00 et en déduire que les variables aléatoires
Ty, T, ..., T,—1 admettent une espérance alors que 7T,, n’en admet pas.

1
2. Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, on pose J(p,q) = / 2P (1 —x)ldx.
0

(a) A Taide d’une intégration par parties, établir pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, la
relation :

(p+1)J(pg+1)=(g+1)J(p+1,9)
(b) Calculer, pour tout entier naturel ¢, l'intégrale J(0, q).

(¢c) Montrer par récurrence sur p que, pour tout couple d’entiers naturels (p, q), on a :

plq!

J(l%‘l)im

3. Soit 7 un entier de l'intervalle [1,n — 1].

(a) Si a est un réel strictement supérieur a 1, transformer en effectuant le changement de variable
1 a
z=< l'intégrale / t f-(t)dt.
1

(b) En déduire la valeur de l'espérance de la variable aléatoire T, en fonction de n et de r.
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10 HEC III 1996

Tirages par lots, loi géométrique, recherche d’une conjecture. I

On désigne par m un entier fixé supérieur ou égal a 2.

Une urne contient m boules numérotées de 1 & m. On note E l’ensemble de ces boules et P(E)
I’ensemble des parties de FE.

Un dispositif permet d’effectuer le tirage au hasard d’une partie de ces boules, de telle maniére que
chacune des parties de E (c’est-a~dire chacun des éléments de P(F), y compris la partie vide ou 'ensemble
de toutes les boules) ait la méme probabilité d’étre tirée.

1. On effectue un tirage.

(a) Quelle est la probabilité que la boule portant le numéro 1 appartienne & ’ensemble de boules
tirées ?

(b) Pour tout entier i vérifiant 1 <4 < m on note A; ’événement : “la boule portant le numéro i
appartient & I’ensemble de boules tirées”. Les événements A; sont-ils indépendants ?

(¢) Quelle est I'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de boules qui ont été tirées?
Quelle est sa variance ?

(d) La probabilité de tirer un nombre pair de boules est-elle supérieure a la probabilité d’en tirer
un nombre impair ?

2. On effectue maintenant une suite de tirages de la forme précédente, en remettant dans 'urne
I’ensemble des boules tirées, aprés chaque tirage.

(a) Déterminer, pour tout entier k > 1, la probabilité que la boule numéro 4 soit tirée pour la
premiére fois au k'¢ tirage.

(b) On note T; la variable aléatoire qui prend la valeur k (k entier supérieur ou égal a 1) si la
boule numéro i est tirée pour la premiére fois au k'®™° tirage. Déterminer I’espérance de Tj .

(¢) On admet, sans que la justification en soit demandée, que les variables aléatoires T, T, ...,
T,, sont indépendantes. On note 1" le nombre minimum de tirages qu’il faut effectuer pour que
chacune des m boules ait été tirée au moins une fois. Déterminer, pour tout entier £ > 1, la
probabilité que T soit inférieure ou égale & k. En déduire la loi de probabilité de la variable
aléatoire T

3. On effectue maintenant une suite de tirages, sans remettre dans l'urne, aprés chaque tirage, les
boules tirées. Chaque tirage consiste encore a prendre au hasard une partie des boules qui restent
dans 'urne, chacune des parties de I’ensemble des boules restantes ayant la méme probabilité d’étre
tirée.

(a) Calculer la probabilité pour que les m boules soient toutes tirées en au plus deux tirages.
Calculer la probabilité pour que les m boules soient toutes tirées en exactement deux tirages.

(b) Pour tout k& > 1 déterminer plus généralement la probabilité pour que les m boules soient
toutes tirées en au plus k tirages (On pourra raisonner par récurrence).
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11 HEC III 1992

Loi d’une variable & densité, moments, somme et produit de variables & densité,

covariance, espérance.

Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 3 et p un nombre réel tel que 0 < p < 1. Une
entreprise de transport posséde n véhicules identiques numérotés de 1 a n. Le jour J, chaque véhicule a la
probabilité p d’étre en état de marche et la probabilité 1 — p d’étre en panne. On suppose que les pannes
des différents véhicules surviennet de fagon indépendante.

1. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre de véhicules en état de marche le jour J.

(a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
(b) Calculer les espérances E(Y) , E(Y (Y — 1)), E((Y —2) (Y —1)Y). Veérifier que les rapports
E(Y (Y -1)) ; E(Y-2)(Y-1)Y)
E(n-1Y) " E(m-2)(n-1DY)

2. On se place le jour J. Pour tout nombre entier i tel que 1 < i < n, on note X; la variable aléatoire
qui vaut 1 si le véhicule numéroté 7 est en état de marche ce jour-1a et 0 sinon. Exprimer Y a l'aide
des X;.

3. On se place encore le jour J. L’entreprise désire utiliser ses véhicules par équipes de deux; une
équipe est constituée d'une paire de véhicules, notée {7, j} , ou i et j sont deux entiers distincts (une
paire ne dépend pas de lordre dans lequel on écrit les entiers i et j).

sont indépendants de n.

(a) Soient i et j deux entiers distincts compris entre 1 et n. Interpréter la variable X;X;. Trouver
sa loi de probabilité et son espérance.

(b) On note Z = 3  X;X; la variable aléatoire obtenue en faisant la somme des variables
(i,9)eA
aléatoires X;X; quand {7, j} parcourt 'ensemble A des paires d’entiers distincts entre 1 et n.
Interpréter la variable Z. Calculer son espérance.

(c) Etablir la relation :
Y?=Y +2Z
A Taide de la question 1.b retrouver I'espérance de Z.
(d) Calculer la covariance de Y et Z.
4. Soit o un nombre réel tel que 0 < a < 1. On suppose qu’un véhicule en état de marche le jour J
a la probabilité o d’étre en panne le jour J + 1 et que tout véhicule en panne le jour J est remis

en état de marche le jour J 4 1. On note X/ et Y’ les variables aléatoires définies le jour J + 1
respectivement comme X; et Y le sont le jour J.

(a) Trouver les lois de probabilité de X/ et de Y.
1
(b) Montrer que si p < > le nombre moyen de véhicules en état de marche le jour J + 1 est

supérieur au nombre moyen de véhicules en état de marche le jour .J.

(¢) On prend o = 1/10. Déterminer la valeur de p pour laquelle le nombre moyen de véhicules en
état de marche le jour J + 1 est le méme que le jour J.
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12 EDHEC 1997

Espérance et antirépartition : cas discret et continu, reste d’une intégrale conver-
gente, suite définie par une intégrale impropre convergente.

Dans ce probléme n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Partie I

On effectue 2n tirages au hasard dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.

Un tirage consiste & extraire une boule de I'urne, la boule tirée étant remise dans 'urne.

On note N la variable aléatoire égale au numéro du tirage au cours duquel, pour la premiére fois, on

a obtenu une boule déja obtenue auparavant.

1. Montrer que N(Q) = [2,n + 1].
Ak

2. Montrer que Vk € [1,n], P ([N > k]) = —
n

Rappel : Ak désigne le nombre d’arrangements de k éléments d’un ensemble & n éléments.
3. (a) Montrer que pour tout k € [2,n], P(N =k) =P([N >k —1]) = P([N > k]).

(b) Calculer P([N =n + 1]) puis en déduire la loi de N.

n
Ak
4. Montrer que Pespérance E(N) de la variable aléatoire N est E (N) = Z —.

Partie II
Soit X une variable aléatoire, & valeurs dans R4, de densité f (nulle sur R*) et de fonction de

répartition F. On suppose, de plus, f continue sur IR .
xr

On pose, pour tout réel = positif, ¢ (z) = / tf(t) dt.
0

1. Montrer, grace & une intégration par parties, que :

Ve e Ry, @(x)/ow(lF(t)) dt — zP ([ X > z])

x
2. On suppose, dans cette question, que I'intégrale / (1 —F(t)) dt converge.
0

(a) Calculer ¢’ (x) et en déduire que la fonction ¢ est croissante sur R .
(b) Montrer que ¢ est majorée et en déduire que X a une espérance.

(¢c) Montrer que :
+o00o
vz € Ry, 0§xP([X>x])§/ LF () dt

+oo

(d) En utilisant le fait que X a une espérance, montrer que lirf tf(t) dt=0.
T—+00
x

+oo
En déduire lim zP ([X > z]), puis montrer que E (X) = / (1= F(t)) dt.
0

T— 400

Partie I11

On considére la fonction F,, définie par :

0 si <0
B () = 1—(1—1—%) e si >0

1. Montrer que F,, est la fontion de répartition d’une variable aléatoire a densité T,.
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—+o0
2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel k, 'intégrale I}, = / zFe~?dx converge.
0
(b) Montrer que I4; = (k + 1) I}, puis donner la valeur de Ij.
3. En déduire , en utilisant la partie II, que T, a une espérance et que E (7,,) = E(N).

YLOTOTOToT
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Deuxiéme partie

Correction

13 EML III 2007

1. Cette question ne pose aucun probléme en introduisant une variable aléatoire suivant la loi expo-
nentielle de paramétre 1, alors une de ses densité pourrait étre f sans aucun probléme.

2. (a) Remarquez que le constat précédent nous fait écrire que X — ¢ (1).
Par définition, nous avons Y (Q2) = N avec :
Py =0) = P(X<1])
= Fx (1) ou Fx est la fonction de répartition de X
= 1-e¢! (1)

Pour tout entier naturel n non nul,

P(Y=n]) = P(p<X<n+1))
= Fx(n+1)—Fx(n)
= (1—e ) —(1-e)
= e " —e (")

= e"(1-¢e) (2)

Selon (1) et (2) :

VneN, P(Y=n])=e"(1—e?)

(b) La variable Y + 1 est a valeurs dans N* avec pour tout n de IN*,

P(Y+1=n]) = P([Y=n-1])
e~ (n=1 (1—e)

G ()

Y+1;>g<1—l>

e

Conclusion :

Comme d’aprés le cours, Y + 1 admet admet une espérance et une variance (en tant que
variable géométrique), Y admet donc une espérance et une variance , respectivement égales!

a:
E(Y) = E(Y +1)—1 par propriété de E
1
= —-1
1— =
e
- 1
oe—1

1On rappelle les équivalences suivantes :
V(a,b) € R* xR | aX + b admet une espérance <= X admet une espérance

V(a,b) € R* xR| aX + b admet une variance <= X admet une variance
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D’autre part par propriété de la variance :

V() = V(Y+1)

Conclusion :

Nota bene : nous pouvions constater que Y = | X | mais ’énoncé ne I’a pas précisé pour ne
pas faire peur peut-étre!

3. (a) \ 4 La variable T' admet une espérance en tant que produit de deux variables, 2U — 1 et Y,
admettant chacune un moment d’ordre deux. Avec :
E(T) = E((2U-1)Y)
E(2U — 1)E (Y) par linéarité de l'espérance et par indépendance de U et YV
= (2E((U)—-1)E(Y) par propriétée de E

- <2x%1)E(Y) carUMB(%)

Conclusion :

E(T)=0
(b) Vérifions ...
T = ((2U —1)? Y2>
= 4U?Y? —4UY? +Y?

= AUY? - 4UY? +V?
Y2

\ 4 Car du fait que U suit une loi de Bernoulli, nous avons 1’égalité U2 = U. En effet :

VweQ, (U(w)=1) <= (U?(w)=1) puisque U (Q)={0,1}
et YweQ, (U(w)=0) <= (U*(w)=0) puisque U (Q)={0,1}

Cette égalité se généralise pour n’importe quelle puissance non nulle. Comme Y2 admet une es-
pérance, T2 en admet une aussi. Autrement dit 7' admet une variance égale selon le théoréme
de Huygens-Koenig a :

V(T) = E(T%) - (E(T))

= V(Y)+ (E(Y))” selon le théoréme de Huygens-Koenig

B <e61>2+<ei1>2

Conclusion :
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(¢) Nous avons T (2) = Z avec selon la formule des probabilités totales :

4. (a)

VneZ, P(T=n)=P(T=n]N[U=0)+P(T=nn[U=1])

car les événement [U = 0] et [U = 1] constituent un systéme complet d’événements. Ainsi
pour tout entier relatif n :

P(I'=n])) = PIRU-1)Y =n]Nn[U=0)+P([(2QU-1)Y =n|N[U =1))
= P([-Y=nnU=0)+P([Y =n]Nn[U=1])
= P(YV =—nn[U =0)+P(Y =n]n[U = 1))
Discutons maintenant :
- Sin=0:
P(Tr=0) = P(Y=0n[U=0)+P (Y =0n[U=1])
— P(IY =0)P (U =0) + P (Y = 0) P (U = 1)
- P(V=0)
= 1—e! (3)
- SineN*:
P(T'=n]) = P(Y=-—nnU=0)+P(Y =nn[U=1])
= PON[U=0])+P([Y =n]N[U =1]) car Y est une variable positive
= P(Y =n]n[U=1])
= P([Y =n])P([U =1]) par indépendance de U et Y
1 —-n -1
= e (1-e) 4)
- sineZ :
P(T=n)) = P(V=—nn[U=0)+P(¥=nnl=1)
= P(Y=-nN[U=0)+P@N[U=1]) car Y est une variable positive
= P(Y=-n]N[U=0]) avec —n € N*
= P(Y =-n)P([U=0]) ()
1 1
= 56” (1—e)

Conclusion : selon (3), (4) et (5)

P(T=0)=1—e! et VYneZ*, P(I=n])= 67;1‘ (1—et)

Signalons pour commencer que la variable D est associée & la partie décimale de la variable
X puisque Pon rappelle que Y = | X |, donc que D = X — | X]. Alors la variable D est a
valeurs dans l'intervalle [0, 1] car rappelons encore que :

VeeR, 0<z-—|z|]<1
puisque, par définition pour tout réel z,
lz] <z <|z]+1

Par conséquent en notant Fp la fonction de répartition de la variable D nous pouvons immé-
diatement dire que :

Fp(t)=0 si t<0
Fp(t)=1 si t>1
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(b) Comme la famille des événements ([Y" = n]), .y constitue un systéme complet d’événe-
ments nous pouvons écrire pour tout réel ¢ € [0,1],

[D <]

Conclusion :

[D<t|NQ
QDsmm(w[Ym)

nelN

W ([D <t]N[Y =n]) par distributivité de N sur U
neN

<w<ﬂmy=®w(w<w<ﬂmy=w)

nelN*

(WYSHNYWH<H(WY§ﬂNY@)

nelN*

<m<ﬂmw<u>w(w<w>y<ﬂmw=m0

neN*

=[X<t] car [K(gt]c[X<1]

[X<t]L+J< EL?w([x—n<t]m[n<x<n+1]))

([th])@( g*([xgnﬂ]m[ng)(mﬂ]))

([X<t])trj< G| ([n<X<min(n+t,n+1)]))

nelN*

qx<mw(w<m<x<n+m)

nelN*

([0§X§0+t])trj< g*([ngx<n+ﬂ))

W (n<X <n+t])
neN

vte[0,1], [D<tl= W (n<X <n-+t])
neN

(¢) Nous avons pour tout nombre réel ¢ € [0, 1], et pour tout entier naturel n :

P(n<X<n+t))=Fx(n+t)—Fx(n)= (1—6_("+t)) —(1—e™)

Conclusion :

VneN, Vtel[0,1], P(n<X<n+t])=e"(1—e)

(d) Pour tout nombre réel ¢ € [0,1] :

spicesagros.fr

Fp (t)

- p(|Y msx<nra))

neN
> P([([n <X <n+t])]) par o — additivité de P

nelN

+oo
— Z e—n (1 _ e—t)
n=0

+o0 1\ "
= (1 — e*t) Z <—> somme de série géométrique

n=0 €

de raison 1/e tel que |1/e| <1
o 1l—et
1-1/e
1—et
vte [0,1], Fp(t) =
[ ) [ D( ) 1—e!
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(e) Faisons le bilan :

0 si t<O0
1— —t

Fp(t) = 1_:_1 si tel0,1]
1 si t>1

Nous voyons & ce niveau que :

— Fp est continue sur |—oo, 0[ (fonction nulle) ;

— Fp est continue sur [1,4+o00[ (fonction constante égale a 1);

— Fp est continue sur [0, 1] (composition de ¢t — —t : C° sur [0, 1] et exp : C° sur R);
D’autre part Fp est de classe C! sur R sauf peut étre en 0 et 1 ce qui fait qu’elle posséde
toutes les propriétés requises pour affirmer que D est une variable a densité dont une densité
fp est obtenue par dérivation de Fp sur R* et nous poserons que :

fp(0)=fp(1)=0

Cela donne :

0 si t€]—o00,0]U[l,+oo|
fp(z) = —t
1;71 si te]01]
yIoToToTok
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14 EML III 2006
Partie A

1. Soit U une variable aléatoire & densité suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance 5

(a) C’est une question de cours! En notant fiy une densité de U nous prendrons par exemple :

\/g exp <_2—;”2> — e (-2?)

1
(b) 1l est de notoriété publique d’affirmer que V (U) existe et vaut 5 et selon le théoréme de

VeeR, ful(z)=

Huygens-Koenig :
V(U) = E(U?) —(EU))’
= E (U?) puisque la U est centrée

L[,
= — xe™ " dx
ﬁ/_oo
2 [t 2
= ﬁ/o z?e™% dx par parité de fy

Par conséquent :

9 +oo 9 22 1
i “Tdr ==
ﬁ/o v ’ 2
VT

“+o0
. . , _r2
ce qui montre que l'intégrale / x2e~® dx converge et vaut T
0

+o00o
/ z2e " dy = VT (6)
0 4

Conclusion :

2. C’est parti pour deux points essentiels & vérifier :
— F est continue sur R_ puisque F' y coincide avec la fonction nulle et sur R en tant que somme
de telles fonctions. D’autre part lim F' = lir+nF = F(0) = 0 et F est continue en 0 donc sur R
0- 0

finalement.

— F est de classe C! sur R_ puisque F'y coincide avec la fonction nulle et sur R’ en tant que somme
de telles fonctions. (Il est totalement inutile de perdre votre temps en 0 puisque une fonction de
répartition d'une variable & densité doit étre de classe C' presque partout).

Conclusion : selon les deux propriétés précédentes nous pouvons affirmer que

‘ F est la fonction de répartition d’une variable a densité ‘

Une densité f est obtenue a partir de F' par dérivation sur R* et nous compléterons sa définition
en posant f(0) =0 ce qui donne :

0 si zeR*
o]

2ze=7" s r € R+

—+o0
3. (a) Lavariable X admet une espérance si et seulement si 'intégrale xf (z) dz est absolument
—00
convergente et comme f est identiquement nulle sur R_, X admet une espérance si et seulement

+o0 9
si l'intégrale / 222e* dx est convergente, ce qui est le cas puisque nous reconnaissons A

0
un coefficient multiplicatif prés I'intégrale de 'égalité (6).
Conclusion : X admet une espérance égale a

+oo
E(X)= 242" dx = 2/m = i
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(b) » D’évidence si y < 0, ’événement [X2 < y] est impossible et dans ce cas P ([X2 < y]) =0.
» Si maintenant y > 0, puisque I'application & — /Z est une bijection croissante sur R,
nous avons les équivalences suivantes :

(X*<y) = (X| <y = (V<X <)
et :
P([X*<y]) = P(-vy<X<Vi)
— P - F (Vi)
= F(y/y) — 0 puisque —/y <0

1—e™Y
Faisons le bilan :
0 si yeR”
Pt ={ ] . 3 ViR

(c) Le résultat précédent, au demeurant culturel, montre clairement que :
X% —e(1)

Nous avons la célébre condition nécessaire et suffisante : X admet une variance si et
seulement si X admet un moment d’ordre deux, ce qui est le cas ici puisque X? est une
variable exponentielle.

Conclusion : X admet une variance égale, selon le théoréme de Huygens-Koenig a

V(X) =B (X?) - (B(X)? =1~ <ﬁ)21%

2

Partie B

1. Sans commentaire particulier, puisque c’est du cours :

E(Z):%) et V(Z)= 1p_2p

2. (a) Pour commencer signalons que la variable M,, admet une espérance et une variance puisqu’elle
est obtenue & partir d’une somme de n variables admettant chacune une espérance et une
variance en tant que variables géométriques. Par linéarité de ’espérance nous obtenons :

E(M,) =

M=
=
N

z

>
Il
—

I
[l 3|~ 3|~ 3
>
M-
SRR

Conclusion :

1
E(M,) = -
(M) p

Par indépendance des variables 7y, Zs, ..., Z,, nous obtenons que :

S

\% (Mn) =

3|~
>
[
w
<
S

| —
s
—_
\
hS]

=3
| S
o~
Il
—
S|
S

S
[
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et par définition :

(b) Comme les variables aléatoires (Z;),c[; ) sont indépendantes et de méme loi on parle de

Mn—E(Mn))

variables iid, le théoréme de la limite centrée nous affirme que la suite ( 0L
g n

converge en loi vers une variable N suivant la loi N (0,1). Par conséquent :

M,, — 1 [ =2
VeeR, lim P<{—m§x})¢>(x)—/ e 2dx
n—-+o0 On \/ﬁ — oo

et finalement :

lim P([O<M <1D —<1>(1)—c1>(0)—i/1e—%2dx
n—-+oo - On - N _\/ﬁ 0

IOToToToX
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15 EML III 1997

1. Comme on effectue une suite finie de N épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme

..
parametre 5 alnsl :

1
Z—B[N,=
~5(v5)
Autrement dit :
N 1 n 5 N—n
Z(Q):[[O7N]]7 VTLEZ(Q), P([Z:TL]): ~ ~
n 6 6
et d’apres le cours :
N 5N

2. Tout d’abord la loi conditionnelle de X sachant que [Z = n] est la loi binomiale B (n,p), car on
effectue une suite finie de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parameétre
p (probabilité d’obtenir pile).

(TL
0 si k>n

>pk‘ 1—p)" % si ke [0, n]

3. Comme Vn € N, P ([Z =n]) # 0, alors selon la formule des probabilités composées, lorsque
0<k<n<N:

P ([X =K N[Z=n]) =Pz (X = k)P ([Z =n]) = (Z)p’f (1=p)"" (N) (%)N (%)

n

Sin>Nouk>n:
P(X=knNn[Z=n])=0

car dans ce cas soit P;_y) ([X = k]) = 0 soit P ([Z =n]) = 0.

Conclusion :
n N n—=k 5 N=n 1 " .
0 si k>noun>N
4. Nous avons :
P(X=0]) = %OP([X()]Q[Z”])

d’aprés la premiére version de la formule des probabilités totales

= e (M) Q) (1) s

SO

Conclusion : par la formule du bindbme de Newton

P (X = 0) = (G—gp)N

5 6-—p
-< — 1.
avec 6 < 6 <
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5. Sans commentaire particulier, pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tel que 0 <k <n < N:

(Z) (Z) T (nn! 0l (]\]TV! n)!
N (N — k)|

KN —R)! (= RIN —n)

- (D65
V(kn) €N’ 0<k<n<N, (Z)@):(]D(]:_:)

Toujours selon la premiére version de la formule des probabilités totales pour tout k €
[0,N] :

Conclusion :

P(X=k) = nZ_:OP([Xk]ﬂ[Zn])Jrlg:kP([Xk]ﬂ[Z n])

=0 +nzzjk (Z) (f)pk (1 7p)nik <%)Nﬂ <%>” selon le 3.

) (Zf)p’“ 1-p)" " (%)N_n (%) posons i = 1 — k
(e () (1)
DECTIEE

e pe=n - (1) Q) (*5)

Conclusion :

l1-p+5+p
— -

NY 4 p\E(6=p\" " p
D (552) " a xen(d
< k )p <6> 6 ct X=BN.g
» Déterminons la loi de Y.
Comme X et Y jouent un role symétrique (on remplace pile par face) alors :

Y<_>B<N,%>

selon la formule du binéme de Newton, avec

6. (a) » Déterminons la loi de X.

Vk € [0,N], P (X =k])

7. Comme P ([X = N]N[Y = N]) = 0 alors que P ([X = N])P ([Y = N]) # 0 ceci est un contre-
exemple montrons que :

| X et Y sont non indépendantes|

Déterminons la loi du couple (X, Y).
Nous avons :

X (Q)=Y(Q)=[0,N]
et :

vid) e DN, P(X=iinly —j)={ § ZTIHANE =D S0=iri <N
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Conclusion : pour tout couple (i,5) € ([0, N])* :

(

N
1+

I

i?)pi(l —p)’ (

5

6

)N—(H—j) (

1

6

i+7
) Si0<i+j<N

sinon
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16 ESCP III 2003

1. (a) La suite (v,),>1 appartient & A si et seulement si :
Vne IN*, s(a(n+1)+p8)=(s—1)(an+p5)+b+n

soit encore :
VneN*, n(a—1)+sa+p-b=0
En particulier pour n =1 et n = 2 nous obtenons le systéme :
(a—1)+sa+p8-b=0
2(a—1)+sa+8-b=0
a(l+s)+p=0>b
= { a+s)+5=0b0+2

a=1
= B=b—s

(b) Pour tout entier naturel non nul n, les deux égalités suivantes sont vérifiées :

Sxpy1=(s—1)z,+b+n
Stpt1=(s—1Dv,+b+n

En retranchant membre & membre les deux égalités, on obtient sy,+1 = (s — 1) ¥, ou encore,

puisque s # 0 :

_(s—1
Yn+1 = s Yn

. , P . S
La suite (yn),,~; est donc géométrique de raison

et, d’apres le cours :

n—1
Vn>1, y,=(x1—1—->b+5s) <5;1>

soit par la relation liant x,, & y, nous avons finalement :

1 n—1
Vn > 1, xnn+bs+(x11b+s)<ss >

-1
, de premier terme y;, égal & x1—1—b+s

(7)

2. (a) En prenant au départ pour 2 ’ensemble des boules en jeu muni de la probabilité uni-
forme puisque les boules sont tirées au hasard, nous pouvons utiliser 'identité de Laplace
pour calculer P(B7) en calculant le rapport entre le nombre de boules favorables sur le nombre

total de boules, ce qui donne :

P(B)) ="

La variable X7 est une variable de Bernoulli égale a 1 si et seulement si ’événement Bi,

par conséquent :

b
U1 :E(Xl):;

(b) Utilisons la formule des probabilités totales sachant que les événements B; et B; consti-

tuent un systéme complet d’événéments :

P(B2) = Pp,(B2)P(B1) + P (B:2)P(By)

b\> b+ 1
= <—> + (E) (%) en respectant les modalités du tirage

S S
a(l+b)+b?
52
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Faisons apparaitre u; maintenant.

b+1—u b+1_;

(s —b+bs)

(a+b—-b+b(a+D))

mml = anl = anl =

Conclusion : selon (8) et (9)

Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.

Si I'événement [X,, = k| est réalisé, la composition de I'urne avant le (n + 1) — éme tirage est
de b+ n — k boules blanches et de a + k — n boules noires. Par le méme raisonnement qu’ au
2.a. nous obtenons :

b+n—k

Vn e [l,a], Vke[0,n], Prx,—x (Bnt1) = .

Par la formule des probabilités totales, la famille événementielle ([X,, = k]) ke[o,n] COnsti-
tuant un systéme complet d’événements de probabilités & priori non nulles, il vient :

P(Bny1) = kzZ:OP[Xn_k] (Bn+1) P ([Xp = £])
_ (“Z ) ([X, = K)
in 1 n

= ( S ) P ([Xn=k])—- Zk:P ([X, = k]) par linéarité de la somme
=0

Conclusion :

b+n—uy

Vn € [[1,&]], P(Bn+1) = 5

(10)

Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
— Si k est un entier de lintervalle [0,n —a — 1], n — k > a + 1 et il impossible d’avoir tiré
n — k boules noires au cours des n premiers tirages, il s’en suit que :

L’événement [X,, = k| est impossible et X,, () C [n — a,n] ‘

— Si k est un entier de Uintervalle [n—a, n], le méme raisonnement qu’a la question précédente
conduit aussi au résultat :

b+n—k
s

Vn>a, Vk€[n—a,n], Pix, -k Bny1)=
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— Toujours selon la formule des probabilités totales, avec le méme systéme complet d’évé-

nements :
P(Bpt1) = k;QP[Xn:k] (Bni1) P ([X,, = K])
n—a—1
= % Puooy (Bur) P(Xn = )+ 3 Pry, oy (Busa) P (X = k)
w0 5’_/ k=n—a
- b+n—k
= X <T)P([Xnk])
k=n—a
= P([X, =k]) — - kP (X, =k dével ‘
( S ) k:’ZL_a ([ D Sk:,’ZL_a ([ D en developpan
=t —E(X)
Conclusion :
b - Un
vn>a, P(Bpy1)= # (11)

Conclusion : selon (10) et (11)

b+n—u,
s

Vne N*, P(Bn.i) = (12)

3. (a) Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements
(Bnt1, Bnt1) nous avons pour tout entier naturel k € [n+1—a,n] :

P([Xp1 =k) = P(Xup1 =k NBu1) +P([Xnp1 =k NBupa)
— P(Xo = k1] Busr) + P(X, = K N Bosy)
= Pix,—k-1)(Bnt1))P([Xn = k= 1]) + Px, =) (Bpt1)P([X, = K])

Et en raisonnons de la méme fagon qu’au 2.c :

P (X1 = ) = (S8 P, =4 + () Pix, = k-1 | (9

— Pourk=n+1:

P ([X7L+1 =n-+ 1

)=
P (1)
P ([X, )=0

b n+1
P(BiNByN...NBpyy) = (;)

et 'égalité (13) est vérifiée.
—Pourk=n—-a:
P([Xny1=n—d]) =
P(X,=n—-a-1])
a-n+k=0

0
=0 d’apres 2.d

et 'égalité (13) est vérifiée.
~Pourkel,n—a—1]:

X1 =k =0 [Xp=k-1=0 [X,=kl=0

et 'égalité (13) est vérifice.
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(b) Soit n un entier naturel non nul. D’aprés le résultat précédent :
n+1
Supy1 = 8 > kP ([Xpp1 = k)
k=0

n+1
= s k; kP ((Xni1 = k])

- skik <<m) P([X, = k]) + <M> P([X, =Fk— 1])> selon (13)

NS b a— W) P X = k) £ S k(b —k+1) P([Xs — k — 1]) par lincarité de 3"

k=0 k=1
e S k(a—ntk)P([Xn = K) + 3 (k+1) (b4 1 — k) P(Xn = k]) car P((Xn =n+1]) =0

k=0 k=0
= (a—n) 2 kP (X0 = k) + 3 K2 P (X, = K])

k=0 k=0
L (bt n) 3 kP ([Xn = k) — 3 K P (X, = k)
k=0 k=0
+(b+n) 3 P ([Xu=K) = > kP ([X, = K])
k=0 k=0

= (a-n)E(X,)+E(X2)+(b+n)E(X,) -E(X2)+b+n—-E(X,)
(s—1HE(X,)+b+n

Conclusion :

VYn e N* supri=(s—Du,+b+n

La “boucle est bouclée” et la suite (), - appartient a I'ensemble A.

(¢) En reprenant le résultat (7), pour tout entier naturel non nul,

1 n—1
unn+bs+(u11b+s)<ss )

Conclusion :

b s—1 n—1
Yn>1, u,=n+b—s+ ;—1—b+s S

et selon (12) :

n—1
Vn>1, P(Bu1)= _(g_l_“s)%

(d) Puisque s est supérieur & deux, on a :
s—1 n—1
lim ( > =0
n—-+00 S

lim u, =400 et lim P(B,41)=1

n—-+4oo n—-+oo

Par conséquent :

LOToToToX
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17 ESCP III 2001

Préliminaire. Je vous laisse faire la récurrence comme des grands!

1. Comme les tirages sont caractérisés, par exemple, par ’emplacement des boules blanches puisque
toutes les boules sont tirées, autrement dit 'univers est I’ensemble des dispositions possibles telles
que deux cases parmi les N sont occupées par les deux boules noires les autres étant occupées par
les blanches. Alors 2 est un ensemble fini donc d’aprés le cours nous pourrons prendre A = P (£2)
et comme les boules sont tirées au hasard, 'univers sera de la probabilité uniforme P.

1. Comme Card (©2) = Card (P2 ([1, N])) nous avons Card (Q) = <];])
— (X1, X2) (Q) = {(i1,i2) € [1, N]? | iy <ia}.
~ (X1 =dn[Xy =j] = {(ir,i2) € [I,N]? | i1 =i, ia =j}.
Par conséquent Card ([X; =4 N[Xy =j]) = 1.
Conclusion :

0 si (4,5) € (X1, X2) (Q)
PN =il =i) = 2 =g S (0) € (N Xa) (@)
)
2. Par théoréme :
— Loi de X ;.
Pour tout 7 € [1, N — 1],
P(Xi=i) = Y P(I=idn[=J)

j=it1
al 2
- j;ﬂ N(N_-1)
2(N = (i+1)+1)
B N (N —-1)
Conclusion :
Vie[LLN—1], P(X;=1]) = ]3((]]\(]_21))
— Loi de X 5.
Pour tout j € [2, N],
N-1
P(X;=j)) = > P ([X1 =i n[X;=j])
_ j:iP([Xlz]O[ng])+O
3:1 9
T A2 NN-1)

Conclusion :

Vj e [[27N]]7 P([XQ :]D =

| Les deux varibles sont dépendantes ‘
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4. (a)

Tout d’abord :

(N +1-X5)(2) = X, ()]
car X5 (Q) = [2, N] donc —X5 (Q) = [N, —2] et cela entraine que :
(N+1-X2)(Q)=[1,N—-1] = X1 (Q)
Pour tout entier naturel k € [1, N — 1],
P(IN+1—-Xy=k])

P(Xo=N+1—k])

2(N+1-k—1)
N(N-1)

2(N — k)

N(N-1)

= P([Xi=4k])

Conclusion :

[L(N+1-Xa)=L£(X))]

Déterminons la loi de (X2 — X7)
Tout d’abord (X2 — X1) (©2) = [1, N —1]. D’autre part pour tout entier naturel k € [1, N —1],
P(Xo-Xi=k)= > P(Xo=k+in[Xy=i])

1<i<N-—1
2<k+i<N

or nous avons les équivalences successives suivantes :
1<i<N-1
2<k+i<N
1<i:<N-1
2-k<i<N-k
— (max(1,2—k) <i¢<min(N —-1,N —k))
— (1<i<N-k)

et pour tout entier naturel k € [1, N — 1],

P(Xo—X1=k) = SO P([Xe=k+in[X1=1])
1<i<N—k
2
- 1S§V_k N (N —1)
_ 2(N—k)
~ N(N-1)
= P(X1=4k])
Conclusion :
(X, — X1) £ X4

Comme (X3 — X7) et X; suivent la méme loi, par suite E(Xs — X7) = E(X;) (aucun pro-
bléme d’existence par finitude des variables) et par linéarité de 1’espérance :

E(X;) —-E(X1) =E(Xy)
ou encore : .
E (X)) = §E(X2) (14)

D’autre part I’égalité en loi (N + 1 — X5) = X; entraine que E(N +1 — X5) = E(X;) et par
propriété élémentaire de I’espérance :

N+1-E(Xy)=E(Xy) (15)
Selon (14) et (15) :

B0 = o B = 28D
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(b) L’égalité en loi (N + 1 — X5) = X; entraine 1’égalité des variances V (N + 1 — X3) =V (X))
(qui existent toujours par finitude des variables) d’o :

(¢) Nous avons :

‘V(Xz) :V(Xl)‘

V(Xz = X1) =V (X1) +V (X3) —2Cov (X1, X)

et comme (Xo — X7) £ X1, égalité précédente donne :

soit :

ou encore :

car :

A\ (Xl) = V(Xl) +V (XQ) —2Cov (Xl,XQ)

—2Cov (Xl, Xg) =-V (Xz)

‘ 2Cov (X1, X5) =V (Xy) |

V (Xa) =V (X1)

6. Comme X7 est une variable finie, elle une variance égale a :

avec :

De plus :

enfin :

V(X)) =E (X7) - (E(Xy))*

E@ﬁiiﬁﬂ%@
_ N 2V k)
" N(N-1)
-2 %fﬁw>m
N(N-1) &
= 2 N 2—N_1 3 ar linéarité de
B N(Nl)(NkZ_:lk kz_:lk> par | wde 2
B 2 NN -DNEN-1) N2 (N —1)°
- N(N-1) 6 a 4
1
= ;(WN+1N
2
vag:éw+nN—<ﬂ§s = SN+ 1) (N =2) =V (X,)
Cov (X1, Xy) = W

7. (a) Comme I’événement D est réalisé si et seulement si A # B nous avons donc :

spicesagros.fr

P (D)

(A# B)

~P(A=DB)

1%P([Ai]ﬂ[Bz’])

N
1-> P([A=1])P([B=1]) par indépendance de A et B

i=1
N

1
k@m
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N
= lw
1
= 1——
N
Conclusion :
N -1
P(D)=——
(D) N

(b) Commengcons par signaler que P (D) # 0, par conséquent la probabilité conditionnelle est bien
définie. Par définition :

P([Y; =i, Y =4]ND)

Pp (Y1 =14, Ya=j]) =

P (D)
0 si 1>7
= P((A=i B=jly[B=i, A=j])ND) -
P(D) st 1<)
0 si >3
= P(([A=i B=jll[A=j, B=1i])) .
P(D) st 1<)
car [A=1i, B=jlH{[A=j, B=iCD
0 si 127
= P(A=i B=j)+P(A=j, B=i]) .
P (D) s1o1 <y
par o — additivité de P
0 si 1>7
=V 2 N
NS N—1 T
Conclusion :
0 si 1>
7]\7(]\771) si 1< j

IOToToToX
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18 ESCP III 1999

1. Pour tout entier naturel non nul la variable Z,, est bernoullienne en tant que produit de telles
variables avec par indépendance de X, et Y,, :

P ([Z, = 1]) = P ([X, = 1] N[¥y = 1]) = P (X, = 1) P (¥, = 1)

Conclusion :

[P ((Z,=1) = pp|

La covariance du couple (X,,, Z,,) existe car les deux variables en jeu admettent chacune un moment
d’ordre deux en tant que variables bernoulliennes. Par théoréme :

Cov(X,,Z,) = E(X,Z,) -EX,E(Z,)
= E(X2Y,) -E(X,)E(Z)
et comme toutes les variables sont bernoulliennes
P([X2=1]n[Y,=1]) -P( X, =1)P([Z, =1])
P([X,=1n[Y,=1])—pxpp
= P([X, =1]))P([Y, =1]) — p X pp’ par indépendance de X,, et Y,,
pr' =P’y

Concluion :

Vn e N*, Cov(Xp,Z,) =pp (1 —Dp)

Comme la covariance du couple (X, Z,) n’est pas nulle,

Les deux variables X, et Z, ne sont pas indépendantes|

(C’est la contraposée de 'implication : (X,,, Z,) indépendantes implique que Cov (X,,, Z,,) = 0).
2. (a) Sans commentaire particulier, nous avons pour tout entier naturel non nul :

n—1
A= 12 =012 = 1]
k=1

Par suite, pour tout entier naturel non nul n :

P(4,) = P <"ﬁ1 2 = 0] N [Z, = 1]>

k=1
n—1
= JI P(Z,=0)P([Z, =1]) par indépendance des variables Zj
k=1

n—1

= [I Q=pp) xpp
k=1

Conclusion :

VneIN*, P(A4,)=1—-pp)" pp (16)

(b) Puisque |1 —pp/| < 1,
lim P(A,)= lim (1—pp)"pp' =0

n—-+o00 ——400

et comme pour tout entier naturel non nul n, P (A_n) =1-P(4,), lim P (A_n) =1, alors :

n—-+o0o

‘ On finira presque stirement par détecter un objet défectueux|

3. (a) Soit n > 2, pour tout entier k de [1,n — 1] :
P([Xk :1]0An) = P([Zl :O]OO[Z]@,1 :O]Q[Xk: 1]0[Yk:0]
N[Zkr1=0N...N[Z,—1 =0]N[Z, =1])
= TP (1% =0 x P (1= 1) x P (¥ =)
n—1

x 1 P([Z=0)xP([Z,=1])
I=k+1
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selon toutes les hypothéses d’indépendance faites par ’énoncé entre les variables X et Yy
et d’autre part entre les variables (Zj){jeﬂl,n]] .
J#k

Conclusion :

Vke[ln—1], P(X,=1nA,)=1-pp)" > xpp’ x (p—pp) (17)

Par la formule des probabilités composées, sachant que la probabilité P ([Xj = 1]) est non
nulle pour tout entier k de 1,7 — 1] :

P(Xe=1Nn[Z=0) = PP (2, =0)P([Xx=1])
= Pr—yP ([(XiYi = 0) P ([X = 1])
= Pr—yP (Y =0)) P ([X) = 1])
= P([Yx =0)P([X; =1]) par indépendance de X}, et Y;

Conclusion :

Vke[l,n—1], P(Xy=1n[Z=0)=0-p)p (18)

Enfin, avant de commencer, signalons que les probabilités P (A,,) et P (By,) pour k € [1,n—1]
sont non nulles et par définition d’une probabilté conditionnelle :

P([Xx=1n4,)
P (A,)
(1—pp')" 2 x pp' x (p— pp')

= A=) o0 selon (17) et (16):

Pa, ([Xp=1]) =

_ p—pp
L—ppf
_ (A-=p)p
T 19)
D’autre part pour tout entier k € [1,n — 1] :
Py (X =1)) = Tl
 P(X=1)N[Z = 0)
P ([Z), =0])
= (11_—22}) selon (18) (20)

Conclusion : selon (19) et (20),

Vke[l,n—1], ¥n>2, Pa ((Xe=1])=Pp, ([Xe=1]) =

(b) Par définition d’une probabilité conditionnelle, avec P (A,) # 0 nous avons :

P ([Xl = Jil] goeey [Xn,1 = CL‘nfl] ,An)
P(4,)

Pa, ([Xi=m],..., [ Xno1=2n1]) =

P ([Xl = xl] 5oy [Xn—l = xn—l] y [Zl = 0] 50y [Zn—l = 0] 5 [Zn

1)

P (4,)
Pour fixer les idées supposons qu'il y ait k réels ; égaux a 1 et par conséquent (n — 1) — k

égaux a 0, et pour augmenter le confort des écritures sans que cela soit réducteur, puisque
toutes les variables X; jouent le méme role, supposons que pour tout entier ¢ € [1,k], z; = 1,
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alors :
1
PAH([Xlzl],...,[Xn_l :Jin_l]) = P(A )P([Xl:CL’l,Yl:0],...,[Xk:1,yk:0],
[(Xir1=0],...,[Xn-1=0]  ,[Z, =1])
Les var. Z; pour jEE/?qu,nfl]] car elles
peuvent prendre n’importe qu’elles valeurs
L [P (X, = 1) x [T P(Y; = 0)
= —[[P(X;=1]) x P(Y;=0
P (An) il;Il ’ jl;ll !
n—1
X P(X;=0)xP([Z,=1))
I=k+1
_ A=)t a-p Ty
pr’ (1—pp/)" "
_ -t -pttt
(1—pp)" "
_ o) —p)
(1—pp)" "
=) a—p!
(1—pp)" (1 —pp)" "
/ k n—k—1
_ (p—pp l—-p
L —pp' 1 —pp'
k n—1
= Pa, ([X; =1))x [] Pa,([Xi=0])
i=1 I=k+1
puisque :
p—pp _ 1-p
Vk 1,n—1 P X,=0)=1-P X,=1])=1-— =
Je vous laisse le soin d’examiner, seuls, les deux cas extrémes, a savoir P4, ([X1 =0],...,[X,-1 =0])
n—1 n—1
et Py, ([X1=1],...,[Xn-1 = 1]) qui donnent respectivement [[ P4, ([X; =0])et [[ Pa, ([Xi=1]).

i=1 =1
(¢) L’événement [S,, = m] est réalisé si et seulement si il y a m objets parmi les n — 1 premiers qui
sont défectueux. Le conditionnement de la probabilité voulant traduire le fait que ces n — 1

n—1
premiers objets sont non controlés. Il y a > fagons de choisir les m variables X; dont
m

la réalisation vaut 1. Ainsi pour calculer la probabilité conditionnelle P4 ([S, = m]) il suffit
de reprendre le résultat de la question précédente avec k = m, et de multiplier celui-ci par

n—1 . . . L. - :
( ) qui est le nombre de situations équivalentes donnant m événements [X; = 1] parmi
m

les n — 1 possibles et n — 1 —m événements [X; = 0].

Conclusion :
Vme[[O n—l]] P ([S _m])_ n—1 p—opp m 1—p n—m-—1
| o A m 1 —pp/ 1—pp/
et
_ /
La loi conditionnelle de S,, sachant A,, est la loi binomiale de parameétres n — 1 et 11) - iil

(d) Selon la question précédente :

Ba (8:) = (- 1) (A=25)

LOToToToX
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19 ESCP III 1998

1. (a) C’est une question de cours qui ne doit pas vous poser le moindre probléme, & savoir (a = 0
etb=1):

E(Z) =1 e V(Z):1—12

(b) La variable Y;, admet une espérance car elle est obtenue par transformation affine & partir
de la variable X,, qui en admet une. Par propriété élémentaire de E :

1
vn > 17 E(Y;L) = _E(Xn)
n
Or, si 'on pose W,, = X, + 1 alors il est de notoriété publique que W,, suit la loi uniforme
sur lintervalle d’entiers [1,n] (en effet toute transformation affine appliquée a une
variable uniforme redonne une variable uniforme, ce résultat est valable en discret

comme en continu). Par conséquent :

1
E(Wn) = nt
2
entraine que :
-1
Vn>1, E(X,)=EW,)—1=" .
et :
n—1
vn>1, E(Y,) =
De méme par propriété de V pour tout entier naturel n non nul :
1 1
V(Y,) = _QV(Xn) = _2V(Wn)
n n
Conclusion :
n?—1
vn>1, V(Y,)=——
nzl, V) =753
Comme :
lim nil*l et im —nz*lfi
n—+too 2n o 2 n—-+00 12’[’L2 o 12

(toute fraction rationnelle étant équivalente en I'infini au rapport de ses termes de plus haut
degré) lirf E(Y,) et lirf V(Y,,) existent et sont finies, égales respectivement 4 :
n—-+0oo n—-+0oo

1 1
lim E(Y,) = 3 et lim V(Y,)=—

n—-+oo n—-+oo 12

(c) Par le théoréme de transfert, nous avons :

E(f(Ya) = X fW@P({Y=y)

yeY (Q)

()
_ %;f(g) = [ 1o 21)

pour f continue sur [0, 1] (somme de Riemann)
D’autre part, toujours par le théoréme de transfert (hypotheses 2008 : f continue presque
partout et intégrale absolument convergente, hypothéses 19982 : f est de classe C! et stricte-

ment monotone) :
+oo

E(f(2)) = / f () u(t)di = / £ (t)dt (22)

—00

2Les programmes ont changé, les hypothéses aussi!
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Conclusion : selon (21) et (22)

lim E(f(Ys) =E(f (%))

n—-+4oo

Cette question doit étre parfaitement maitrisée sinon j’entame une gréve de la faim! Elle se
résoud en utilisant le théoréme d’existence d’une limite par encadrement puisque vous devez
savoir que :

Ve eR, VYneIN", —1+nz<|nz]<nz

donc en divisant tous les membres de I'inégalité par n > 0 nous obtenons que :

1 ne
Ve e R, Vn e INT, ——+x<u§x
n n
avec :
. 1 .
lim ——42z= lim z==2
n——+oco N n—-+oo
[nx]
n
méme limite, ce qui permet de dire, d’aprés le théoréme d’encadrement, que

Conclusion : la suite ( ) est donc encadrée par deux suites convergentes vers la
nelN*

lim Lna] =z (23)

n—+oo N

Rappelons encore que :
VeeR, |z]<z<|z]+1

Déterminons le nombre d’entiers k vérifiant na < k& < nb. En utilisant la définition de la
partie entiére d’un réel, nous pouvons écrire sans peine que :

[na] <na<k<mnb< |nb]+1
d’otu, puisque k est un entier naturel :
lna] +1 <k < |nb]

Conclusion :
I,(a,b) = [nb] — (|na] +1)+1

soit :

vn>1, V(a,b)€R?’ 0<a<b<l1, I,(a,b)=|nb]— [na

Pour tout entier naturel n non nul et pour tout couple de réels (a,b) € R2telque0 <a<b<1
nous avons :

P(la<Y,<b) = PHweQ|a<¥,(w)<b})
- P({w€Q|a< X”n(“) 9})
_ I.(a,b)

Comme selon (23) :

T I R <MLMJ)

n—-4o0o n n—-4o00 n n
= b—-a
b
- [
= P(la<Z <))

Nous pouvons donc conclure que :

V(a,b) eR?* 0<a<b<l1, lim Pla<VY,<b=Pla<Z<b)

n—-+oo
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3. (a) Jerappelle que démontrer que Z,, et Y;, ont méme loi de probabilité il vous faut montrer que :
~ Zn () =Y, ();
-VkeZ,(Q)=Y,(Q),P([Z,=k) =P([Y, =k]).

Allons-y doucement! Nous avons : Z(2) =10,1] donc (nZ) (2) = [0,n] ce qui entraine que
InZ] () = [0,n] "IN soit [nZ] () =[0,n], dou:
Vn € N, Zn(Q)Ln—nZJ(Q){S |k€[[07n]]}yn(9) (24)

Enfin pour tout entier naturel k € [0,n — 1],

p([znng . p([§<2<k:1]> car n > 0
(5 n ()
_ k+1 k
L
_ P([YSD (25)
" P(Z,=1]) = P(n<nZ,<n+1))

= P<{1<Zn<1+l]>
n
1/n
- [ o
1

~= 0 (26)
Conclusion : selon (24), (25) et (26),

| Les variables Z,, et Y,, suivent la méme loi

(b) Notons Fp, la fonction de répartition de D,, définie pour tout réel = par :
Fp, (z) =P([D, <z]) =P ([Z — Z, < z]) par définition de D,

Nous avons :

1
nz—1<|nz]<nz e z—-=<
n

donc :

ce qui assure que :

Par conséquent :
- Siz<0:Fp, (x)=0;

1
-Siz>—:Fp, (z)=1;

5 1
- Six e [O,—[:
n

Fp, (v)

P([Z—Z <z

(i )
e )

spicesagros.fr PROBABILITES Christian Skiada



ECE2

ESCP III 1998 — CORRECTION

Page 42/68

Conclusion :

car ([[nZ] =k])pefo,n_1] est un systéme complet

P (”@1 (:Z—M <x] LA :k]))

k=0 n
par distributivité de N sur U

:ZOP (( 27% Sx] N[lnZ] k])>

par o — additivité de P

:Z:P ((-ZSZK+§: N[[nZ| k])>

(]
.

n—1 r 8
(( Z§x+% m[kgnz<k+1]>)

10
=]

S
LIM:
o
N
VR

z<o+i|nlEcz<2ii]))
n | n n

o,
A~
S|
IN
N
IN

kD 1
x + — car x < —
n n

Eonl
Il
= o

S
+

N

[N

3
|
SAEN

3

1T
==

Il
=)

7 N
8
+

3=
\

Sl

N———

S =
8

0 si <0
. 0 1
FDn (SU): nr s1 T & ,E
1
1 si x> —
n

A ce niveau-1a on constate que la fonction de répartition Fp,, vérifie les propriétés de classe
(que vous devez constatez par vous-méme rigoureusement) ce qui permet de dire que la
variable D,, est une variable & densité dont une densité fp, est obtenue par dérivation de

1
Fp, sur R* — {—} et nous compléterons la définition de fp, en posant par exemple :
n

ce qui donne :

spicesagros.fr

I, () = fp, (%) 0

1
n sixG]O,—[
n

fp, (z) =

0 sinon

o)
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1
(¢) Pour un entier k tel que 0 <k <n—1 et un réel y tel que 0 <y < —,
n

|:Z7L:E:|H[Dn<y] = Zn:E]D[Z_Zn<y]
n n

= Ja=E]nfzess]
- [l

= [InZ)=kn [stﬂ

[k<nZ<k:+1]ﬁ[Z<y+%}

Z<E+E]O[Z<y+ﬁ]
n n n

Z <min|—+—,y+ —
n o on n
1

k
Z<—+y] puisque 0 <y < —
n

IN

IN

Sla 3l 3l

IN
3

1
Par conséquent pour tout n € IN* et tout k € [0,n — 1] avec 0 <y < —,

P([an]m[DnSy])Pdgg Z<§+yD/§+ dt

n

3

SEES

Conclusion :

1
Vn e N*, Vke[0,n—1], OSySE, P({ZHS}O[D,LSyOy

1
(d) Comme pour tout entier k de [0,n — 1], tout n € IN® et tout réel y € ]O’E[ nous avons

I’égalité :

Conclusion :

Les variables Z,, et D,, sont indépendantes|

YLOTOTOT0T
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20 ESCP III 1997

1. (a) Pour tout entier naturel n, calculons la probabilité y,, que la piece A donne n fois pile et, a la

éeme

(n+ 1)""" expérience, face pour la premiére fois.
Notons pour tout entier non nul k, Py (resp. F}) ’événement : “on obtient pile (resp. face) au
kfme essai”.
— Pour n =0,
ILL'IL:lLLO:P(Fl):]‘ia (27)
— Pour n € N* :
My = P(Pl ﬁ...ﬂPnﬁFnH)

= [P (P)xP ()

par indépendance des événements
= a"(1—-a) (28)

Conclusion selon (27) et (28) :

VYneN, u,=a"(1-a)

eme

De méme la probabilité v,, que la piece B donne n piles et, a la (n 4+ 1) expérience, face

pour la premiére fois et pour chaque entier naturel n # 0 :
v, = P(PN...0NP,NF,1)
= [[P(R)xP(Fun)
1)_ar indépendance des événements

= b (1—b)

et pour n =0:
vp=1-—0

Conclusion :

VneN, v,=0"(1-0)

ontrons que les suites et (v, éfinissent des lois de probabilité sur IN. Ces lois
b) Mont les suites (t1,),en € (Vn), e définissent des lois de probabilité sur IN. Ces loi
seront notées dorénavant respectivement p et v.

— Pour tout n de N, p,, > 0 et méme p,, > 0.

— On sait parfaitement que la série Y p, converge (puisque les événements associés aux fi,,
n>0
sont disjoints) avec :

+oo 1
Za”(l—a):(l—a)x =1
n=0

1—a

De méme :

— Pour tout n € N, v,, > 0 et méme v,, > 0.
— Lasérie ) v, converge (puisque les événements associés aux v, sont disjoints) et de somme

n>0
égale & :
+oo 1
E "(1—-b)=(1-0) x =1
1-b
n=0
Conclusion :

Les deux suites (f1,,),cpn €t (Vn), e définissent des lois de probabilité sur IN
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2. (a) RA 4 Calculons Pespérance E (X) et la variance V (X) . Introduisons pour cela la variable
W=X+1,W < G (1 —a) (c’est un standart du cours). Comme X est obtenue par transfor-
mation affine a partir de W, elle admet une espérance et une variance données par propriétés

élémentaires, & savoir :

et :

avec la piece A. Donc :

L’événement [X > k] est réalisé si, et seulement si, lors des k premiers essais on a obtenu pile

VneN, P([X>k])=ad"

Soit k un entier naturel,

P ([M = k)

Ainsi :

= P(X KN =k
= P(XZE)P([Y > k)

car X et Y sont indépendantes
_ ak'bk'

VE>0, P(M>K)=(ab)"

Maintenant calculons pour tout entier k, P ([M = k]), pour cela remarquons que pour chaque

entier k :

P ([M > k])
D’ou :

P ([M = k])
Conclusion :

= P(M=kWI[M>E])

= P(M=k)+P(M>Ek])
par o — additivité de P

= P(M=k)+P(M=>Fk+1])

= P(M>k)-P(M>k+1)
(ab)k . (ab)kﬂ
(ab)® (1 — ab)

VkeN, P([M=k)=(ab)*(1—ab) et M+1< G(1—ab)

(29)

Déterminons la probabilité que la piece B ne donne pas face avant la piece A, c’est-a-dire

P ([Y > X]). Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événe-

ments ([X = 4]);5,

P(Y >X]) =

spicesagros.fr

gPQYzXWX:ﬂ)

+o0o

> P([Y =i n[X =)
i=0

+oo . .
;}P ([Y =) P ([X =)

par o — additivité de P et indépendance

des deux variables X et Y

+oo
> bv'a'(1—a)
i=0
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Conclusion :

3. (a) Discutons ...
—a=b
-U(Q)=N.
— Soit k € IN :

Conclusion :

—a#b
-U(Q)=N.
— Soit k e IN :

Conclusion :

(b) Tout d’abord signalons que pour tout j € IN, P ([U = j]) # 0, ainsi la probabilité conditionnelle

a bien un sens.
- Sik>j:

spicesagros.fr

+o0o

— (1fa)i;0(ab)i

= (1—a)><1_1ab

1—a

P(Y > X)) =
P(U=k) = éP([X:Z']ﬁ[Y:’C—ﬂ)
_ éP([Xﬂ])P([Y:k—iD

- S -ad (@
1=0

k
= (1-a)?> d" aveca #1
i=0

VEeEN, P([U=k)=(1-a)k+1)d"

P(U=k) = ﬁ%P([X:i]H[Y:k_i])
_ Zép([xﬂ])P([Y:k—iD

(1—a)a® (1 —b)br!

I
'M”

s
Il
=)

k

_ (1—a)(17b)bk2(%>i

i=0
avec a/b # 1
1— (a/b)FH
= (1—a)(1-0b)0d" (1(—/(1/)1))
(bk--H _ak-+1)
b —a)
(1 _ CL) (1 _ b) (bk:+1 _ ak:+1)
b—a

= (L—a)(1-0b)o"!

Vke N, P([U=k]) = (1 —a) (1 —b) (BF+1 — ak+1)

Page 46/68

b—a

Py (Y =k]) =0
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— Si k < j, par définition :

P—) (Y = k) = P ([U =j])
Q- _ PV =HKN[X=j—k])
P ([U =]
_ P(V=K)P(X=j—k])
P (U =j])
car X et Y sont indépendantes
e p '([Y:k]):aﬂ'—’f(l—a)a’f(l—a): !
[U=4] (1— a)z (j+1)a? J+1
Conclusion :

‘ La loi conditionnelle de Y sachant que [U = j] est la loi uniforme U ([0, 5]) |

—a#b:

Pu—y (Y =4) = o *(1-a)b*(1-0)  (b—a)d/ "

(1—a)(1-b) (=et) b —adt

4. (a) Sir>0,alorsY > X :

P (M =knN[V=r) P(M=KN[Y - X =1))
= P(M=KN[Y -X=1))
= P(Y =r+kn[X=k)

P([Y =r+k)P (X = k)

car X,Y sont indépendantes
= " (1-a)xd*(1—-a)

_ (1*&)2 a2k:+r (30)
Sir<Oalors X >Y et:
P(M=kNn[V=r]) = P(M=KnNnY-X=r))

@ - P =KX —Y =)
avec —r >0
= P(Y=kn[X=k-71)])
P([Y = k) P ([X = k —r])
car X,Y sont indépendantes
= d"(1-a)xd" " (1-0a)
= (1—a)?a®*" (31)

Selon (30) et (31) :

VkeN, VreZ, P(M=kn[V=r)=01- a)2 a2k+Irl (32)

(b) 'S Introduisons le systéme complet d’événements de probabilités non nulles ([M = &), n,
selon la formule des probabilités totales pour chaque r € Z,

P(V=r]) = EZP([Mkmvm
- gp([M:k]m[y—X:r])
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= (1-a)?xad"l %O (az)lC
5=0

_ (1—-a)al
= Tira (33)

D’autre part rappelons que pour tout k € IN, P ([M =k]) = (1 — az) (az)k donc pour tout
keNettoutreZ:

(1—a?) (aQ)lC (1—a)al

P(M=k)P(V=r]) =

1+a
= a*(1-a)d"
= (1—a)a?tl (34)

Selon (29), (32),(33) et (34):
VkeIN, VreZ, P(M=knNnV=r)=P(M=k)P([V=r]

et donc :

M et V sont deux variables aléatoires indépendantes|

IOToToToX
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21 HEC III 2002

Partie A : premiére approche

1. Montrons que I'application g définie par :

1 .
g(t) _ t—z sit € I
0 sinon

est une densité de probabilité.

— L’application g est bien définie sur RR.

— L’application g est continue sur R— {1} (a détailler : sur I, g est une fraction rationnelle dont le
dénominateur est non nul sur I, sinon g coincide avec la fonction nulle en dehors de I).

— L’application g est positive sur R.

—+o0
- / g est impropre en +o00.
—00

1

1
— L’intégrale / g converge puisque g est nulle en dehors de I avec / 0=0;

Foo oo gy -
s . L yer oy .
— L’intégrale / g= / 72 qui est une intégrale convergente en tant qu'intégrale de Rie-
1 1

mann de paramétre 2 > 1, avec :

+oo M
/ ﬁ = lim ﬂ par définition
1 t2 A—+o0 Jq t2
_11M
= Alim {—}
——+o00 t 1
li 1 L
- Aﬂn}rloo M
= 1
+00 Foo
donc / g = 1 et par la relation de Chasles / g=1.
1 —00

Conclusion :

| g est une densité de probabilité|

2. Le texte nous demande de déterminer la fonction de répartition F'x de X définie par :

ViR, FX(t):P([X<t]):/t g (t)dt

—00
Comme :
X(Q)=1I=][1,400]
—sit<1: .
P([th]):/ 0dt = 0
—sit>1:
P([X<t])/1 oat+ [ o1 1
- B —0o0 1 t27 t
Faisons le bilan :
1—- sitel
Fx (t) =
0 sinon
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“+o0
— Pour l'espérance, on étudie la convergence absolue de 'intégrale / tg (t) dt impropre en +oo.

—00

Or pour tout ¢t > 1:
¢ (lﬁ)*1
I =5

+oo
dont 'intégrale diverge en +o0o0 par Riemann). Par conséquent 'intégrale / tg (t) dt diverge

—00

et :

La variable X n’admet pas d’espérance|

3. (a) Comme pour tout réel ¢, '’événement [V < t] est réalisé si et seulement si [X <¢]N[Y < t] est
réalisé il vient :

VieR, [V<t=[X<tn]y <t

Par indépendance événementielle :

vieR, P([V<i])=P(X<t)P([y <i])

La fonction de répartition de V' est donc Fy, définie par :

0 si t<1
Fy (t) = (Fx (t)* = 1\?
OSEOE (1Y e
car X&Y

(b) Comme Fx est continue sur R et de classe C! sur R— {1} (& détailler), il en est de méme
pour Fy . Donc V est & densité et une densité de V' est h = FY, (en prenant pour h une valeur
arbitraire en 1).

Conclusion :

2t—1)
La variable V' a pour densité 'application h — h(t) = t3
0 sinon

sitel

(¢) On a classiquement :
U>t=[X>tN[Y >t

avec X et Y indépendantes et :
Fy(t) = P([U<1)
= 1-P([U>1t)
— 1-(P (X > 1)
= 1-(1-P(x <)’

[l () e

0 si t<1
1

1—-= s t2>1

0 si t<1

On vérifie aisément que Fy; est continue sur R et de classe C* sur R— {1}, par suite U est une
variable & densité de densité m = F;(en prenant pour m une valeur arbitraire en 1).

Conclusion : 5
3 sitel
0 sinon
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(d) » Espérance de V.

“+o0
Etudions la convergence t h(t)dt, impropre en 400, puisque h coincide avec la fonction

1
nulle en dehors de I. Nous avons
2(t—1) 2
h(t) = ———7- ~ —
®) t2 oo ¢
dont l'intégrale diverge en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 1. En utilisant le
+o00o
critére d’équivalence appliqué aux fonctions positives, I'intégrale / th (t) dt diverge
1

également.
Conclusion :

‘ La variable V n’admet pas d’espérance|

» Espérance de U.
+oo

Etudions la convergence tm (t) dt, impropre en 400, puisque m coincide avec la fonction

1
nulle en dehors de I. Comme

N N
2dt
/ tm (8 dt = / 2
1 1t
91N
- [,
1
— 2 S,
N
avec :
lim 2- 1_ 2
N —+o0 N o
+oo +oo
Donc / tm (t) dt converge ainsi que / tm (t) dt égale a 2 par la relation de Chasles.
1 —
Conclusion : -

| La variable U admet une espérance qui vaut 2

Partie B : situation plus générale

1.

(a)

Pour tout entier k de [1,n], la variable By, la variable aléatoire prend la valeur 1 lorsque
I'événement [ Xy < t] est réalisé, (c’est-a-dire lorsque le k*™¢ visiteur est arrivé au plus tard a
l'instant k) et la valeur 0 sinon. Ainsi la variable Z = B; 4+ ... + B, et B; compte le nombre
total de visiteurs indépendants parmi les n arrivant au plus tard a l'instant ¢ et qui ont tous
la probabilité Fx (t) d’y arriver. Et donc :

Z%B(n,l—%)

L’événement [T, < t] est réalisé si et seulement si le r*™° visiteur est arrivé au plus tard a
Iinstant ¢, c’est & dire qu’au plus tard & ¢, il y a au moins r visiteurs arrivés. Donc pour ¢ de
LT, <tl=[Z>r]et:

P(T. <i)) = P(

Conclusion :

vrel,n], tel, fixé, P(T,<t])= - (Z) (1_1)%:(1)”-;@
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2. (a) Pour tout k € [1,n] on a:

et :

n! n!

(n+1-k) <k1> =R R oD R0
(36)

Conclusion : selon (35) et (36),

Vk € [1,n], k(Z) —(n+1—k) (knl) =0

(b) La fonction de répartition F,. de T, définie par :

F.(t) = é (:) (1 B %)k (%)"—k‘ sitel

0 sinon

est continue sur |—oo, 1] et sur [1,4o00[ et tlﬁinlai F.(t) = 0 alors que :
LS.
F, (1) _kz:: <k>0 =0
car r > 1 (r®@¢ visiteur). De plus F,. est de classe C! sur R— {1} donc 7, est une variable

A densité et une densité de Z est F/, notée f, nulle en dehors de I et par dérivation d’un
produit sur I :

w0 = ZEH0-3) 56 00 e
SR R0 2@ ()

en réindexant la seconde somme par k = h — 1 soit h = k 4+ 1 pour faire apparaitre
les coefficients binomiaux du 2.a

n k—1 n—k+2 n+1 h—1 n—h+2
n 1 1 n 1 1
- 2@ G -2 G0 e ()
k=r h=r+1 =0 pour h=n+1
n k—1 n—k+2 n h—1 n—h+2
n 1 1 n 1 1
- 1- = z - 1-= —h+1) (=
S0 G -2 () (5) e ()
n n . 1 k—1 1 n—k+2 n N n . 1 h—1 1 n—h+2
k t t -2 h ot t
k=r h=r+1
n 1 r—1 1 n—r+2
T(r) ( — E) (—) + 0 par télescopage

t
Conclusion : pour tout entier r de Uintervalle [1,n], la variable aléatoire T, admet pour
densité 'application f, définie par

fo() = () G)MT <1%>H sitel

0 sinon

>

k
k
1
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(¢) Comme :

il vient alors :

n+l-—r
tfr(®) t—Foo | (:) (%)
1

+00 n+l—r
Or l'intégrale / (;) dt converge en tant qu’intégrale de Riemann si et seulement
1

sin+1—1r>1cequiéquivaut & r < n. Et par le critére d’équivalence appliqué aux

oo

fonctions positives, I'intégrale / t fr(t)dt converge si, et seulement si, r < n.
1

La variable T, admet donc une espérance pour r < n et pas pour r = n.

Conclusion :

| Les variables 17, T, ..., T,,_1 admettent une espérance alors que 7;, n’en admet pas

3. (a) On a pour tout couple (p,q) d’entiers naturels :

1
T (pq+1) :/ P (1= o) dg
0

Soit :

uw(t)=2P = u(t)= e
0 0=

v(t)=(1-2)" = V(t)=-(+1)(1-2)
avec u et v de classe C! sur [0, 1] (puissances positives). Donc :
1

1 s (1_$)q+1] _/1 -1 2+ (g + 1) (1—x)qd$=il/lxp+l(l—x)qd$
1 o Jo p+1 r+1Jo

J(p,g+1) =

Conclusion :

V(p,q) €N, (p+1) J(pg+1)=(qg+1) J(p+1,9)

(b) On a pour tout entier naturel ¢ :

1
J(0,q9) = /O(lsc)qu

Conclusion :

(c) Soit la proposition Pp, :
« gt
Vge N, J(p,q)= 0tp+a)

Montrons que P, est vraie pour tout entier naturel p.
— Pour p =0, on a pour tout g entier
1 0! ¢q!

et Py est vérifiée.
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— Supposons P, vraie, pour p fixé dans IN. Or selon la relation de récurrence de la question
précédente :

J(p+1lq) = %J(p,tﬁl)
pl(g+1)! p+1
(I+p+qg+1)g+1
(p+1)!¢q
(1+p+1+q)

Donc pour tout p € IN, P, entraine Pp;1. Ce raisonnement par récurrence montre que :

plq!

V(p,q) e N2, J(p,q) = —————
(P, q) (p.q) Gtptq)

4. Soit r un entier de l'intervalle [1,n — 1].
1
(a) Si a est un réel strictement supérieur a 1. Posons le changement de variable t (z) = — de classe
1 1
C! et bijectif sur le segment [1,a] & valeurs dans [1, —] , alors dt = ——dz avec t = 1 ce qui
a x

équivaut & x = 1 et t = a équivalent & z = —. Par conséquent :
a

a 1/a 1 1 71
T t = —Jrl— ) —=
/1 th(t)d /1 1 <x) S
1
/ ig (r <n)x"+2’" (1— x)T1> dx car 1 >1
1/a T T x
1
/ r(n> " (1 —2) e
1/a r

¢ — n ' n—1—r r—1
/ltf7-(t)dt—r(r>/l/ax =r(1—2)" dw

+oo
(b) La variable aléatoire T, admet une espérance si et seulement si 'intégrale / t f-(t) dt est
1

Conclusion :

+oo
convergente par définition de f, nulle en dehors de I. En cas d’existence E (T}.) = / tfr(t)dt
1

par Chasles.
a 1
lim tfr-(t)dt = lim " T (1l —2) e =J(n—1—rr—1)
1

a—+00 a—+00 1/a

par définition de la convergence de lintégrale carn —1—7r>0etr—1>0 (r € [1,n —1]).
Finalement la variable T, admet une espérance égale & :

B n\ (n—r—1r-1)
E(T) = r(r>(1+nr1+r1)l
n! (n—r—=1!r-=1)!

= r

rl(n—r)! (n—1)!
n
n—r
Conclusion :
n
Vre[l,n=1] E(T,)= —

LOToToToX

spicesagros.fr PROBABILITES Christian Skiada



ECE2

HEC III 1996 — CORRECTION Page 55/68

22 HEC III 1996

1.

(a)

Tout d’abord Q = P(FE), par suite Card (Q2) = Card (P(F)) = 2™. Soit U I’événement : “la
boule portant le numéro 1 appartient & I’ensemble de boules tirées”. Ainsi Card (U) = 1 x2™m~!
car un élément de U est une partie de E comportant la boule avec le numéro 1 (un seul choix)
et k boules de E — {1} avec k € [0,m — 1] (2™~! choix), le lemme des bergers parachevant
le tout. Comme nous pouvons imaginer que les parties de E consituées de boules sont tirées au
hasard, nous muniront I'univers de la probabilité uniforme et par 'identité de Laplace :

om-— 1

1
PU) = g =3

Intuitivement la réponse est logique, car on a une chance sur deux que le numéro 1 soit dans
la partie tirée.

Montrons que pour toute partie J non vide de [1,m], P ( N Ai) =[] P (4;), autrement dit
ieJ i€J
montrons que :

VkE[[l,m]], P(A“ﬂﬂAzk): ﬁP(Al])
Jj=1

L’événement A;, N...N A;, est réalisé si et seulement si les boules numérotées iy,1a, ..., i
sont éléments de la partie tirée, complétées par [ boules dont les numéros appartiennent &
lensemble E — {iy,49,...,ix} et ou l € [0,m — k], alors :
2m—k‘
ke [Lml, P(A,N...NA;) =0 (37)
Enfin en reprenant les mémes explications qu’a la question 1.a:
. 1
VJE[[l,k]], P(Azj):§

donc
.flp(A”)<%>k (38)

Conclusion : selon (37) et (38),

| Les événements A;, 1 < i < m, sont mutuellement indépendants|

Notons X la variable aléatoire égale au nombre de boules qui ont été tirées.
— Pour tout k € X (Q),

27n

car i représente le nombre de choix possibles d’une partie de k éléments de E et

Card (P (E)) = 2™.

Par conséquent, en “retravaillant” un peu ’expression de la probabilité sous la forme

(6 G

nous pouvons conclure que :

Dans ce cas, d’aprés le cours :
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()

Intuitivement la réponse est non, car lorsqu’on tire k£ boules de I'urne, on une chance sur deux
que k soit pair et une chance sur deux que k soit impair. Prouvons cette intuition par le calcul
maintenant. Notant A I’événement “on tire un nombre pair de boules”, dans ce cas

[m/2]
A= | [X =2k

et par c—additivité de P :
|m/2] [m/2] 1 /m
P(A) = P([X =2k]) = —
W= 2 P == 3 g (3)
De méme, en notant B I’événement "on tire un nombre impair de boules", dans ce cas :

L(m—1)/2]
B= W [X=2k+1]
k=0

et par c—additivité de P :

[(m—1)/2] [(m—1)/2] 1 m
PB = % (2 1)

P(X=2k+1])= —
=, ( ) kzzo 2m \ 2k + 1

Or, pour tout réel x et pour tout entier m supérieur ou égal a deux et par la formule du binéme
de Newton :

mo [m/2] m i [(m—-1)/2] m
n __ kE _ 2 2k+1
(x+1) Z<k)x =S (%)x Py (%H)x
k=0

k=0 k=0
En particulier, respectivement pour z = 1 et pour = —1, nous obtenons le systéme suivant :
LW%J <m> L(mzlj)/% m
)
= 2k = 2k+1
_ =0
= 2k prd 2k+1
ce qui entraine que :
— — 2m—1
— 2k = 2k+1
Conclusion :
1
P(A)=P(B) = 5

Notons pour tout entier ¢ de [1,m], p; la probabilité que la boule numéro 4 soit tirée pour la

premiére fois au k™ tirage et pour tout entier naturel non nul j, événement I; "la boule

numéro i est tirée au j°™° tirage". Par suite pour tout i € [1,m] :
pi=P(LNLN...NL_1NI)

les événements sont indépendants car les tirages sont effectués avec remise, alors :

o (Tr@)eo-(3) 5 (3)

en reprenant le méme raisonnement qu’au 1.a. et 1.b.

spicesagros.fr PROBABILITES Christian Skiada



ECE2

HEC III 1996 — CORRECTION Page 57/68

(b)

1
Vous comprendrez bien sans difficulté que pour tout entier naturel ¢ € [1,m], T; — G 3

puisque la variable correspond a un temps d’attente du premier succés (tirer la boule 7).
Il n’y a qu’a citer son cours pour affirmer que :

Vie [L,m], E(T)=2

L’événement [T = k], pour tout entier & non nul, est réalisé si, et seulement si au k*™° tirage
chacune des boules a été obtenue au moins une fois. Le contexte de ’énoncé nous améne a
penser qu'il faut trouver une relation entre les variables T;, i € [1,m].

Cela donne T = sup (11,15, ..., Ty et, classiquement pout tout entier naturel k£ non nul :

P(T<HK) = P(TL<KN...O0[Tm<k)
- ﬁlP([TiSk])

1=
m

= [T (0=P(Ti>k])

i=1

k
m 1
= 1—(=
i(-6))
car 'événement [T; > k] est réalisé si, et seulement si les

k premiers ne donnent que des échecs ¢
m
B 2
Enfin pour tout entier naturel non nul &,

P([T=k)=P(T <k)-P(T'<k-1])

nous avons donc :

e T 6

Nous avons bien vérifié que la formule reste valable pour k = 1, car P ([T < 0]) = 0 ce que

m
1\ A1
nous retrouvons, quand k = 1 dans (1 — (—> ) .

2

Il y a deux possibilités, soit tirer les boules dés le premier tirage, soit en exactement deux
tirages. Détaillons ...

1
— La probabilité de tirer les m boules en un seul tirage vaut om Car il n’y a qu’'une seule

partie de E qui soit E justement.
— Tirer les m boules en exactement deux tirages, c’est tirer [ boules au premier tirage avec
1 €[0,m —1] et m — [ au second. La probabilité de cette situation vaut :

7§i my 1 (m-—=1 B o (O m—1 _q
om \ | om=t\m—1) 22m—1\ | m—1)
1=0 =0

=0
e L - m 2l _ m 2m
22’)77, l m
=0
1
- 92m (3™ —2™) selon le bindome

Explications :
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1 /m
Com 1
1 /m-—1
2m=l\m —|
La probabilité de tirer les boules en exactement les m boules en deux tirages est :

1 1 . . 3 m
%4—%(3 -2 ):<Z>

La probabilité que les m boules soient tirées en exactement deux tirages est :

représente la probabilité de tirer [ boules au premier tirage parmi m ;

est la probabilité de tirer les m — [ boules restantes.

22m (3m _ 2m)

(b) Reprenons les résultats précédents pour essayer de conjecturer. Nous avons, en notant pour
tout entier k£ non nul Py ., la probabilité demandée :

R S N
w=()7-(2) - () =)
(

Nous pouvons donc conjecturer (hypotheése P

)) que :

ce que nous poserons par hypothése, pour k fixé dans IN*. Montrons que :

1 m
Pyvim = (1 - W)

Nous avons les égalités successives :

m

1 /m
Pk+1 = Z%(l)Pk,ml

1=0
o1 /m ) e 1 o _—
ol STAW représente la probabilité d’obtenir ¢ boules au premier tirage

et Py m—; celle d’obtenir en au plus & tirages les m — [ boules restantes
m 1 m 1 m—l
= Z om ( ; ) <1 — ?) par hypothése
1=0
m m—I1
1 m 1

- 72 (1) (%)

l

=0

1 1\™
= om (2 — 2—k> selon le bindme de Newton

2 1 m
(5 B W)
1 m
= (1 - W)

Ainsi pour tout entier k£ non nul P (k) entraine que P (k + 1) et la proposition est donc héré-

ditaire.
1 m
Vk e N*, Ppm= (1 — —)

2k

YLOTOTOT0T
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23 HEC III 1992

1. (a) Le comptage du nombre de véhicules en état de panne correspond & une succession de n
épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
Conclusion :
Y < B(n,p)

Autrement dit :

k

X(Q) =[0.n], Vke[0.n], P(X=k)= (”)pk (1 —p*

(b) D’apres le cours :
E(Y)=np

Par linéarité de l'espérance (existence acquise) :

E(Y-1)Y)=E(Y?)-E(Y)

Or:
V(Y)=E(Y?) - (E(Y))?
donc :
E(Y-1)Y) = V()+(E(®Y))’-E(Y)
= np(l—p)+ (np)* —np
= P (n—1)
Conclusion :

(B -1)Y)=mp?(n—1)|

D’autre part :

n

> (k=2 o= 1) k()i (1 =)

k=0
selon le théoréme de transfert

E(Y-2)(Y-1)Y)

_ N (k-2 (k-1 k(" )p" 1 —p)" " pourn >3
2 (k)p D pour n
- n—3 _

= (n=2)(n=1)n Fa-pnt
(i 23)rta-»

par propriété des coefficients binomiaux

" -3 _
= m=2m-Dny(} L)pra-pt
" b nk_3<k_3>p g
n—3

= (n — 2) (n _ 1) n Z (n ; 3)pk+3 (1 _ p)(n—S)—k

k=0
n—3 n—3 ( )
= (n—2)(n—1)np? SO =)
(n—2)¢ >pkz_0(k>p< )
= (n—2)(n—1)np* selon la formule du binéme (39)

Enfin pour n € {1,2}, E((Y —2)(Y —1)Y) = 0 ce que l'on retrouve dans l'expression (39).
Conclusion :

VnelN*, E(Y-2)Y-1)Y)=(n-2)(n—1)np

Enfin :
B((Y-1)Y) _np*(n—1) _

E((n—-1)Y) (n—1Lnp
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et :
E(V-2)Y-1)Y) ®-2)(n—1)np® ,
E((n-2)(n-1)Y)  (n—=2)(n—1)np
Conclusion :
E(Y-1Y) E(Y-2)(Y-1)Y) L
E((n—D)Y) et E((m—2)(n=1)Y) sont bien indépendants de p

2. Nous avons :

puisque le nombre de 1 dans la somme correspond au nombre de véhicules en panne le jour J les
autres termes étant nuls, ce qui est exactement égal a4 Y.

3. (a) Déterminons la loi de X;X; pour (i,j) € [1,n]? avec i # j out X; et X; sont indépendantes.
Nous avons :
— Pour tout couple (i,7) € [1,n]?, i # j, X;X; () = {0,1}.
— Pour tout couple (i, ) € [1,n]? avec i # j :

P(X;X; =1])) =P ([X; =1])P([X, = 1]) = p* car X; et X; sont indépendantes

Conclusion :

V(Zm?)G [[1777‘]]27 Z#]? XzXJ‘;’B(pz)

et :

V(Z,]) € [[1777']]27 Z#]? E(X'LXJ) :p2

(b) Signalons que Z est le nombre de paires de deux voitures entiérement disponibles. Mais at-
tention une méme voiture peut apparaitre dans plusieurs paires et donc les variables X; X; ne
sont pas indépendantes mais cela n’est pas génant pour le calcul de I'espérance de Z qui
existe, car les variables X;X; sont bernoulliennes avec :

E(Z) = Y E(XX)
{i,j}€A
= > p
{i,j}€A
=7 X 1
{i,j}€A
= p°l4]

()

car A est un ensemble de paires soit un

ensemble de parties constituées de deux éléments

Conclusion :

n(n—1)p?

E(2) = ="

n n 2
(c) Rappelons tout d’abord que Y = 3~ X; donc Y2 = (Z Xz-> soit :
i=1 i=1

n
Y2 = Y X242 Y XX
i=1 1<i<j<n
= Y X?427

<.
—

3l

= Y X;+2Z car les variables X; sont bernoulliennes
i=1
= Y+27
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En effet pour tout ¢ de [1,n], et pour tout w € X (Q) :
(Xi(w)=0) <= (XZ(w)=0 et X;(w)=1) <= (X?(w)=1)

Donc :
v Vi € [1,n], Xi:Xf

Notez bien que ce résultat se généralise par récurrence.

Conclusion :
Y2=Y +2Z (40)

D’apres (40), par linéarité de l'espérance :

E(Z) = 5(®(?)-EY)
= S (VO +®0) -BY))
= % (np(l —p)+ (np)” — np)
= (1)

Conclusion :

et nous retrouvons bien le résultat de 3.b.

Par théoréme :
Cov(V,Z)=E(YZ)—-EXY)E(Z)=E(YZ) —np x %np2 (n—1)
Calculons maintenant E (Y Z) . Nous avons I'implication :
(Y?=Y +27) = (Y®=Y?+22Y)
et par linéarité de I’espérance :

E(Y?) =E (Y?) +2E(2Y)

soit :
E(zY) = % (E(Y®) —E(v?))
_ % (B0 =) =2) 43V (Y = 1) +Y) =V (V) = (B(Y))?)
- % (E(Y(Y—l) (Y =2)+3E(Y (Y —1)+E(Y) -V (Y) - (E(Y))z)
par linéarité de E
- %(("*Q) (n—1)np® + 3np® (n — 1) +np — np (1 — p) — n°p?)
- %(("*Q) (n —1)np® +3np? (n — 1) +np —np (1 — p) — n°p’)
= (-1 (2 mpt2)
et :
Cov(Y,Z) = %nlﬂ (n—1)(=2p+np+2)— %nng (n—1)
= —np*(p—1)(n—1)
= np*(1—p)(n—1)
Conclusion :

|Cov(Y,Z) =np?(n—1) (1—p)|
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4. (a) Loi de X] pour ¢ € [1,n]. Nous avons pour tout ¢ € [1,n], X/ (©2) = {0,1} et selon la formule
des probabilités totales associée au systéme complet d’événements {[X; = 0],[X; =1]}:

P ([X; =1])

Conclusion :

Px,—q ([X; = 1)) P ([X; = 0]) + Px, =y ([X; = 1)) P ([X; = 1])
Ix(1-p)+(1-a)p
selon les données de 1’énoncé

(je parle des probabilités conditionnelles)

Vie[l,n], X!—B(l—ap)

n
Loi de Y. Nous avons Y’ = »~ X/ (méme raisonnement qu’au 2.) ou les n variables X/ sont

indépendantes de méme parameétre 1 — ap donc d’aprés le célébre résultat du cours :

|Y’<—>B(n,1—ap)|

(b) D’apres le cours, nous savons que :

EY)=n(1l-ap) et E(Y)=mnp

Comme « € ]0,1] et p < 1/2 alors 1 —ap > 1/2 et comme n > 0 :

Conclusion :

(c) Si o= 75 alors :

Conclusion :

spicesagros.fr

n(l—ap)>g>np

[E(Y')>E(Y)]
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24 EDHEC 1997

Dans ce probléme n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Partie I

1. Dans le cas minimum nous pouvons obtenir deux fois le méme numeéro et ce dés le début des

tirages. Et au plus tard les n premiers tirages donnent les n numéros différents et le (n + 1)

tirage donnera forcément un des n numéros déja obtenu.

Conclusion :

|N(©Q) =[2,n+1]

eme

2. Pour tout k € [1,n], 'événement [N > k] est réalisé si et seulement si les k premiers tirages
constituent une liste sans répétition de longueur & (k— arrangement) constituée de numéros
de [1,n]. Il y a n* fagons de tirer k boules avec remise & chaque fois. Comme les boules sont

équiprobables & chaque tirage, nous utiliserons le relation de Laplace :

3. (a) Le raisonnement est ultra-classique et a savoir reproduire parfaitement.

Par oc—additivité de

Yk € [2,7],

VEk € [1,n],

k

P([N>k]):%

Yk

P:

ce qui équivaut a dire que :

cl2,n], [N>k=[N>kW[N =4k

PN > k] = P(IN > k) + P ([N = &)

vk € [2,7],

(b) Nous avons :

P(N =k)=P([N >k —1]) = P([N > k])
P([N:n+1]):P([N>n]):%::_i

et pour tout entier naturel k € [2,n] :

(41)

Christian Skiada

AR gk
nAk—1 _ Ak
nnx---x(n—(k=1)4+1)—-nx---x(n—k+1)
nx--xm—k+2)(n—(n—k+1))

= i
nx--x(n—k+2)(k—1)
(k—1) A%
Conclusion :
_ k—1
(k 1)kA" si ke [2,n]
P(N=k)={  n

— si k=n+1
nn
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4. Comme N est une variable finie, elle admet une espérance égale, par définition, & :

+(n+ )P ([N=n+1])

n+1
E(N) = S kP (N = k)
k=2
= S KP(N=k)+(n+D)P(N=n+1])
k=2
- ki k(PN >k-1])—P(N > &)+ (n+ 1P (N =n+1)
=2
— SKP(N>k—1)— S EP(N > k) + (n + )P ([N = n + 1))
k=2 k=2
_ :i (k+1)P ([N>k:])—k£: KP(IN > k) + (n+ )P ([N =n +1])
=1 =2
= S RPN S )+ S PN > k) — 3 KP(N > k) + (4 1) P (N = n+1])
k=1 k=1 k=2
_ PN > 1) RPN > K) — 3 EP(N > D)+ S PN > )
k=2 k=2 k=1
somme télescopique
= P([N>1])—nP ([N >n]) +n§_j1P([N >k)+(n+1)P(IN=n+1])
k=1
P (N> a4 S PN > )+ (1) P (N > n))
k=1
I+ S PN E)+P (N > )
k=1
= 1+ 3 P(N > )
= i—f selon (
A0 - n Ak
T P nk
n Ak
= Zn_z
k=0
Conclusion :
n oAk
B(N) -y 2
k=0
Partie 11

Je vous conseille de consommer cette partie sans aucune modération. A bon entendeur ...

1. Comme f est continue sur R, F est de classe C* sur Ry avec F' = f sur Ry et t — t est aussi

de classe C! sur R... Bref nous pouvons intégrer par parties en posant :

(u(t) =1) (u (t) = 1)
(v (t) = f (1) (v(t) = F(t) = 1) (ruse)

Par conséquent, pour tout réel z positif :

/Oxtf (t) dt

- [t(F(t)—l)]é‘—/j(F(t)—l)dt

=
P—

¢ (z)

_ x(F(x)—l)—/Oz(F(t)—l)dt
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— sP(x<a)-1- [ (PO~
— —(-P(x<a)- [ FO-1a

_aP (X > o) — /Oz (F(t)=1)dt

2P ([X > ) +/Om(1 ~P()dt

Conclusion :

vz € Ry, gp(x):/ox (1= F(t)dt — 2P ([X > a]) (42)

2. (a) La fonction ¢ est 'unique primitive sur R de la fonction ¢t — tf (¢) et s’annulant en 0.
Ainsi par définition, ¢ est de classe C! sur R, donc dérivable sur R avec :

Vee Ry, ¢ (x)=af(x)>0

La fonction ¢ est donc croissante sur R .

(b) Selon (42) pour tout réel x positif :
o) = [ Q=F@)d-aP(X>a)
0
< / (1= F(t))dt car oP (X > a]) > 0
0
+oo
< / (1-F(t))dt
0
+oo
car I'intégrande est positive et I'intégrale / (1 - F(t))dt converge
0

Conclusion :

La fonction ¢ est majorée et croissante donc Emg@ existe et est finie, X admet donc une espérance
o0

\ 4 PS : n’oubliez pas que X étant une variable positive, son espérance vaut, en
cas d’existence,

+oo
E(X):/O of (@) do

(c) Pour tout réel positif x, nous pouvons écrire que :

+oo

OSxP([X>x]):/ xf(t)dt§/+ootf(t)dt

xT

car sit € [x,+oo[, x > t.

(d) Par la relation de Chasles, pour tout réel positif x :

/xmtf(t)dt:/mtf(t)dt—/w tf(t)dt:E(X)_/w tf () dt

—00 —00 —0o0
avec :
- liIJIrl E(X)=E(X);
T +oo

- lirf / tf(t)dt = / tf (t)dt = E(X) par convergence de l'intégrale, puisque X ad-

met uneiggpérance. -

Moralité : oo

lim tf)dt=E(X)-E(X)=0

=
;c—&-oow
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et par le théoréme d’encadrement :

lim zP([X >z])=0

T— 400

Enfin selon (42) :

Vo € Ry, /JL (1-F(t)dt=¢(z)+ 2P (X >z (43)
0
- lim e (z) =E(X);

- lirf zP ([X >z]) =0

Conclusion : selon (43),

Autrement dit :

+o00o +o00
E(X):/O (pF(t))dt:/O P (X > ) dt (44)

C’est la formule de “I’espérance et ’antirépartition”.

Partie I11

On considére la fonction F;, définie par :

0 si <0
Fo(2) = 1—(1—1—%) e si >0

1. Vous avez deux points essentiels a vérifier afin de conclure que F), est la fonction de répartition
d’une variable T, :
— La fonction F), est continue sur R car F), est continue sur R* (coincidence avec la fonction nulle
sur cet ensemble) et par produit et composition sur Ry avec 1ir(1)1 F,(z) =0= 1ir{)1+ F, (z)
r—U— r—

. . T\ _
puisque lim <1+—> e *=1.
r—0t n
— La fonction F,, est de classe C! sur au moins R* car F, est de classe sur R* (coincidence avec la

fonction nulle sur cet ensemble) et par produit et composition sur R .
Conclusion :

| La fonction F,, est bien la fonction de répartition d’une variable & densité T,

k

2. (a) Pour tout entier naturel k, la fonction  — z*e™® est continue sur R4, donc Uintégrale I,

présente une seule impropreté, en +oo. Comme :

lim 2?2 xzfe ™ = lim =«
r—+00 r——+00

k+2671‘ — 0

par croissance comparées (exponentielle-puissance), pour tout entier naturel k,

. 1
Fe = o —
T—+00 x2

“+o0
avec / — convergente en tant qu'intégrale de Riemann de parametre 2 > 1. Ainsi le
1 X

critére de négligeabilité appliqué aux fonctions positives permet de dire que pour tout

+oo
entier k 'intégrale / zFe~?dx converge et par conséquent :
1

+oo
Pour tout entier naturel k, I'intégrale I, = / zFe~"dx converge
0
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b) Montrer que 11 = (k + 1) I puis donner la valeur de Ij.
+
Le résultat s’obtient aprés partialisation plus calcul de limite. Par définition pour tout entier
naturel £ :

—+o0
Iy = / aF e " dy
0
(0%

= lim e ?dy
a——+00 0

= lim ([:c“lem]g + (k + 1)/ xk’emdx)
0

a——+00

en intégrant par parties ot u:  — 2Ft! et v : £ — —e~® sont deux fonctions de classe
Cl sur RY.
Moralité pour tout entier naturel & :
«
Iy = agr}rloo ([Jc’”lex]g + (k+ 1)/0 xkezd:c>
(0%
- 1irJ1r1 (o/‘”rle"Z + (k + 1)/ xk’emdx)
a— 1+00 O
avec :
lim oftle™ =0
a— 400

(encore les croissances comparées exponentielle-puissance) ;

lirf (k+1)/ xke_“'dx:(k:—i—l)/ be=dr = (k+1) I,

Conclusion :

VEk € NN, Ik‘Jrl = (k+1)[k

Par itérations successives, pour tout entier naturel k :

I, = kU

+oo
= k! / e "dx
0

———

=1 en partialisant !

= &

Conclusion :

Vke N, I =k

2. En déduire , en utilisant la partie II, que T,, a une espérance et que E (T,,) = E(N).
La variable T,, est a valeur dans R alors en reprenant le résultat (44), sous réserve de converge
de l'intégrale en jeu, nous avons :

E(T,) :/0+OO (1— F, (1)) dt:/om (1+2) e ar

N , . T\ _
La convergence ne pose aucun probléme (c’est confirmé par hrf z? x <1 + —) e =0).T,
xr— 400 n

admet une espérance égale a :

) = [ (1+5) e

T
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n
Ak oo
= Z '"k/ ke dt
k-:ok'n 0

car pour tout k les intégrales I;, sont convergentes, on peut donc permuer > et /
n
Ak
- 3
klnk
k=0

n Ak
- ZW
k=0
= EW)

Conclusion :

IOToToToX
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