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Les résultats du cours en un clin d’oeil

ENSEMBLES '

@ (Définition intuitive d’un ensemble) C’est le tout formant une collection
d’objets ayant une propriété commune. Chaque objet d’un ensemble est appelé élément,
et écrire que x est un élément de A se note x € A. Dans le cas contraire, on note z ¢ A.
On dit que A = B lorsque Vx € A, x € B et Vo € B, z € A. Par contraposée A # B
lorsque 3z € A, x ¢ Bou 3z € B, z ¢ A.

@ L’ordre de I’écriture des éléments d’un ensemble n’a aucune importance, ainsi que
leurs répétitions éventuelles. Par exemple : {1,2,3} = {2,3,1} = {1,1,2,3,3,3}.

@ Soit A et B deux ensembles, on dira que B est un sous-ensemble de A ou que
B est une partie de A si et seulement si tout élément de B est aussi un élément de A.
Ainsi : B C A lorsque Vx € B, = € A.

@(A:B)@}(ACB(%‘LBCA).

@ On appelle ensemble des parties de A, ’ensemble de tous les sous-ensembles
de A, on le note P (A), il contient évidemment A lui-méme et 'ensemble vide.
@ » Ecrire A C E se traduit par A € P (E).
» Ecrire a € A se traduit par {a} C A (on n’écrit jamais a C Al!).
@>AUB:{£EQ,xeruxEB}.
> JAi={zeFE|Jel xzecA}.
icl
E‘AUA:A,AUB:BUA,AU(BUC):(AUB)UC,ACAUB,BCAUB,
(ACB)<—= (AUB=B),5UA=A,QUA=0Q, AUA=Q.
@bAﬂBz{xEQ,xeAet:ﬂeB}.
> VA, ={zeFE|Viel, zeA;}.
icl
[Pl|AnA=4,AnB=BNA, AN(BNC)=(ANB)NC, ANBC A, ANB C B,
(ACB)+<= (ANB=A4),0nA=0,0NnA=A, AnNA=0.
[P]» AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

,(ﬂAOUB[j@hu&,(UAJﬁBlJUhﬁm,<ﬂAQU<ﬂ1%>

i€l icl icl el el JjeJ

(Ai N Bj) .
(i,4)eIxJ icl JjeJ eIxJ

E‘ » ANB=AUB, AUB=ANDB (ou A=C[(gA) (Lois de Morgan).

n <mu&»(UAQm<UBJ:1my
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catrice (ou fonction caractéristique) de A notée I4 par : Iy

{

A; = | A; (Lois de Morgan généralisées).
I i€l

I S

(B=4) < (AUB=Eet ANB=10).

Q =0, A=A, (B=4) <= (A=B), (Ac B)= (BC4).
A-B={zxeQ,rzecAectz¢ B}.
A-B=ANB,A-B=A—(ANB),A=Q-A,(A-B)=A4) < (ANB=92).
[D] AAB=(AUB) - (ANB) = (A-B)U(B-A).

[D|» Ax B={(a,b) |acAectbe B}.

> Al x Ay x - x Ap ={(z1,22,...,2n) | X1 € Ay, T2 € Agy..., T, € An}.

@ Soit E un ensemble. Pour toute partie A de F, on définit la fonction indi-
cx € E— Ia(x) =
1 si z€A
0 si z¢A
[P]»Vae B, Ig(z)=1,T(z) = 0.

> Ia=1—14,Iung =14 xIg, Taup =14 +1p —14 xIp.

FORMULES COMBINATOIRES '

Soit m un entier naturel,
n
> E k— n(n—‘—l).
k=0 2

€ {0;1}.

> Xn: ]{72 _ n(n+1)6(2n+1).
k=0
o (s’
k=0
@» (Z):mavecogpgn.

» On pose (Z) = 0 lorsque p > n.
[P]»V(np) eN:p<n, (V) =(,"

Y nﬁp) (symétrie).

»V(n,p) N’ 1<p<n, () =2(""1).
> V(n,p) e N? 1<p<n, (Z) = (Zj) + (”;1) (triangle de Pascal).
d
>V (p,d) eN? p<d, 3 (Z) = (zﬁ) (triangle de Pascal généralisée).
n=p

n
Formule du binéme de Newton : V(a,b) € C2, (a+b)" = 3 (Z)a’“b”*k.

p=0

[Pl»v(np) eNLp<n 3 (1) =2

, v - L(n—-1)/2]
» Vn € N¥, pzo (2p):2 = 2p+1/°
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b vn e N, Y k(%) =n2v )
k=1

Formule multinomiale (HP mais ...) ¥V (aq,...
n!

,ap) € RP,

n N

at* X oo xap® =(a;+---+ap,)" ouneN.

{(7L17“-77Lp)6[[07'n]]p 7”L1! X 712! X oo X np!
ni+-+np=n

coeff. multinomial
n

V.D.M. ¥ (n1,ng,n) € N3, n < ny + no, > (721) (nn_zk) = (”lim).
k=0
[Plvnen, - (1) = ().
p=0
V.D.M. généralisée (HP mais ...) V (Ny,...,N;) € N,
N1\ (N2 % (Nk) _ (N1+"‘+Nk).

Z{(nl,...,nk)el[o,n]]k (nl)(nQ) X ng n

ni+-+ng=n

[TlvmpeN p<n, ¥ 1=().

1<i1 <ig <+ <ip<n
v(”,p)E]NQ,nZI, 1= (p+n71).
n

p
@»V(n,p)EJNQ,pSn,V(ap,...,an)ERP, 1 ak =ap x -+ x a,.

k=p
n
» On pose [] ar =1 quand p > n.
k=p

E‘ Soit n un entier naturel,
> H k=mnl!

k=0
> [] (2k) = 2"n!

k=0

n (2n +1)!

» [ 2k+1)=——+

k=0 2”’(7,'

DENOMBREMENT I

» Soit A et B deux ensembles tels que A est fini et B C A, alors Card (B) <
Card (A) et Card (A — B) = Card (4) — Card (B) .
» (Card (A) = Card (B)) < (A= B).

» Card (Alf B) = Card (A) + Card (B), Card < L:J Ak> _ 3 Card (Ay) .
k=1 =

k=1

f[ Card (Ay) .

» Vn € N*, Card (H Ak) =
k=1 k=1

Poincaré :

27/11/2013

n

=¥ (-p*! 2

k=1 1<i1 <2< <ip<n

VneN*,Card(U Ak> Card (4;; N...NA;).
k=1

@ Partition d’un ensemble : On dit que la famille d’événements (A;),.; est une
partition de E:Vie I, A; #0, (V(i,j) € I?,i#j) = (A NA; =0)et | A, =FE.
il
Remarque : c’est la méme déf. pour un SCE avec F = Q.

Lemme des bergers : Soit E et F' deur ensembles finis et f une applica-
tion surjective de E vers F. On suppose qu'il existe p € N* tel que pour tout y € F,
Card (f~* ({y})) = p, alors Card (E) = p Card (F).

Nombre d’applications de E vers F : Card (A (E, F)) = (Card (F))“*4®) |
Nombre d’injections de E, vers F,, avec p < n: AP.

Nombre de permutations de E,, avec n € N* : A" =n]

Nombre de p—listes de E,, : nP.

Nombre de combinaisons de p éléments de E,,, avec 1 <p <n: (Z) ==z,
Nombre de parties d’un ensemble E : Card (P (E)) = 202d(E),

Probléme des anagrammes :

() > () e () = e

Nombre de suites :

> Card({(zl,xg,...,xp) EMN 1<z <m<- - <1 Sn}) = (Z)

» Card ({(z1,22,...,2p) € (N*)P |1 <2y <zp <+ <1, <n}) = (P77,

P
ESPACES PROBABILISES I

@ Tribu : Tout ensemble de parties d’'un ensemble 2, contenant §2, stable par réu-
nion au plus dénombrable et par passage au complémentaire, s’appelle une tribu ou o—
algebre sur 2, souvent notée A. Autrement dit : Q € A, VA € A, A € A, pour toute suite

+oo
(An),>n, d’événements de A, |J A, € A

n=no

E‘ : ) € A, A est stable pour N, —, A.

(P> o(A)={0,4,4,0}.

> Soit (Ax)zex un SCE alors o ((Ap)er) = { W A|Le P(K)}.

» Si Q au plus dénombrable A =P (). l€L

Tribu de Borel : B(R) = o ({]—00,z[, z € R}) = o ({[z,+00[, z € R}) = - -

Axiomatique d’une probabilité : Soit (£2,.4) un espace probabilisable, on
appelle probabilité sur (9, A) toute application P : A — [0,1] vérifiant : P (Q) = 1,
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X L . . e Card (A)
V (Ar)per, deux a deux disjoints Y P (Ar) < oo et P ) Ar) = > P(Ax) (0— Relation de Laplace (cas d’équiprobabilitée) VA € A, P (A4) = Card ()’
k keK keK r

additivité de P).
@ On appelle espace probabilisé tout triplet (Q2,.4,P).

Soit A et B deux événements de (2, A, P) :
» P (0)=0.

» P(AWB) =P (A) + P (B).
»P(4) =1-P(A).
>P(4-B)=P(4)-PND).

» (BCA)=(P

(A ) P (4) - P(B)).
»(BCA)=> (P(B)
(A

» P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
>P(AUB)§P(A) P(B).
P(UJ Ak) = Z P (Ay).
k=1 k=1
Limite monotone :
—+o0
> () 7) = @ (1 A,) = 1w P4

lim P (A,)).

n—-+o0o

- ((An>n>0 W)= (P ()=
[R]|Soit (4

alors :

> la suite U Ak> est croissante ;

» la suite | U Ax est décroissante ;
k>n
> la suite ( N Ak> est décroissante ;
k=0 neN
la suite | [ Ag est croissante.
k>n
Soit (Ay), >, une suzte quelconque d’événements :
400 N n +o0
P(UAn): lim P(UAk)etP<ﬂAn): lim P
n=0 n—+oo k=0 n=0 n—+oo

Inégalité de Boole ou sous-additivité (HP mais ...

P (kglAk) < kXZ:IP(Ak) ot P CLIA,,) < :ép(An) (o

verge).
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P (4)) propriété de croissance de P.

nen Une suite d’événemements définie sur un espace probabilisé (2, A, P)

(,8)

)

u > P(A4,) < oo ou di-

n

@ Indépendance d’événements :

» 2 événements : P(ANB)=P(A)P(B).

» n événements 2 a 2 indépendants :

» n événements mutuellement indépendants :

VIeP([L,n]),l#0,P <_DIAZ-) —T[P(4,).

i€l
» Suites d’événements : on se raméne au cas fini pour toutes sous-suites finies

E‘ Les assertions suivantes sont équivalentes :

» A1l B,

» All B,

» A1l B,

>ZLL§

E‘ Soit (Ay),, une suite d’événements indépendants alors (B,,)
n, B, = A, ou A, reste une suite d’événements indépendants.

@ Probabilité conditionnelle : VA € A| P (4) #0, P4 (B) = Zg07.

E‘ Toutes les propriétés vues sur les probas inconditionnelles sont encore valable :

On dit que deux événements A et B ou P (A) # 0 et P (B) # 0, sont indépendants
si 'une des conditions équivalentes est vérifiée.

», OU pour tout entier

» P(ANB)=P(A)P(B).
» P, (B)=P(B).
> Py (A) =P (4).

Formule des probabilités composées : Soit A, ...
pour tout n > 2, P (A1 N...NA,_1) #0, alors :
P(Ain...NA,) =P (A1) P4, (A2)P4,na, (A3)...

Formule des probabilités totales :

, A, n événements tel que

PAlﬁ.A.ﬁAn,l (An) .
Soit (Ag)pex un SCE tel que Vk € K,

P(Ar) #0,alors VB e A > Py, (B)P(Ay) <o et P(B)= Y Pa, (B)P(Ay).
k keK
T | Bayes : Soit (Ax),cx un SCE tel que Vk € K, P(A;) # 0, alors VB € A
Pa,; (B)P(Ai)
|P(B)#0:Viec K,Pp(4;) = ZPAk(B)P(Ak)
keEK

[Généralités @@J
D|®@:X:Q—R|VBeB(R), X ' (B)={weQ|X (w)cB}ecA
@ ® : X var.d. si X () est au plus dénombrable.
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@ © : X varad. si X (Q) est co et indénombrable. ® > zP([X =u1) ssrlev]

@ ®© : X =Y lorsque Vw € 2, X (w) =Y (w) E(X) = wzfo)g(ﬂ)

T 4 ’ - : ©f " Jxf (x)dx ssrc

@ ®© : X =Y pss. lorsque P ([X =V]) = 1. @ Espérance conditionnelle ® : VA€ A|P(A) #0:

[k»h—UMXw%mﬁ—{guX—ﬂMcxmﬁ. BX|4)= 5 aiPalX =) srlev]

@ Loi de probabilité ©®: Px : X (Q) — [0,1], définie par Vo € X (Q), Formule de I’espérance totale  Soit (A;),.; un SCE tq Vi € I, P (4;) #
Px(z)=P([X =1x]). 0,E(X)=>E(X|A;)P(4;) ssrlcv].

iel
Caractérisation d’une loi ,
>
» S : On donne les probabilités ponctuelles ou bien la fonction de répartition. @ Moment d’ordre r > 0
» © : On donne une densité de X ou la fonction de répartition ® 3. 2P (X =) ssrfev|
' m, (X) =E(X") = 2 €X(9)

®©:(X:Y)=>(PX:PY)- ©f+oo " f (x) dx ssrev

®©: (P x =Py)= (Vk >0,E (Xk> =E (Yk)) : @ Moment centré d’ordre r > 0

Caractérisation d’une densité © : (caractérisation) (f densité) <> ( f > 0 sur ® Y (s —E(X))"P([X =) ssr]cv|
R, CO presque partout, f converge et vaut 1 1 (X)=E(X -E(X))") = 2 €X(Q)

f ) ©f+oo (x; —E(X))" f (x)dx ssr|cv]|
@ Fonction de répartition F . ,
»O:VzeR, F(z)= Y P(X=uz]. @ ® Moment factoriel d’ordre r > 1
{wex(g EX(X-1)...(X—-r+1) = ozi(ry—1) .. (z;, —r+ 1) P (X = 1))
z;<x z; €X(Q)
»©:VzeR, F(z)=["_f(u ssr\cv| :

T|© : F' = flaou F est dérivable i.e. 1a on f est continue.

E‘ » ©© : Dans le cas général lng =0, E{},}F =1, F C° a droite en tout point de
R, F non décroissante.

» © : On rajoute F : CY sur R et C! sur R — I (I ensemble fini éventuellement vide).

[P]®:>VaeR, P([X =a]) = Fx (a) — Fx (a7).

>wameﬂ?a<qua<X§m):Rﬂ@—Fymj

> V(a,b) € R? a <b,P([a< X <b]) = Fx (b) — Fx (a)

> V(a,b) eR? a<bP(la<X<b)=Fx(b)—-Fx(a).

> V(a,b) eR? a<b P(la< X <b])=Fx(b") - Fx(a).

@:V(a,b)GRQ,agb,P([angb]):P([a<X§b]):P([a§X<b])
P(la<X<b)=[ fx(ud

® X P([ zi])
T|VBCX(Q), P(B) = { ©,€B
- ©fxEBf

(Moments @@J
@ Espérance

27/11/2013

T | ©© :Soit r € N alors (m,41 (X) < 00) = (Vk € [0, r], my (X
@@ (1ry1 (X) < 00) = (VE € [0,7], py (X) < 00).

)) < 00).

[T]®© :Vr e N, (m, (X) < 00) & (1, (X) < ).
E‘ Inégalités de moments
> Q0 :VX el (X>0)= (E(X)>0).
> OO : V(YY) € (£, (X <¥) = B() <E(Y),
> QO :V(X.Y) € (£1)°, (X =Y) = (B(X) =E(Y)).
> 90 : (VYGEletXtelque IX|<Y)= (X eLllet E(|X]|) SE(Y)).
>»OQ:VX el [EX) <E(X]).
»©0:VX € L2 E(X?) > (E(X N2
Transfert
® > ¢(z)P (X =x)) ssricv| ou ¢ déf sur X ()
Be(x) =1 ni¥e)
@fjoo f (z)dx ssr|cv| ol ¢ est CO presque partout
® 7, — E(X))’P X = x;]) ssrlev
B]» vix) = { B é%;( ( (X)"P(] ) ssrlev|
@fj:oo (z; — E(X))? f (z) dx ssrev

spicesagros.fr



13/14 LE 07/05/2014 A 07H55 Page 5/12
> OO :0(X)=+/V(X). @ Lois conditionnelles
Théoréme de Huygens-Koenig ®© : V (X) =E (X?) — (E (X)) » Pix_;,): Y (Q) — [0,1], définie par Vy; € Y (), Pix—p, ) ([Y = y4]) = % et
) 2 _ _ 2 e
®© :V(a,b) € ]Fi ,E(aX +b) =aE(X)+bet V(aX +b) =a?V (X). b Py X (Q) — 0,1], définie par Vo € X (©), Ppy_y.| (X = o)) = 2.
VECTEURS ALEATOIRES I Pej

[Séries doubles]
Fubini dans le cas positif (F®) Soit v = (uivj)(ij)eIxJ une famille & deux
indices de réels positifs indexée par I x J ¢ IN?. Si Vi € I, Dui; < +oo puis

J
Y>> u; < 4oo alors Y u;; < 40o. On a alors les résultats suivants
i ged (4,5)

Zu”<+oopu2522u”<+ooet ooy =00 D wiy
(i,4)eIxJ i€l \jeJ

J i€l

V5 oe J,

=2 <Z Uu) :
jeJ \iel
Comparaison pour les séries 4 termes positifs
» Soit I’ C I et J C J et deux séries > u;; et Y wv;; tel que V(i,5) € I’ x J',
(%,5) (%,5)
(2 wijev) = (X vijcv).
(%,3) (%,3)
» Par contraposée (Y v;; div) = ( > u;; div).
(%,9) (%,9)
Sommation par paquets (admis) Soit Z|u”\ < +oo ou (4,5) € I x J, et

Vk € K > |ui il < o0 ou (i,7) € Ay de
(4,4)

0 S Ui7j S ui,j. Alors

(Ak) e une partition de I x J, alors on a :

somme

>

(1,7)€AL

2

(i,5)€EA

Us, g, et Z < |u¢,j|> < +00.
k

2 2

Uij | =
(1,J) €Ak (i,§)EIXJ
{Couples discrets]

@ Loi de probabilité d’un couple Soit C =

Uj,j-

Enfin ona ), <

keK

(X,Y).Po: X (Q)xY () — [0,1],

deéfinie par V (z;,y,;) € X () xY (Q), Po (x;,y;) =P (X =z N[Y =y;]) = pi ;-
@ Lois marginales
» Px : X () — [0,1], définie par Vz; € X (), Px (z;) =P ([X = z4]) et
» Py :Y () — [0, 1], définie par Vy; € Y (), Py (y;) =P (Y =y;]).

[T]» va; € X(Q

)7 P ([X = (131]) = Die = Z Dij et
y; €Y (2)
>y, €Y (Q),P(Y =y]) =pej= > pij
z; €X(Q)

27/11/2013

Caractérisation de la loi d’une fonction d’un couple Notons Z = ¢ (X,Y).
Caractériser la loi de la variable Z, c’est donner Z () = g (X,Y) () et pour tout z de

Z():P([Z=2]) = P(X =z]n[Y =y]).
grwjfé?xym>
I T|vieP(Z ) :P(Zel])= P(X =z]n[Y =y

{(a:,y )EX ()XY ()
g(zy)el
® Théoréme de transfert Soit ¢ définie sur D D X (Q) x Y (Q),
E(p(X,Y)) = > ¢ (zi,y;) P ([X = z;] N [Y = y;]) ssr|cv| de la série dou-
(#4,9;)E(X,Y)(Q)
ble en jeu.

Droite de régression de Y en X notée A a pour équation :

Y = (%) (X —E (X)) + E(Y) et en inversant les roles symétriques de X et
Y nous obtenons X = (%) (Y —E(Y))+E (X) qui est ’équation de la droite de
régression de X en Y notée A’

[Vecteurs discrets ]

@ Loi d’un vecteur de dimension n > 2 Soit V = (X3,...,X,,) Py : X7 () x
-x Xy, (Q) — [0,1], définie par V (z1,...,2,) € H X (),
i=1
n
Pv(fL'l,...,$n) =P <m [Xl :ZL'Z]) .
i=1
Lois marginales de dimension un : Vk € [1,n], Px, : X; () — [0,1], deéf.
par Var € X (Q) s PXk (ij) =P ([Xk = xk]) .
Vk € [1,n], Vai, € Xk (),
P ([Xp = z3]) = > p <ﬂ (X5 = xj]) :
(T15 sl 1, TR 15005 Tn ) € H Xm (82) i=1
meftin - {k}
Théoréme de transfert Soit V = (Xl,...7Xn) alors E (¢ (X1,...,X,)) =
o(x1,..,20) P (X1 =21 N ... N[X,, = x,]) ssrlev].
(15000 ) EX1(Q) X - X X, ()
Caractérisation de la loi d’une fonction d’un vecteur Soit V = (X1,...,X,,)
et ¢ une fonction définie sur une partie de R™ contenant [] X (R2), alors la loi de

k=1
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Z = ¢ (V) est caractérisée par la donnée de Z (2) C Im ¢ et par celles de

([Z =27)) = P (X1 =z N...N[X, = z,]) pour tout z
{(131,...,:E7L2€X1(Q)>)<~“XX"(Q)
O(T1,y..yTn)=2

de Z ().

Covariance

[D]®®© Soit X,Y € £2, Cov (X,Y)
[P]|®© : Soit X,Y € L2,

=E(X-EX))(Y -E(Y))).

» Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E () (théoreme de Huygens).
» Cov (X, X) =V (X) >0 (positivité).
» Cov (X,Y) = Cov (Y, X) (symétrie).

» Soit X,Y,Z € £2,V¥(a,b) € R? Cov(aX +bY,Z) = aCov (X, Z) + bCov (Y, Z)
(linéarité a gauche).

» V(a,b,c,d) € R*, Cov (aX +b,cY +d) = acCov (X,Y).

> Vk, VI, Xy et Y, € L2, A, et p; € R,

v (Z AiXi, ,ijj> =
i=1 j=1 (4,5)€[1,n] x[1,m]
[T|®© :Vie[l,n], X; € L%, a; €R,
i=1 i=1 1<i<j<n
(Identités de polarisation) ®@© : Soit X,Y € L3 alors :
1
» V(X)+V(Y)= §(V(X+Y)+V(X—Y)).

Aipt; Cov (X, Yj) (bilinéarité).

a;Qj Cov (X“Xj) .

>Cov(X,Y):%(V(X—i—Y)—V(X—Y)).
> Cov (X,¥) = 5 (V(X ) = V(X) = V(¥)).
> Cov(X,Y):%(V(X)—I—V(Y)—V(X—Y)).

X;). A Ré-

Soit X4,..., X, € E?i indépendantes, alors V (E%Xz) =
ciproque fausse. B
: Soi 2 51| - — _Cov(X,Y)
[D]®® : Soit X,Y € £2 |+ . p(XY)= 2ol

E‘ > ©© : Soit X,Y € L2 |4 §: |p(X,Y)] < 1 soit [Cov(X,Y)| < o(X)o(Y)
(Inégalité de Cauchy-Schwarz).
> OO : (p(X,Y)=1)< (Y =aX+bps.).

LCela veut dire de variances non nulles.

27/11/2013

@ Matrice de covariance-variance @ : Soit pour tout k de [1,n], Xi € £2, on

appelle matrice de covariance-variance du vecteur aléatoire V- = (X1,...,X,) la matrice
symétrique réelle de S,, (R) notée I'yy définie par : 'y = (Cov (X;, X ))(Z Deltn]? -
a
@@:V(al,...,an)ER”,V(ZaiXi) ='"(m an )Ty . La
=1 an,
forme quadratique associée a 'y, qui montre que la matrice I'y, est positive.
[Indépendancej
@ » ®: X; 1L 11 X, € L' lorsque V(z1,...,7,) € [ X:(Q),

P (ﬂl [X; = xz]) = _]:[1P (X5 = z4)) .
»®0:X; L1... 11 X, lorsque V (z1,...,2,)

P (A 1x<a) = [P < o).

i—1

c Rn7

>POO: (X LLY)= (V(p,9),e(X) LLyY(Y)) A Réciproque fausse.

> QO : (X1 LL... 11 X,)= (E(ﬁ X;) = ﬁE(Xi)).
i=1 i=1
» 0 : (X LLY)= (Cov(X,Y)=0).
> ©O : (Cov (X,Y) #£0) = (X LLY).
» 0O : (Cov(X,Y)=0)=7
>0 : (X 1LLY)= (p(X,Y)=0) A Réciproque fausse.
> ©O : (p(X,Y) £0) = (X LLY).
» 0O : (p(X,Y):O)(=>|?[ ) .
. EX|[Y=y)=E(X
»O:(X1lY)= <{ E(Y | [X = 2) = B(Y) )
> ©@:V(ar,...,an) ER™ (X; L1 ... L1 X,) = <V <Z ain-) Z 2V (X )) .
i=1
» ®©: Lemme des coalitions (X7 L1...11 X, 1) :> (V (o, ),
p(X1,..., X)) LL Y (Xpnt1,.-., Xnem)) ((HP) on peut “bordéliser” comme on veut les

variables aléatoires avec autant de fonctions que 'on veut).

Convolution

PO X LLY)= (P(X+Y =2]) = >

{ zeX(Q)
z| z—xz€Y(Q)

P(X=z)P([Y =z —z])
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> © (X LLY) = (fxry () = [T fx O fy (@ =) dt = [T fx (@ = 1) fy (D)),

fx1v est C° presque partout.

INEGALITES DE CONCENTRATIONI

Inégalité de Markov (I.M.)

> OO : Soit X € L' & wvaleurs positives, alors Ve > 0, P ([X > ¢]) < ==

» Ce qui se généralise pour Vr >0, X € L7, Ve > 0, P ([|X]| > ¢]) < E(‘E)f‘r).

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (I.B.T.) ®© : Soit X € L2 admettant
variance non nulle, alors Ve > 0, P ([|X — E(X)| > ¢]) < %

CONVERGENCES '

(Convergence en probabilitéj

EX)

D] (X,),en — X lorsque Ve > 0, lim P (X, - X|>¢)) =
n—-—+0oo
lim P (X, ~ X| <e])=1.

Pl» 00 : ((Xn)neN P, X) o ((X,,,, — X), oy o) .
OO : ((Xn)neN P, X) 4 (

<

E‘ (pas vraiment au pgme mais ...)

> OO : ((1Xal)uen = 0) & ((Xn)en —0).

> Q0 : ((X,,L)neN P X et (Xn),en — Y) = (X =Y ps.).

Slutsky (hors programme) ®© : Si (Xn),cn P, X et si f € C°(R) alors
(f (X)) en = (X).

E‘ » ®O©: Si (Xn),en LX et (Vo) pnen L, Y alors V(a,b) € R?
(X, + bY,),en — aX +bY.

> (X0 Y0),en — XY

> (%)HEN 2, < avec P ([Y =0]) = 0.

Loi faible des grands nombres

» ©© : Soit (Xy),cn- deur a deux non corrélées, (i.e. les covariances deur & deuw

Xi++ Xy
n

0 ou

lim E(X,)=E(X) et

n—-+oo n—-+oo

lim V(X,-X)= o> .

lim E(X,)=a€cRet

n—-+oo

lim V(X,)= 0> - ((Xn)neN* P, a).

n—-4oo

sont nulles) d’espérance commune m et de variance commune o2. Soit X,, =
— P
alors (X,,L)

_—
nelN* m.

27/11/2013

» ©: SiVk € [1,n], X — B(p) alors en posant F, = w ona: Ve > 0,
P ([P —pl> ) < BUP < 1

— 4ne?”
(Convergence en loi]

— orsque lim T) = x) en tout point ou est sur
@ (Xn)nen £, X lorsq lim Fy, (z) = Fx (z) poi Fx co

n—-+4oo

une partie de R.

@@ : Soit a et b deux réels tel que a < b on a :
lim P(a< X, <b)=P(a< X <H)).

n—-4oo

®: ((Xn)neNi’X) And

N, lim P ([X, = a)) = P (X = z])).

n—-+4oo

(Vvn € N, X,()) C¢ X() e Vk €

Théoréme de la limite centrée (TCL)

n
» ©© : Soit (X,), cn-i-i.d. alors (S}), o £, Noa N — N (0,1)ou Sy, = > Xp,
k=1
* _ Sn—E(Sn)
et S} = B )
. o T 1 —2/3
Alors Vz € R, HEIEOOP ([Sp<z])=@(z)= [ 7= dt.

» Le TCL existe aussi en version moyenne.
[T]®©@:VaeR, ((Xn) £, a) = ((Xn) r, a) .
[Approximationsj

(Hypergéométrique par binomiale) Vk € N, X, — H (N, n,p) ot n € N et
p € ]0, 1] fixés. Supposons que Vk € N, pNy et N (1 —p) € N et klh}: Nj, = 400 alors

(Xk)pen 5 XouX —B (n,p) (condition : N > 10n).
(Binomiale par Poisson) Vn € N, X,, — B(n,p,) avec lirf npn = A, A >0,

alors (Xn),en EXot X P (M) (conditions : n > 30,p <0,1).
(Binomiale par normale) Vn € N*, X,, — B(p), ainsi S, = > X —
k=1
B(n,p). Alors (S)),en- £ Noa N — N(0,1) avec ¥Yn € N*, S = %
np(1—p

(conditions : m > 30,np > 5 et ng > 5).
(Poisson par normale) Vn € N, X,, — B (n,p,) avec 11141_1 np, = A\, A >0,

alors (X,),cn EXou X P (M) (condition : A > 15).

ESTIMATIONS '

(Estimation ponctuelle| Soit n € N*, et # un réel de © une partie de R et
g:0 — R.
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[D] Soit (X1, Xa, ...,

X,) un n—éch d’'une var X i.i.d., on appelle statistique ou
estimateur de g (), toute suite de variables (T3,),, ou Vn, T,, = ¢, (X1, Xa2,...,Xp),
fonction de Xj, Xo, ..., X, indépendante de §. C’est une variable aléatoire réelle.

@ On dit que (7},),, est convergent ou consistant de g(@) lorsque (7},),, £, g(0).

@ Biais d’un estimateur par rapport a g(0) : by, (0) =Eq (T, — g (0)).

» Si by, () =0, on dit que l'estimateur est sans bias.
> Si liIil br, (6) = 0, on dit que Pestimateur est asymptotiquement sans bias.
n—-+0o0o

®@© : Sibr, (6) = 0 soit si liT br, () =0 et lirf_l Vy (T,,) = 0 alors (T,) est

convergent soit (7},),, LN (9).
@ On appelle risque quadratique moyen de T, : 1, (6) = Ey ((Tn —g (9))2) .
®© : 11, (0) = Vo (T,) + b2 (0)*.

OO : (ngr&o rr, () = o) = (1), 2 9(0)).

[Estimateurs de parameétres usuelles sans biais et convergents]

’Moyenne empirique ‘ Soit n un entier naturel non nul, ¢ un réel inconnu que ’on

cherche a estimer et o strictement positif.
_ n
@ ®0: X, = % > X ou le n— échantillon est tel que Vk € [1,n], E(Xy) = p
k=1

inconnue

T|®© : = pet V(X,) =

> ©: (Vk € [[1,n]],Xk N (1,02)) =
o strictement positif.

> ©O : (Vk € [1,n], Xi, & N (p, 02
par le TCL pour n grand, ol x est un réel et o strictement positif.

Tjoo: (X.) —

’Fréquence empirique‘ Soit n € N*, p et ¢ deux réels de ]0,1[ inconnus donc a
estimer, tel que p+ g = 1.

@ ®:F, = % i X}, ou le n— échantillon est tel que Yk € [1,n], X — B(p) ou p
est inconnu. =

II<>=pav<m=%

T O®:X, — ( q) par le TCL pour n grand, np > 5 et nq > 5.

~

IT]®: (F,)

%2 ol p est un réel et
(N 2
(Xn =N (,u, %)) ol est un réel et

) voire de loi commune ?7) =

(BN ()

N——

’Varlance emplrlque‘ Soit n € N*, et 6 un réel de © une partie de R.

27/11/2013

1—asiP(Uy Va2
est appelé le risque)

o est inconnu, I'estimer par la réalisation de

Z (X — an)z ou le n— échantillon est tel que Vk, E (X;) = m
h=1

D|e@:s2=1

connue et V (X) = o2 inconnue.

@©=sz:$ixz—(m2.
k=1

[T|®©:E —w#w%

®© : (nnls”%) 02

[Estimation par intervalle de confiance de g(0) au risque a (IC, (0))]

@ L’intervalle aléatoire [U,, V,,] est un intervalle de confiance de ¢g(6) au niveau
g(0)) > 1— « autrement dit si P([U, <g(0) <V,]) > 1—«a («

[T IC. (p { Uy aypy) ) Fn+u1_a/2\/@} et IC, (p) C

[ F, - u;\}m N u;\/(%m (condition min (N, nv,,n (1 —u,),n (1 —wv,)) > 5).
®© : IC, () = [ X, — Ur—a/27m Xin—l-ul_a/g\% } (condition n > 30). Si

S, noté s ce qui donne

: 1Cq (p) =

nl

{Xin_ulfa/Zﬁ ; X7n+u17a/2% ]

[Loi de Bernoulli @j

» Notation : X — B(p)
» Paramétre : p €]0,1]
» Epreuve type : épreuve amenant deux issues seulement : succés ou échec.
X () ={0,1}
»P(X=0)=1-p;P(X=1))=p
0 siox<0
> Fx(z)=<¢ 1—p si z€]0,1]
1 si z>1
»E(X)=p
» V(X)=p(l-p)
b (X > B(p)) <= (1— X — B(1—p))
> (X — B(1,p)) <= (X — B(p))
> X1, Xo,..., X, t.i.d. | (Vk € [1,n], Xk — B(p)) = (i Xy — B(n,p))
k=1

[Variable indicatrice @]
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1 si A

Dlvicari={, % 4
variable de Bernoulls.

[P|VAc A E(14)

[Loi binomiale @]

» Notation : X — B(n,p)

» Parameétres : n € N*, p €10, 1]

» Epreuve type : succession de n épreuves de Bernoullﬂ indépendantes et de
méme parameétre p.

. Par définition une variable indicatrice est donc une

—P(4), V(14) = P (4) (1 - P (4)).

X Q)= [[Ovnﬂ
» Vk e [0,n], P([X =k]) = (})pF (1 —p)F
» E(X)=mnp

> V(X)=np(l-p)
» (X — B(n,p)) <
> (X — B(l,p))

(n—X‘—>B(n,1—p))
(X = B(p)

> X1, Xo, ..., X, di.d. | (Vk e [1,n], Xy — B(p) = <Z X — B(n,p)>
k=1
l
» B(ny,p) * -+ x B(n,p) — B (Z nk,p> (stabilité de la loi binomiale pour la
k=1

somme de variables indépendantes)

[Loi de Dirac @]

» Notation : X — §,

» Parameétre : c€ R

» Epreuve type : numéro associée a une boule tirée d’une urne ne contenant que
des boules ayant le méme numéro c.

X (@) ={c}
»P(X=d)=1
»rxw={ ] 5 7l
»E(X)=c
» V(X)=0
» (V(X)=0) < (X —6,)
» (E(X?) =0) & (X — d)

[Loi exponentielle @J
» Notation : X — e())
» Parameétre : A € R}

2Une épreuve de Bernoulli est une épreuve a deux issues seulement.

27/11/2013

» Epreuve type : temps d’attente entre deux phénomeénes indépendants tels que des
arrivées & un guichet, ou des appels téléphoniques.

> X (2) =Ry
0 si <0
> fx (@) = {)\eME si x>0
0 si <0
’FX(x){l—e“ si >0
»E(X)=+1
> V(X)=L

)\2
> (X o e() & (V(5,9) € R, Ppxoy (X > 2 +4)) = P((X >y])) (abscence
de mémoire) ce qui s’est passé sur U'intervalle | —oo, z] n’affecte en rien ce qui se passera
sur lintervalle |z, z + y]
(V) =T(3,1)
b c(N)x-xe(N)=T(5,n)
n fois
» Soit Y — P (Ax) et X —e(N)alors P([X >z]) =P ([Y =0])
» Si X — e(A) alors | X ]| — G (p) (hors programme mais ...)
(Loi grand gamma @]

» Notation : X — I'(b,t)
» Paramétres : b€ R, t € R,
> X (Q) =R}
0 si <0
> fx (@) =1 e tat!
F(t o si >0

» E(X)=>0t
> V(X)=0b
)t271 du = DTt

fl ti— 1

» V(t1,t2) € ( ) T(t1+t2)

> I'(1,8) =~ ()

»I(5,1)=ec(N)

b (X' (1) = (bX = T (b,1))

> (X =D (51) > (¥ =7 ()

> (X =T (bt) < (VX T (O,t) ondt € RY)

» T (bty)*---xT(bt,)=T <b,k§1tk)

> X1, Xo,..., Xy dviid. | (Vk € [1,n], Xp — N (0,1)) => <i X2 F(2,g)) (loi
k=1

du chi-deux & n degrés de liberté, hors programme mais ...)
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> (X —>T(bn) et n>30) = (X — N (bn, an)) (hors programme mais ...)

[Loi petit gamma @J
» Notation : X — v (¢)

» Paramétre : t € R,
> X (Q)=R%

0 si <0
> fx(z)={ e *zi™!

To 0 si >0
»E(X)=t¢
> V(X)=t
> () =T(1,1)
>v@ﬂ*-*w@m=v(2to

k=1
n fois

[Loi géométrique @J

» Notation : X — G (p)

» Paramétre : p € ]0,1]

» Epreuve type : c’est le rang d’apparition du premier succes lors d’une succession
illimitée d’épreuves de Bernoulli.

> X () =N
»Vke N* P([X=k])=¢" 'pavecqg=1—1p
0 si o z<l1
>FX($)_{1—qk si zelkk+1], keN* avec g =1-p
»E(X)=1

hS]

>V(X):]%avecq:1—p
b (X G (p) & (¥(m.n) € N2, Py (X >m+n]) = P (X >m])) (abscence
de mémoire) ce qui s’est passé sur U'intervalle |—oco, n] n’affecte en rien ce qui se passera
sur Uintervalle |n,n +m].
> G(p)*---xG(p)="P(r,p) (loi de Pascal) (Hors programme mais ...)
—_—————

n fois
[Loi hypergéomeétrique @]
» Notation : X — H (N, n,p)
» Paramétres : N € N*, n € [0,N], p€]0,1[| (Np, N (1 — p)) € N?
» Epreuve type : c’est le nombre de boules blanches obtenues & partir d’une suc-
cession de n tirages efféctués sans remise & partir d’'une urne bicolore.
» X () = [max (0,n — Ng) , min (Np,n)]

» Vi e [0,n], P([X =k]) = %

27/11/2013

» E(X)=mnp
» V(X)=np(l—-p) (N_”) (savoir retrouver)

N—1
» Approximation : (X — H(N,n,p) et N > 10n) = (X — B(n,p))

[Loi normale centrée et réduite ou de Laplace-Gauss @J
» Notation : X — N (0,1)
» Parameétres : Oet 1

» X () =R

> V2 eR, fx () = e 27

Var
» Intégrale de Gauss

2

> j;o\/%e_édx =1
> fj;oe’zzdz =7
> VreR, ®(z)= ffoo\/%e’édt (intégrale tabulée)

»VzeR, ®(—z)=1—P(z) (ie  — 5 est impaire)

» O(0)=1/2

» Mode : 0

» Médiane : 0

»E(X)=0

» V(X)=1

>E(X"):{ 237;1'. 21 Zi?jﬂ;;w (a retrouver !)

> (2 S N(0,1) © (X <= N (m,0?))
» Stabilité de la loi normale pour la somme de variables indépendantes

ON(0,1) %« N (0,1) = N (0,n)

n fois
N (m,0%) %« N (m,0%) = N (nm, no?)
n fois

QXM%PWKJ¢¢|WMﬂmmXWHN&U%¢(ixf%FQGO(mm
k=1

programme mais ...)
» Approximations :

E} {z:?ﬁ)<n#gz5 n(l—p)>5 >:>(X‘3N(np,np(1p)))

X — PN

A>15 )i(XiWM““D

[Loi normale quelconque ou de Laplace-Gauss @J
X < N (m,0?)

» Notation :
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» Parameétres : m € R et 02 € R}, ¢ (X — B(n,p) etn>30,p<0.1) = (X =P (np))
» X(Q)=R .
1 ,;(x—m)Q [Loi uniforme continue @]
> Vo €R, fx (z) = J\/ﬂe e » Notation : X — U ([a, b))
» Mode : m » Paramétre : [a,b)ota € R, b€ R, a <D
» Médiane : m » X (Q) =[a,b]
»E(X)=m 0 si rz<a
> V(X) =02 N > fx(x)={ 7 si x€lab]
> (X = N (m,0?)) < (m — N (0, 1)) (théoréme fondamental de la loi no- 0 si z>b
o .
ramle) 0 si z<a
n n > Fx(z)=¢ =2 si xz€la,b
> N (m1,03) %% N (my,02) = N(Z mi, > 0'%) (stabilité de la loi normale x (@) ffa , >[b ]
k=1 k=1 si o«
pour la somme de variables indépendantes) » E(X)= aT+b
» Approximations : b—a)?
p%(f—>8(np) 'V(X):(m)
' ! = (X < N (p.p (1 - ) > (X > U(0,1])) & (b—a) X +a— U ([a,b)
n>30 np>5 n(l—p)>5 ~ 1
X P () > (X —=U(0,1])) = (-3 InX — (X))
¢ ({ > 15 ) = (X ?N()\,)\)) [Loi uniforme discréte @]
B n n » Notation : X — U ([1,n]) n>1
o ((x i d ;X’FEC;X’“) LN oit N s A (0.1)) (TCL » Paramétre : [[1,n]
( ”)n21 . ) = a<z”: X > oot (0, 1)) ( ) » Epreuve type : numéro d’'une boule tirée d’une urne constituée de boules
=t n>1 numérotées de 1 a n.
i : » X (Q)=[1,n
[L01 de Poisson @) > Vk<€ )[[1 7%] IJ]([X =1
» Notation : X < P (}) E(X D IR
» Paramétre : A € R} > EX)= zl
» Epreuve type : nombre d’apparitions d’un phénoméne rare durant un intervalle > V(X) ="
de temps donné. » Si X — U ([a,b]) aveca <balors X —a+1—=U([l,b—a+1]) et E(X) = “T'H’
» X(Q)=N etVMF%
> VkeN, P([X = k]) = <
»E(X)=2)\ Légendes et abréviations
> V(X)=2A > @ Définition.
> P(A)x-xP(A,) =P (Z )\k> (stabilité de la loi de Poisson pour la somme > Théoreme.
k=1 > Propriété (s).
de variables indépendantes) @ roprle. ¢ (s)
PP([XZO]):l—Fy(l) Ole‘—>5()\) >Corolla1re.
b Soit X < P (Az) et Y < £ (A) alors P ([X > a]) = P ([Y = 0]) » R Remarque.
» Approximations . | 2 @ : valable en continu.
X =P » (© : valable en discret.
¢ ({ A>15 ) = (Y =N 0W) » |E| : cardinal de E.
27/11/2013 spicesagros.fr
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B ssrcv @ sous réserve de convergence.
» ssr|cv| : sous réserve de convergence absolue.
» i.i.d. : variables indépendantes et identiquement distribuées.
» SCE : systéme complet d’événements.
» v.a.r.d. : variable aléatoire discréte.
» v.a.r.a.d. : variable aléatoire a densité.
» > u; < 400 : série simple convergente
3
> > u;; < 400 : série double convergente
i,
» A1l B:Aet B indépendants.
» X 1L 1Y :X etY indépendantes.
» X, L1... 11 X,:Xq,...,X, mutuellement indépendantes.
» Vk > 1, L (respectivement LX) espace vectoriel des variables (discrétes) admettant
un moments d’ordre k.

» Px :loi de X.

oToToTok
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