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Une petite introduction

Voici une anthologie de 86 exercices tous corrigés avec le plus grand soin, qui vous prépareront a
I’épreuve tant redoutée de la question sans préparation donnée & HEC et a 'ESCP. Certains sujets n’ont
thémes inédits et qui pourront tomber d’ici peu. A bon entendeur ... Ces sujets couvrent 'intégralité des
chapitres du programme de probabilités des deux années en voie scientifique. Ils pourra servir aussi aux
étudiants de PC et de MP hormis les chapitres sur les variables a densité. Je dis souvent & mes étudiants
que s’entrainer sur des QSP consitue un excellent exercice d’entrainement tout au long de I’année pour
affiner ses connaissances et surtout apprendre a rassembler ses idées en un minimum de temps. Des étoiles
% vous donneront une idée de la difficulté de chaque exercice : (¥) exercice simple, (%) exercice de
difficulté moyenne, (J¥ %) exercice difficile. Cela reste bien str subjectif selon le niveau de chacun!

Ce modeste document de 71 pages livré 4 la communauté des préparationnaires et pro-
fesseurs peut étre utilisable par tous, mais son usage a titre commercial est strictement
interdit.
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Premiére partie
Enoncés

(Chapter head:)Sujets de QSP et de celles qui vont tomber ...

1. é (%) ESCP Montrer que i <Z>2 _ <2n)

k=0 n
2. (%ek) HEC

1
(a) Soit x € R. Montrer que la série Z —1 () est convergente.
=i n [gHrOO[

“+o0
(b) On pose F (x) = Z%l[l +Oo[(:c).
n=1 n’

i. Tracer le graphe de F sur [1/4,+00].

ii. Montrer que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire dont on donnera la
loi.

3. (Je%k) Convergence et somme de la série double :

1

ngzl P+a®) (p+¢+1)
On admettra que :
f1e
26

i=1
Indication : on pourra utiliser la décomposition pour tout q fixé dans IN*

1 1 1
p+a)(p+?+1) p+e pt+g+1

4. (%) On considére deux variables aléatoires discrétes A et B a valeurs dans Z. Leur loi de proba-
bilité conjointe est de la forme :

V(a,b) € Z*, P([A=a]N[B=0b]) = Kelal-lt|

a) Déterminer la valeur de K.

—_~

b) Calculer I'espérance du discriminant du polynéme (X — A) (X — B).

5. ééé: (¥ %) Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p. On définit une
variable aléatoire Y de la fagon suivante :

X (w) si X (w) est impaire

VweQ, Y(w)= { X (w)/2 si X (w) est paire

Déterminer la loi de Y.
6. (ek k) Soit X et Y des variables aléatoires positives admettant un moment d’ordre deux sur

(Q,AP).
(a) A quelle condition a-t-on E (X 2) = 07 On exclut cette possibilité par la suite.
(b) En considérant la fonction t — E ((X + tY)Z) , retrouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(E(XY))’ <E(X?)E(v?)
(¢) Montrer que pour tout a € [0,1] :
(1- @) B(X) < B (XLup(x) o0l (X))
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(d) En déduire que pour tout a € [0,1] :

P ([X > aE (X)]) > (1 - @2@

7. ééé: (%% ) HEC Soit n un entier supérieur ou égal a 1. On considere deux variables aléatoires
X et Y a valeurs dans {1,...,n + 1} telles que :

(") G

V(@i,j)e{l,....,n+1}*, P(X=in[Y =j]) = >

(a) Déterminer la loi de X son espérance et sa variance.

b) Soit la matrice M = (m; ;) avec m; ; = Pix—.1 ([Y = i]). Calculer M? et déterminer les valeur
J 2J [X=j]
propres de M.

8. ééé: (%% ) Montrer que la série double > a; ; définie pour tout couple (7, 5) de N2, par a;; =
(4,5)

1+
est convergente et calculer sa somme.

iLj12i+i

9. ééé: (%% ) HEC Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé (€2, .4, P) suivant toutes deux une loi géométrique de parametre p € ]0,1[. Pour
tout w dans 2 on considére la matrice :

Déterminer la probabilité P {w € Q | M (w) inversible} .

10. ?&é‘ (%) HEC Soit X et Y deux variables indépendantes suivant chacune la loi de Poisson de
parametre 1.

(a) Soit s un entier naturel. Déterminer la loi de X conditionnée par [X +Y = s].

(b) A Paide de la formule de I’espérance totale, retrouver 1’espérance de X.

11. (%%) On considére X une variable a densité paire fx et Y une variable indépendante de X
suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. Soit a et b deux nombres réels non nuls et Z7 =
| X|(aY +b(1-Y)).

Calculer une densité de Z.

12. (%) Soit X et Y des v.a.r. indépendantes telles que X — e (a) et Y — ¢ (b). On consideére la

v.a.r. Z = AX 4+ pY ou A et pu sont deux réels quelconques.

(a) Déterminer une densité de la variable Z et en donner une représentation graphique.

(b) Etant donnés m un réel quelconque et o > 0, quelles doivent étre les valeurs de A et p (en

fonction des autres paramétres) pour que E(Z) =m et V (Z) = o2.

1

13. (%) ESCP Soit X une variable aléatoire de densité & — —— ——
In21+2x

1 1
ran {YJ suit la méme loi que X.

14. (k%) ESCP Soit X et Y deux variables aléatoires & valeurs strictement positives, indépendantes,
de méme loi et admettant une espérance. Montrer que :

E (XfY) - EEEX(?Y)

1j0,1) () . Montrer que Y =
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

ééé: (%) ESCP On étudie la peinture de n carrosseries de voitures. La probabilité que la
peinture soit parfaite est de 0.75. On définit pour chaque entier naturel &k de {1,...,n}:

X, — 1 si la peinture est imparfaite
FZ1 0 sila peinture est parfaite

=),

?éé, (3¢ %) HEC On effectue une suite d’épreuves indépendantes, chacune d’elles étant un succes
avec la probabilité p € 10,1].

(a) Que dire de la suite (P ({ > Xk — %
k=1

(b) Calculer Cov (X7 + X5, X7 — X5).

(a) Soit T;, la variable aléatoire égale au nombre d’échecs précédant le n°™¢ succes, n € N*.
Déterminer la loi de T, appelée loi binomiale négative.

(b) Montrer la convergence en loi de (7},),, dans le cas o p=1—X/n, A €]0,n[.

?éé: (%) HEC Soit (X,),,~; une suite de variables aléatoires & valeurs dans [0, +oo[ définies
sur un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes et de méme loi. On suppose qu’il existe deux

réels a > 0 et A > 0 tels que :

P(X, >a]) ~ —

T——+00 ;L‘)‘

Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,),,~, définie par :
Vn>1, Z,=n"Y*sup (X1,...,Xn)

converge en loi vers une loi & déterminer.

é (%% ) ESCP Soit T} et Ty deux estimateurs indépendants, sans biais de 6, de variances
respectives V7 et Va. Pour tout a réel, on pose :

O, =dl} —‘r(l —a)T2
(a) ©, est-il estimateur sans biais de 07
(

b) Déterminer a pour que la variance de O, soit minimale. Quelle est la valeur de cette variance ?

?éé: (J%) Soit n un entier naturel non nul et (Xy, ..., X, ) un échantillon identiquement distri-
bué indépendant de loi de Poisson de parameétre inconnu A > 0. On pose :

1 & X, — A
X, =- X t T, = n
n nkgl k € n \/7_1 \/X

A Taide de T},, déterminer, pour n grand, un intervalle de confiance de A au risque o donné.

q q
#12 p ( )
(%) Caleuler, pour (p,q) € (N*)?, gzo:pﬂ Xy

3
ééé: (%) Donner la nature de la série Z o o ! et calculer sa somme en cas de convergence.
n>0
Un démarcheur dépose au hasard p prospectus identiques dans n boites aux lettres distinctes (on
suppose que chaque boite peut recevoir plusieurs prospectus et que p > n). Combien obtient-on de
configurations pour lesquelles il y a une seule boite vide ?

(%) Une inégalité injustement méconnue.
Sur Pespace probabilisé (€2, 4, P), on note A un événement quelconque et B un événement tel que
0<P(B)<1.
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1
(a) Montrer que [P (ANB)—P(A)P(B)| < 1 Ps(A) — Pz (A4)].
(b) Que donne l'inégalité lorsque A C B?
(c) Dans quels cas a-t-on une égalité ?

24. (%% %) ESCP Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli
de parameétre p. Déterminer la loi de :

Jo XcosO+ XY +1

25. é (%% ) Soit X une variable d’espérance nulle et de variance égale a o2. Montrer que :
2

g
Vi>0, P(X>t)< —2
>0, P(| 7])702“2

26. ?&é‘ (%) HEC Soit X et Y deux variables définies sur un méme espace probabilisé indépen-
dantes et suivant toutes deux la méme loi binomiale B (n,1/2). On considére la matrice aléatoire

M définie par :
g | X (w) 1
Yw € Q, M(w)[ 0 Y(w)]

Calculer la probabilité de I’événement : “M (w) est diagonalisable”.

+oo 2 too 4

1 s 1 ™
27. (%% ) En utilisant que E — = —2cet g — = — et aprés avoir montré que la série double de
( ) d = n? 6 = n4 90 P d

1
terme général —— ot p > 1, ¢ > 1 et p divise g (noté p | q) est convergente, calculer :
p7q

1
2 pE

{(p7Q)€(N*)
plg

28. ééé: (%) Soit U, V, X et Y quatre variables aléatoires discrétes indépendantes possédant un

moment d’ordre deux. On suppose que ces VAR ont la méme espérance 4 et la méme variance o2.

On consideére la matrice aléatoire A définie par :
Ywe D, Aw)= [

Vérifier que R = det A (*A) est une VAR. Montrer que R admet une espérance et la calculer en
fonction de p et o2.

29. (% %) On consideére n variables de Bernoulli indépendantes Uy, ..., U, de méme loi, de paramétre
p (p€]0,1]), n > 4. Calculer :

(a) B (E Uk) et Vv (; Uk) |
(b) Pi,=ojnva=1 ([i U; = k]) .

i=1

©) Py v (L:Ui - k])

(d) P(U1 U2 <---<Uy)).

30. ?&é‘ (%% ) HEC Soit X une variable aléatoire normale centrée et réduite. Donner la loi de
Y = ¥|X]|.
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31. ééé: (%%) HEC Soit f définie par f(z) = e~ @1}y o (2).
(a) Prouver que f est la densité d’une variable X.
(b) Soit Y une variable indépendante de X et suivant la loi uniforme sur [0, 2] . Déterminer la loi
de X +Y.
(32) (k)
(a) Déterminer la loi de Y = sin (7X), si X suit une loi uniforme sur [0, 1].

(b) Déterminer la loi de Z = tan, ou 6 suit une loi uniforme sur |—m/2,7/2].
Indication on pourra utiliser la fonction Arcsin & la premiére question.

(33) é (%% %) HEC Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé (2,4, P). On considére n variables aléatoires & densité, de méme loi et
indépendantes X, ..., X,,. On note F' la fonction de répartition et f une densité des X;. Pour tout
w € Q, on note (Y7 (w),Ys (w),...,Y, (w)) la suite des X; (w) pour 1 <14 < n réordonnés par ordre
croissant. On a donc Y7 (w) < Y3 (w) < -+ <Y, (w) pour tout w € Q.

(a) Sil1<k<mnetzecR, montrer que :

(Vi < =) i() T1—F(x)"

=k

(b) En déduire que Y3, admet une densité qu’on explicitera sans signe .

(34) (%) Soit (Y5),, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et suivant la méme loi

S
uniforme sur {? | ke [[0,5]]} . On pose S, = Z cos (Y;) . Montrer que (7") converge en
i=1 n>1
probabilité vers 0.

(35) ?éé: (%) Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre deux.
— 3 _ 2
Montrer que V (X) = irelllID\lE ((X t) ) .

@A Smt X une variable aléatoire réelle suivant la loi normale centrée réduite. Calculer la
oi de Z

—

(36)

(37) @ ) Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance.
Montrer que E(X)= 0+OO (1= F(¢))dt.

(38) (%) Soit X et Y deux variables aléatoires réelles & densité. Montrer que P ([X =Y]) = 0.

(39) (Fedkk)

(a) Montrer que pour tout z > 0,

+o0 —x2/2
Yz > 0, e /2 (l — i3> < / et 2dt < €
r T - x

Indication : on pourra intégrer par parties t — t—lte—t*/2,
(b) Soit (Xn),>, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée
max (X;)

1<i<n

V2Inn

(40) (%) HEC Comparer V (X) et V(Y) ou Y = |X]| sachant que X est une variable a densité
admettant un moment d’ordre deux.

(41) () HEC Montrer que la fonction f définie sur R par ¢ — exp (t —e') est une densité de
probabilité.

réduite. Montrer que tend vers 1 en probabilité.
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(42) é (%% ) HEC Soit X une variable a valeurs positives ou nulles et admettant une densité f
continue sur R. On suppose de plus que f admet un moment d’ordre deux.

(a) Etudier le comportement de 2P ([X > z]) lorsque z tend vers +oo.

(b) Etablir une relation entre E (X?) et [;" 2P ([X > z]) da.

(¢) Prouver que :
([mPQXzﬂMQ

(43) ?&é‘ (%% ) HEC Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note
® sa fonction de répartition. Etudiez la convergence et éventuellement la valeur de :

2 Yoo
SQ/O 2P ([X > z]) dx

I/O+OOxP([X2:c])d:c

(44) é (%) HEC On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (Xj),~, , indé-
pendantes et suivant toutes la loi exponentielle de paramétre A > 0. Soit N une variable aléatoire
définie sur le méme espace et suivant la loi géométrique de parameétre p € ]0,1[. On pose :

S=X 4+ Xy

(a) Déterminer la loi conditionnelle de S sachant [N = n].

(b) En déduire la fonction de répartition de S puis la loi de S. Vérifier que :
E(S) =E(N)E(Xy)

(45) (%) HEC Soit f une densité de probabilité continue sur R, a valeurs strictement positives. On
considére n variables aléatoires indépendantes Xy, ..., X, (n > 1), de méme densité f. On note F'
la fonction de répartition commune des X;, 1 < ¢ < n. On note également :

U, = 1121112” (X5) et V,=F(Uy,)
(a)
(b)
()

Justifier que V,, est une variable aléatoire a densité.

Exprimer ¢ la fonction de répartition de U,,.
Exprimer 1 celle de V,, uniquement en fonction de n.

(46) é (%% ) HEC Déterminer une suite (X,),~,; de variables aléatoires, chacune prenant deux
valeurs, telle que la suite converge en probabilité vers la variable nulle mais que la suite (E (X,,)),,~,
converge vers 1 et la suite (V (X,)),,~, tend vers +o0. B

(47) ééé: (Je%) HEC Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN* et admettant une espérance.

1
(a) Montrer que bd admet une espérance.

VX

1
(¢) En déduire que : E(X)E (Y) > 1. Dans quel cas y a-t-il égalité ?

1 \2
(b) Montrer que quel que soit le réel ¢, (t\/y + —) admet une espérance.

(48) (%) HEC Déterminer le mode d’une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre
4.

(49) (%) HEC Soit n un entier naturel non nul. Une urne contient n boules blanches et n noires. On
tire les boules de 'urne une & une sans remise, jusqu’a l’obtention de la derniére blanche. X désigne
le nombre de tirages nécessaires. Donner la loi de X et son espérance.
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(50) é (e %) ESCP Soit (X,,) une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers une variable
aléatoire X. A-t-on HIE E(X,) =E(X)?
n—-—1+0oo

(51) é (%% ) ESCP Soit X une variable aléatoire & densité f paire et continue sur R. On suppose
que X? suit une loi exponentielle  ()\) . Déterminer f.

(52) ?&é‘ (%% ) ESCP Soit X une variable & densité définie sur un espace probabilisé (2,7, P) et
I sa fonction de répartition. On suppose que :

— F est de classe C! sur R.
— X admet une espérance E (X) .
- 1ir£ z(1-F(x)+ F(-x))=0.

Montrer que E (X) = [F* (1 — F(z) + F (~z)) da.

(53) ?&é‘ (%) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
et X une variable aléatoire définie également sur cet espace. On suppose que (X,,) converge en loi
vers X, la suite (X,, — X) converge-t-elle nécessairement en loi vers la variable certaine nulle ?

(54) é (%% ) ESCP Soit X une variable aléatoire strictement positive de densité f. On suppose

. 1 1
que X et 1/X admettant une espérance. Comparer E (}) et E(X)’
(55) (k) HEC Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) telle que

X () CcRYL.

1
(a) On suppose que la variable aléatoire X + X admet une espérance. Montrer que X admet une
espérance.

(b) La réciproque est-elle vraie ?

(56) (%) HEC Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P), suivant la
loi de Poisson de parameétre A > 0.

(a) Montrer que pour tout entier n > A — 1, on a :

n+1

P(X 2n]) SP(X =n]) x —=—

(b
(c

) En déduire que P ([X > n]) ol P([X =n]).
)

Montrer que P ([X > n]) = o (P ([X = n])) lorsque n tend vers U'infini.

(57) === HEC Les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 et soit Y une variable
aléatoire indépendante de X telle que Y () = {1,2}, P([Y =1]) = P([Y =2]) = 1/2. On pose
7 = XY.
(a) Déterminer la loi de Z.
(b) Quelle est la probabilité que Z prenne des valeurs paires ?

(58) Soit X et Y deux variables vérifiant Card X () < 2 et CardY (2) < 2. Montrer que 'on a : X et
Y indépendantes en probabilité si et seulement si Cov (X,Y) = 0.

(59) ?ééf Supposons A indépendant de BN C et de B U C, puis B indépendant de C' N A et enfin C
indépendant de A N B. Supposons, en outre, P (A), P (B), P (C) strictement positifs. Alors A, B,
C sont mutuellement indépendants.

(60) ?ééf Soit X une variable aléatoire. Montrer que si E (] X|) =0, alors X =0 p.s.
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(61) Soit X une variable aléatoire et 7 un nombre réel strictement positif tel que E (] X|") < +o00. Montrer
que P ([|X] > n]) = o(1/n") lorsque n tend vers +oo.

(62) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires tel que V (X) = V (Y) < +o00. Montrer qu’alors les
variables aléatoires X +Y et X — Y sont non corrélées.

(63) Soit X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes, chacune de loi uniforme sur [0,1]. Calculer
une densité de probabilité de X +Y, X +Y + 2, X —-Y.

(64) é Soit U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] et (U,),,~, une suite de va-
riables aléatoires indépendantes aynat chacune la méme loi que U. Soit d’autre part Y une variable
aléatoire exponentielle de paramétre 1. Pour tout n > 1, on pose Z,, = ninf (Uy,...,U,). Montrer

que (Zy) Ly.

(65) é Soit (X,,),,~, une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes exponentielles de méme
parameétre A > 0. Déterminer les limites en loi des suites de terme général :

(a) Ap, =ninf (e, . e ¥n).
(b) B, =nt/*inf (e=X1, .. e7Xn).
(c) Cp=n"1sup (eX1,... eXn).
(d) D,, =sup(Xy,...,X,) —In(n) lorsque le parameétre A vaut 1.

(66) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Ry et (X,,),~, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, de méme loi que X. Montrer que si P ([X > z]) = o(1/x) lorsque z tend vers l'infini,

alors (£ sup (X1,...,X,)) £o.
(67) Sur un espace probabilisé¢ (2, 4, P), on considére une variable aléatoire X centrée et de variance
0% < +00. Montrer que, pour tout a > 0, a < E ((a — z) 1jx<q) < (P ([X < a]))1/2 Vo2 +a?. En

2

déduire que P ([X > qa]) <

o2 +a?

(68) Un tiroir contient n paires de chaussures. On choisit au hasard 2r chaussures (2r < n). Quelle est
la probabilité qu’il n’y ait parmi ces 2r chaussures aucune paire compléte ? Quelle est la probabilité
qu’il y ait exactement k paires(s) compléte(s) (1 <k <r)?

(69) Soit X une variable aléatoire de loi A/ (0,1). Montrer que Z = e est de densité fz est définie par
fz (z) = (2m)~1/2 ac’le’(h”f/zlpqF (x). La loi de Z s’appelle la loi log-normale.

Pour a € [-1,1], soit fq (z) = fz (z) (1 +asin(27Inz)) 1r: (). Montrer que si Z, est de densité
fa, alors Z, et Z ont les mémes moments, et donc que les moments ne caractérisent pas une loi de
probabilité.

(70) ?éé: (%) HEC Montrer que :

T2 I 1
Yz > 0, /e_2dt2 —(1——2>
0 2 T

(71) (k) Soit X une variable aléatoire positive admettant un moment d’ordre deux sur (2, .4, P) et
soit A € ]0, 1[. Démontrer que (1 — A) E (X) < E (X1pg(x),400[) » €t en déduire, par I'in¢galité de
Cauchy-Schwarz, que :

> (E(X))*
> > (1 =) 222
P (LY 2B (X)) > (1- 0

(72) (k) Soit X une variable aléatoire absolument continue, de densité f continue sur IR et de fonction
de répartition F' vérifiant :

lim z(1—-F(z)—F(-z))=0

T— 400

Montrer que si X admet une espérance, celle-ci est donnée par la formule :

oo
E(X) :/0 (1 F(z) - F(-2))do
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(73) (k) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi exponentielle de densité
fo (z) =01, (x), 6 > 0. Déterminer les densités des lois de X?, | X — Y|, inf (X, Y?) . Méme
question lorsque X et Y suivent la loi uniforme sur [—1,1].

(74) (JeHkk) Soit X;, 1 < ¢ < n, des variables aléatoires indépendantes, X; étant de fonction de

répartition F;. Soit m, = inf (X;) et M, = sup (X;). Montrer que :
1<i<n 1<i<n

V(z,y) €R?, P(lz<my <M, <y])= AL (B ) = Fi(@)
(75) (%) Soit X une variable aléatoire suivant la loi A/ (0,1), et soit ¢ une variable binaire telle que
P([e=1]) =P ([e = —1]) = 1/2, indépendante de X. Démontrer que X et €|X| ont méme loi que

(76) (J¥) Soit (av,),,~, une suite de nombres appartenant a [0, 1] ; on lui associe une suite (X,,), ~, une
suite de variables aléatoires indépendantes sur un méme espace probabilis¢ (2,4, P) dont les lois

vérifient :
0 si t<0
P(X,<t) =< an+(1—a,)t" si tel01]
1 si t>1

A quelles conditions sur (), la suite (X;,),,5, converge-t-elle en loi, en probabilité ?

(77) é (%% ) Montrer que si X est loi P (Ad) alors la suite ((Xx — A0) /A) converge en probabilité
vers 0 lorsque A tend vers co. En déduire que :

Az k .
. Y (A)" [0 si 0>z
Ahf;oe I;) ko { 1 si <z

(78) Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0,1]. On pose U = inf (X,1 — X) et
V =sup (X,1— X). Déterminer la distribution de probabilité et ’espérance mathématique de la
variable aléatoire V/U.

(79) (H¥) Soit X,, une variable aléatoire discréte a valeurs dans [1,n] telle que, pour tout 1 < j < n,
P ([X, = j]) = n~'. Montrer que (X, /n),~, converge en loi vers une variable aléatoire dont on
déterminera la fonction de répartition. B

n+£\/ﬁun—1e—u 1 T 1 )
80) (%) Montrer pour z > 0 que lim du = / ex (—u > du.
(80) (%) P que lim | =1 5 )P\ 73

(81) (%) En considérant la variable aléatoire X qui prend les trois valeurs m — a, m et m + a avec,
respectivement, les probabilités 1/2a2, 1 — 1/a? et 1/2a?, montrer que l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev ne peut étre améliorée, sans hypothéses supplémentaires.

(82) (%) Soit (Xy),,~, une suite de variables aléatoires binaires telle que pour tout n > 1, P ([X,, = 1]) =

n

P ([X, =—1]) = 1/2. On pose S, = > X;. Montrer que la loi faible des grands nombres implique
i=1

que (Sp/n),~, converge en loi vers 0. Si F), et F' désignent, respectivement, les fonctions de répar-

tition de S, /n et de 0, a-t-on lim F, (0) = F (0)?

(83) é (%% ) Calculer une valeur approchée de 22+‘/§ e~ +42-242  On donne ® (1) ~ 0.8143,
®(2) ~ 0.9773, @ (v/2) ~ 0.9212, ¢ (2v/2) ~ 0.9854.

(84) (%) HEC Soit Uy, ...,U, des variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace
probabilisé suivant toutes la loi de Bernoulli de parameétre p.
Calculer P ([U; < Uz <--- < U,J).

(85) (x%) HEC Dans une urne il y a N boules (N > 4) dont une seule est rouge.
On extrait des paquets de k boules (k < N) que ’on remet dans I'urne jusqu’a obtention de la boule
rouge.
On note Y}, la variable aléatoire qui prend pour valeurs le nombre de paquets tirés.

N
(a) Soit k < ER Quelle relation y a-t-il entre E (V) et E (Ya;) 7 Ce résultat était-il prévisible ?
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(b) Déterminer la meilleure stratégie entre :
— (S1) : tirer 3 paquets de 2 boules.
— (S2) : tirer 2 paquets de 3 boules.

Ce résultat était-il prévisible ?
(86) (k%) HEC Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Un joueur dispose de N piéces équilibrées.
Il effectue des lancers successifs : pour tout ¢ € [1, NJ, il lance i pieces au i*™¢ lancer. Il s’arréte

lorsqu’il a obtenu au moins un pile et si ce n’est pas le cas, il s’arréte au N®™¢ lancer.
Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de lancers effectués.

(a) Déterminer la loi de Xy.

k(k—1
+00 1 5
(b) Montrer que lim E (Xy) = <§>
N—oo =
yoToToToX
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Deuxiéme partie

Correction

1 QSP1

Avouez que 'on commence trés simplement avec cette QSP car & ma grande stupéfaction la valeur
de la somme vous était donnée. Par honnéteté intellectuelle je vous ai laissé la version originale du texte.
Sortez vos violons ...

Nous savons depuis longtemps que

n np € N

ni N9 ny + no
E <k>< —k)( > avec ng € N
k=0 n n n<np+ng

c’est la formule d’Alexandre Théophile Vandermonde (1735 — 1796). Il ne vous reste plus qu’a poser

n =mnj; = ng ce qui donne :
i n n _(2n
E)\n—k) \n
k=0

et comme dit Yann, par propriété de symétrie des coefficients binomiaux, il vient :

> () - (%)
= k n
C’est ce que 'on appelle le fameux corollaire de Vandermonde.

Maintenant si vous avez des scrupules, je vous propose la démonstration combinatoire classique :

soit une urne U bicolore constituée de n boules blanches et n boules noires. Il existe (27?) parties de n
boules tirées de U. Parmi elles, celles qui sont composées de k boules blanches et de n — k boules noires

2n
sont au nombre de (})(,",). On retrouve toutes les < > parties & n éléments en sommant sur k que
n

I'on fait varier de 0 & n (c’est une histoire de partition (Ax)y<j<, ot pour tout k£ de {0,1,...,n} Ay est
I'ensemble des parties exactement constituées de k boules blanches).

2 QSP 2

Voici une sublime QSP donnée a ’Ecole des managers killers décomplexés (HEC) en 2007. A consom-
mer sans modération en cas de recyclage en 2014. A bon entendeur ...

1. Notons pour n € N* et € R u, (z) le terme général de la série dont ’expression dépend des
valeurs de x.

— Soit n > 1 et x < 1/n alors par définition 1f1 /p, 4oof () = 0 et uy, (z) = 0 donc la série ) u, ()

n>1
converge.
— Soit n > 1 etz > 1/n alors par définition 11/, oo () = 1 et uy, (z) = 5 donc la série Y u, (z)
n>1
converge en tant série géométrique de raison 1/2 strictement inférieure a 1 en valeur absolue.
Conclusion :

1
Ve € R, la série Z %1[1/%%0[ (x) est convergente
n>1

2. (a) Commengons par constater que pour tout entier naturel non nul n, 1/n € ]0,1] donc si x > 1
1(1/n, 400 () = 1. Voila un premier résultat. Il ne reste plus qu’a voir ce qu’il se passe pour
les valeurs de = € [1/4,1[. Vu lintervalle [1/n,+oo| définissant la fonction indicatrice, il
conviendra de discuter selon que = appartienne tour a tour a [1/4,1/3[, [1/3,1/2[ et [1/2,1].
C’est parti ...
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~ Siz e [1/4,1/3], alors 1f1/p oo () = 0 pour n € {1,2,3} et 1;y/p 1oo[(z) = 1sin > 4
ainsi :

+oo
1
s
n=4 2n
_ it
- 2\ \1-12
= 1/8
~ Siz e [1/3,1/2], alors 1[y /n o[ () = 0 pour n € {1,2} et 11/, 100 () = 1 si n > 3 ainsi :

F(SE) - Z27L 7—i—oo )
1
= 7;)’2_”
1 1
T2 (1 - 1/2)

— 1/4
— Six e [1/2,1[, alors 11/ 4oo[ () = 0 pour n € {1} et 1p/p 400 (z) = 1 si n > 2 ainsi :

1
= nz:; o

- #(=m)

= 1/2
Conclusion :
1/8 si ze[1/4,1/3]
) 1/4 st oz €[1/3,1/2]
F(z)= 1/2 si xe[1/2,1]
1 si ze[l+ool]

Je laisse au lecteur la joie de tracer la courbe représentative de F' (fonction en escalier).
(b) Pour commencer signalons que si 2 < 0, 11/, 4o0[ (¥) = 0 pour tout entier naturel n non nul

et
+o0 1
n=1/z

@ Maintenant si z > 0 avec x > 1/n, 1[1/5 oo () = 1 et se pose la question de savoir si
1/z est un entier naturel ou non car cela influencera la valeur de la somme de la série en jeu.
En effet © > 1/n est équivalent a n > 1/x. Discutons ...

- Siz>0et1/neN" alors:

400 1 400 1
> L e[ = >
n=1/x n=1/xz
_ 2
- 21/z

1 1/z—1
X
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- Siz>0et1/n¢gN" alors:

400 1 400 1
Lo plee[® = 2 o
n=1/x n=[1/z]+1
2
9l1/z]+1

! |1/x]
—\2

@ A ce niveau-la faisons un pose culturelle se basant sur la loi géométrique. Cette idée étant
venue en examinant la "téte" des résultats des deux derniéres sommes. En effet n’oubliez
pas que la loi géométrique et la fonction d’antirépartition "font trés bon ménage", comme
je vous I’ai déja signalé en cours, & savoir si X — G (p) alors P ([X > k]) = ¢*. Lorsqu'on
observe (1/ 2)1/ et (1/2) /2] on voit apparaitre ¢*. Le dernier probléme a résoudre est
que le texte nous parle de fonction de répartition et non d’antirépartition ... C’est pour cela
que vous devez avoir I'idée de construire une variable aléatoire X qui dépendra d’une autre,
notons-1a Y qui elle sera géométrique. Quelle est la fonction de transfert alors? Clest la
fonction inverse, en remarquant que pour z > 0, [X <z] =[1/Y <z] =[Y > 1/z] et si
<0, [X <z]=0.

Moralité :

F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X tel que X = 1 ot Y < G (1/2)

3 QSP 3

Puisque les termes sont positifs, on peut effectuer 1’étude dans ’ordre que ’on veut !

1
— Soit ¢ fixé dans IN*. La série simple
;0 P+¢*)(p+¢*+1)

converge car :

1 1
P+ (p+ ¢ +1) p—too p?

ce qui nous raméne a une série de Riemann de paramétre 2 > 1. On peut conclure par comparaison
appliquée aux séries a termes positifs. Par télescopage :

= 1 i 1

= lim
1;0 (p+¢*)(p+¢+1) noteo i (p+¢?) (p+ ¢ +1)

n 1 1
= 1. -
"*wapz_%(p+q2 p+q2+1)

— hm (Ao
= am qg 7’L+q2+1

_ 1
e
= 1 1
— Enfin la série = — converge aussi, pour les raisons qu’auparavant.
;I; (P+a*) (p+¢*+1) ;qz ’

On peut donc affirmer selon le théoréme de Fubini que la série double étudiée converge et de somme :

400 00 +oo1 7{'2
;pzo (r+4¢%) p+q +1) ;?7?
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4 QSP 4

1. Cherchons K strictement positif telle que )~ psp = 1, la convergence de la série double étant as-

(a,b)eZ?

surée par le fait que la suite double (pa,b)( a,b) €72 définit bien une loi de probabilité sur (Zz, P (Zz))
et la famille événementielle ([A = a] N [B = b]) , j)ez2 constitue un systéme complet d’événements.

Comme nous travaillons dans (a, b) € Z? faisons attention. Par Fubini nous pouvons sommer dans
n’importe quel ordre puisque la série double & termes positifs est convergente, nous avons :

Z pa,b

(a,b)ez?

Conclusion :

Z Z pa,b

bEZ a€Z
—+o0
K Z Z Pa,b + Z DPa,b
beZ \ a€Z* a=0
séparation
+o0o
KT [ 5 ell=bl 4 5 lal-lb
bEZ \ a€Z* a=0

+oo

KS el ST erq S e

bez a€L* a=0
+oo ,  Foo

K Y e (Z et + > e“)

beZ a’=1 a=0

en posant a' = —a

e t+1 IR g
—|b —|b
Kl—e—l Ze +§e

beZ*

6_1+1 +OO _b/
1—et (Z c

b'=1
/
en posant b’ = —a

el +1 e ! 1
K
1—et <1el+1el>
i e+ 1\°
1—e1

K<e+1>2

1—e
e—1\?

K:
(e+1>

—+o0
+ > e_b)
a=0

2. Le discriminant du polynome (X — A) (X — B) vaut A = (A— B)?. Il nous faut calculer en cas
d’existence l'espérance de (A — B)2 en cas d’existence. Selon le bon vieux théoréme de transfert
E (A) existe si, et seulement si la série double a termes positifs 37 (a — b)* p,., est convergente

(a:b)

I . - 2 _lal—
soit si, et seulement si la série double S (a — b)” e~1=I¥l est convergente avec :

(a — b)? ¢~ lal=10l

30/01/2014

(a:b)

= (a2 — 2ab + b2) e~ lal=1bl

a2e—1ol= 10l _ 9gpe—lal=1bl 4 p2 —lal-t
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— Etude de la convergence de la série double > a?e~lel=1l.
(a,b)
~ Pour tout b de Z, la série simple 3 a?e~1*I=I’l converge si, et seulement si 3 a?e~1?l=1 et
a a>0
S a?e~ 1= 1Pl convergent et comme :
a<0

2 gl gl —
(—a)? e~1=al =1l — g2¢~lal=1b|

les séries sont de méme nature avec, en cas de convergence,

2 b =, b
S aZe-lal-lbl — o §% 2c-a-it

a€Z a=0

La convergence ne pose aucun probléme puisque le terme général s’écrit comme combinaison
linéaire de termes généraux de séries dérivées (d’ordre un et deux) convergentes puisque :

a?e” P =g (a —1) e oIl 4 gea Il

Comme il est de notoriété publique que :

252712 -n _ 252716 n _ 6471)

ainsi : ( )
2e(e+1
2¢—lal=[b] — 9 2g—a—[b] — 22T ) b
a‘e a = e
agz Z (e—1)°
1 1
— Enfin la série simple converge Z:%‘“"M si, et seulement si 22 pellte 2 en tant

3

5 (e—1 550 (e—1

que série proportionnelle & la série géométrique de raison e~! strictement inférieure & un en
valeur absolue.

— En conclusion la série double > a?e~l4I=IPl converge selon le théoréme de Fubini de
(a7b)
somime égale & :

2 1)
O 1 G ) (Zzb+1>

(a,b)ez?
e(1+e) et 2e(e+1)
e P11 (e 1P

_ 2e(e+1)?
(e—1)"
— Etude de la convergence de la série double Y~ b?e~lel=Ibl,
(asb)

Une étude similaire a la précédente montre que la série double Y b2e~lal=1bl converge de somme

(a)b)
égale a :

2

5 gl _ Zelet D
(a,b)€Z2 (e—1)

— Etude de la convergence absolue de la série double S abe~lel=1¥l.,
(a,b)
— Pour tout b de Z, la série simple 3 |a| [b] e~ !%/=I®l en série proportionnelle & une série dérivée

a
de série géométrique de raison e~ avec |e’1| < 1 et de somme :
400 —+o0
25 alple @ = 20p|e P S e
a=1 a=1
= 2|p|e
|0 11

— 9ple bl _©
|0 c— 17
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. o e
— Enfin pour les mémes raisons la série simple Z 2 |b| e~ 0! m. converge.
b
— Selon le théoréme de Fubini la série double S abe~!%1=1%l converge absolument donc converge
(a,b)
de somme :

S abe T = S ST gpelal— I

(a,byez? bEZ aCZ

_ oy ( 3 abe'“"b)

bEZ \a€Z*

_ oy (Jioabe“’"b *ffabemm)

beZ \a=1 a=1

_ oy (%Oabelallb +f:"abe|a|b|>

beZ \a=1 a=1

= Y0

bEZ
=0

: £t 2 _|a|— o C

En conclusion finale, la série double Y (a — b)” e~1?/=l converge en tant que combinaison linéaire
(a7b)

de termes généraux de séries doubles convergentes de somme :

2 b 2 b b 2 o de(e+1)°
S (a—b) e—lal=Ibl — S a e—lal=1ol _ 9 3 abe~lal=lbl S b e—lal=Ibl — —
(a,b) (a,b)eZ? (a,b)€Z2 (a,b)€Z2 (e—1)
L’espérance de A existe donc et vaut :

_(e—1 2X4e(e—|—1)2_ de
E(A)_<e+1> -1 (e—1)

5 QSP5
Tout d’abord la variable Y prend ses valeurs dans IN* et :
Y () =IN*
Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événement

{[X € 2N + 1], [X € 2IN*]}

nous avons pour chaque entier naturel k :

P ([Y = 2k + 1)) [

P([Y
P([X2k+1]m[X62]N+1])+P<[§2k+1] m[XeQ]N])
P([X

[X =2k+1]) + P (X =4k +2] N [X € 2IN])
= P(X=2%+1))+P (X =4k+2))

q2kp + q4k'+1p

=2k+1N[X €2IN+ 1))+ P ([Y =2k + 1] N [X € 2IN])

VEeIN, P(Y=2k+1])=p (q2k: + q4k+1)

et pour k£ non nul :

P(Y=2k) = P([Y=2kNn[X €2N+1])+P([Y =2k N[X € 2IN])
= P(X=2kN[X €2IN+1]) + P ([§ =2k] Nn[X € 2IN])
0
= P([X =4k|N[X € 2IN))
P ([X = 4k])
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Vk e IN*, P([Y =2k]) =q¢*1p

Je vous laisse cette fois-ci vérifier que la somme des probabilités est égale a 1.

6 QSP 6

1. La variable X2 est positive ou nulle donc ’égalité E (X 2) = 0 si, et seulement si, X? est nulle presque
surement ou encore si, et seulement si, X est nulle presque surement. En effet rappelez-vous que :

(E(X?) =0)= (V(X)=0) et (V(X)=0)<= (X=cps)

2. La fonction t — E <(X + tY)2> = t’E (Y?) + 2tE (XY) + E (X?) qui représente un trinome du
second degré toujours positif ou nul. Par conséquent son discriminant réduit :

(E(XY))’ - E(X*)E (v?)

est négatif, autrement dit :

(E(XY))’ <E(X*)E(¥?)

3. Comme X est une variable aléatoire positive, nous avons :
1= 1ap(x) +oof (X) + Ljo,a(x) (X)
et en multipliant membre & membre par X positive, il s’ensuit :
X = X1[E(X), +oo] (X) + X0 ,ap(x)[ (X)
Par linéarité de I'espérance :
E (X) = E (X1ig(x) oo (X)) + E (X1 ar(x) (X))
Or E (X1 45 (x)[ (X)) < aE(X) donc :
E (X1p,.px0) (X)) = E(X) - aE (X)

d’ou le résultat :

(1- ) B(X) < B (XLpsoo .o (X))

4. En utilisant les deux questions précédentes on a :
2 2
(1-a)’ (B(X))* < (B(X1p.emx) (X)) <E(X?)E ((l[o,aE(X)[ (X)) )
soit encore par transitivité de la relation d’ordre < sans oublier que :
2
E ((1[o,aE(X)[ (X)) ) = E (1,a8(x) (X))
nous obtenons donc :
(1-a)* (B(X))" < E(X?) E ((Lp.amcx) (X))

soit encore, puisque E (X?) >0 :
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7 QSP7

1. Tout d’abord la variable X prend ses valeurs dans {1,...,n+ 1} et selon la formule des proba-
bilités totales associée au systéme complet d’événements ([Y = j]);cqy i1y

n+1
P(X=i) = Y P(X=inly=j)

_ "Z“ () (%)
22n
j=1

52n 52n
=1

Vie{l,...,n+1}, P(X=4d])=

Autrement dit :

| X -1 B(n1/2)

La variable X — 1 admettant une espérance et une variance il est de méme pour X obtenue par
translation affine a partir de X — 1 avec par propriétés élémentaires :

E(X):g+1 et V(X)=

=13

2. Comme Vi € {1,...,n+ 1}, P([X =i]) # 0 la probabilité conditionnelle est bien définie avec par
définition pour tout couple (i,5) € {1,...,n+ 1}2 :

mij; = P ([Y =i])

P (X =jIn[Y =1])
P ([X =j])

(ifl)(jﬁl) 2n
()

(1)

2n

Par définition du produit matriciel si ’on note M? = (“i,j)(i J)Ef1,...,n+1}2 AVEC pour chaque couple
(i,4) de {1,...,n+1}*,

n+1
ni; = Zmi,k'mk',j
k=1
_ R L)
P an on
— (17—11) = (kﬁl)
2n 2n
k=1
(") §= 1w
= EE)
k=0
_ M)
2n
mm
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La série double a termes positifs Z

Moralité :

M?*=M
Dés lors P = X? — X est un polyndme annulateur de M ainsi Spec (M) C {0,1}.
Supposons 0 ne soit pas valeur propre de M, ainsi M est inversible et 1’égalité M? = M entraine
que M?M~' = MM™" soit encore que M = I ce qui est faux! Moralité 0 est valeur propre de M.
De méme si 1 n’est pas valeur propre de M alors M — I3 est inversible et 'égalité M2 = M qui
s’écrit encore M (M — I5) = 0 entraine que M = 0 ce qui est encore faux et 1 est valeur propre de
M. En conclusion :

| Spec (M) = {0, 1}‘

QSP 8

i+j ) .. i J
12 converge si les séries Z W et Z W
120,520 120,520

120,520

convergent. ¥~ Comme ¢ et j jouent clairement des roles symétriques, nous n’étudierons la conver-
gence que de la premiére série.
Tout d’abord signalons que m est nul pour 7 = 0 par conséquent nous prendrons ¢ dans IN*.

9

1

. T . i _ 1 1)i—1
— Pour tout entier j de IN, la série simple de terme général W = J =1 (5) converge par

proportionnalité de son terme général avec celui d’une série exponentielle de parametre 1/2 € R
et de somme :

I S 1y

~ 12041 (5 — 1) \ 2 T l2i vy a\2) T i

P . L 1/2 . . N . . o
La série simple de terme général J%T converge aussi, puisque la encore il y a une proportionnalité
avec le terme général de la méme série exponentielle de parameétre 1/2 € R de somme égale a

e/2.
Selon le théoréme de Fubini, la série double > W converge et par la méme occasion,
i>0,j>0
vous savez le probléme de symétrie ..., la série double 7 l,j,% converge aussi de somme :
i>0,j>0
1+ 1 J e
111207 i1g12i+7 11126+ 2
(i,j)€N? (i,j)€N? (i,§)EN?

Finalement :

> e
pene BT

QSP 9

L’événement “M est inversible” est réalisé si et seulement si 'événement “{w € Q| det M (w) # 0}”

est réalisé soit si, et seulement si 'événement “{w € Q | X2 (w) # Y? (w)}” Vest. Ainsi :

P (“M est inversible”) = 1-P ([X?=Y?])
= 1-P([IX]=[Y])
car « — +/x est bijective sur R4
= 1-P(X=Y))
car X et Y sont deux variables positives

— 1= S P(X=V]n[X = k)
k=1

— - SPX =N = k)
k=1

- 1—§P<[X=k1>P<[Y=k]>
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par indépendance de X et Y

+o0o

= 1- X =4)
car X et Y suivent la méme loi
+OO 2
= 1-) <(1*p)k_1p)
k=1
+OO k—1
= 17 % (1-p)°)
k=1
P2
o 1--p)?
Conclusion :
P (“M est inversible”) = 2 <p_1>
p—2
10 QSP 10

1. D’apreés le cours X +Y — P (2) par stabilité de la loi de Poisson pour la somme de variables
indépendantes, ainsi pour tout entier naturel s, P ([X +Y = s]) et la loi conditionnelle de X
sachant que [X +Y = s] est bien définie.

Sachant que X +Y = s, la variable X prend ses valeurs dans 1’ensemble [0, s].
Soit i € [0, s], par définition de la probabilité conditionnelle,

P(X=iN[X+Y =s))

P[X+Y:s] ((Xx=i) =

P(X+Y =y4)

_ P((X=4dNn[Y=s—1])
P(X+Y =s])

_ P(X=d)P([Y =s—i)
P(X+Y =ys)

par indépendance des deux variables en jeu
e”l !
il (s—1)!

En conclusion,

‘ La loi de X conditionnée par [X +Y = s] est la loi binomiale B (s,1/2) |

2. Commengons par dire que pour chaque entier naturel s, 'espérance conditionnelle de X sachant
que [X +Y = s] existe, égale & s/2. Ainsi pour confirmer que X admet une espérance il ne nous
reste plus qu’a démontrer que la série Y E(X | [X +Y =s]) P ([X +Y = s]) soit que la série a

5>0
termes positifs ;0 3 e*:‘!zs converge. Or Vs > 1, 5
2
sommes en présence d’un terme général proportionnel & celui d’une série exponentielle de parameétre
réel 2. Ainsi X admet une espérance dont la valeur est donnée par la formule de I'espérance totale,

et égale a :

(&)

—29s —29s—1
2° — ¢ 2 _ et nous devons admettre que nous
s! (s—11)

BE(X) = SEX|[X+Y=s)P(X+Y=s)
s=0
X se228

92 4l
5:02 s!
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+oo

>

s=1

6722571
(s—11)
+oo
s

62

25— 1
(s—11)

6_2

Et nous retrouvons bien que :

11 QSP 11

Tout d’abord d’
et Y qui sont des

prouver en étudiant

probabilités totales associée au systéme complet d’événements {[Y = 0],[Y =

Soit z un réel :

P([Z <))

E(X)=1

apres le cours Z est une variable aléatoire en tant que combinaison linéaire de |X|
variables aléatoires. Maintenant le texte nous parle de densité ce que nous allons
Ay

les classes de la fonction de répartition de Z. _’: Pour cela utilisons la formule des

1}

P(Z<an[Y =0)+P([Z<z]n]Y = 1])
P ([|X|(aY +b(1-Y)) <a]n[Y =0) + P ([ X]|(a¥ +b(1-Y)) <z]n[Y =1])
P(p|X[<a]n[y =0)+P(a|X|<z]n[Y =1]

[

P(b|X]<a))P([Y =0])+P
par indépendance de X et Y
(1 —=p)P([b|X] < z]) + pP ([o|X] < z])

([a| X[ <a]) P ([Y = 1))

@ A ce niveau établissons une discussion selon le signe de a et de b.

— Premier cas
dans R et :

Soit £ > 0:

Bilan :

: a et b strictement positifs. Dans ce cas Z prend presque surement ses valeurs

Ve<0, P([Z<z])=0

Fz(z) = P([Z<a])
- (1_p)P([|X|§%D+pP([IX|<§D
= -pP([-5<x<i])+p([-S<x<?])

car la distribution de X est bilatérale

0 si <0

19 (s 3)-1) o (e () 1) o

Fz(x){

Faisons une halte pour vérifier "les classes" de Fz. Vous savez par définition que Fx est continue
partout avec F'x (0) = 1/2 puisque . Ainsi :
— F est continue en 0 car Fx (0) =1/2' et Fz (0)=1—p+p=1= lirgl Fyz(x).

r—0U—

— Fy est continue et de classe C!' sur R* par coincidence de Fy avec la fonction nulle sur cet

intervalle.

— Fy est continue sur R par somme et composition de fonctions continues sur R .

— Fy est de classe C! sur R’ puisque z — z/a et z +— x/b sont de classe C' sur R a valeurs dans
R et Fi est de classe sur C' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.
En conclusion Fy est continue sur R et de classe C! presque partout et nous permet d’affirmer que

1 Cela vient de la rel

30/01/2014

ation Vz € R, Fx (—z) =1— Fx (z) en x = 0.
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Z est une variable & densité. Une densité est obtenue par dérivation de F; 14 ou elle est dérivable
c’est-a~dire 1a fx est continue. Nous noterons E = {zy,k € K} l'ensemble fini des points de
discontinuité de fx sur R :

2(1— x 2 x "
%fx (6) +prX (5) size Ry — ({x|§:xk et ¢ = xy, kGK}ﬂRQ

0 sinon

fz(z) =

— Deuxiéme cas : a > 0 et b < 0. Dans ce cas Z prend presque surement ses valeurs dans R et :

— Pour z < 0:
Fy(x) = P([Z<al])
= a-pP([x1=7])+rP (|IXI<7])
\-—;/0—/
- (1fp)<1*P<*%§X§%D>
_ (1—p)(1—(2FX(%)_1))
= —(-n2Fx (3)
Soit £ >0 :
Fz(x) = P(Z<a])
= a-pP([x1=3])+pP (|IXI<2])
\—:/1_/
= (1fp)+pP<[*§§X§§D
_ (1—p)+p<2Fx<§>*1>
Bilan :
e Y

Fy(z) = .
(1—p)—|—p(2FX (—) —1) si >0
a
Je vous laisse vérifier les "les classes" de Fz pour affirmer que lorsque a > 0 et b < 0 la variable
Z est encore & densité avec :

00 (5) e R (15 me g K)o
fz(2) =1 9pfy (%) siz € Ry — ({z| 2 =ap et § =a3, k€ K} NRY)
0 sinon

— Les troisiéme et quatriéme cas respectivement a < 0 et b < 0 et a < 0 et b > 0 sont certes
a étudier mais il est inutile de tout refaire, il vous suffit de dire que —Z reste une variable & densité
car obtenue par transformation affine & partir de Z et le cours nous informe que 'on passe d’une

densité de Z a une de —Z par la relation f_z (z) = \Tlufz (—x) presque partout.
En conclusion Z est une variable absolument continue de densité :
2(1—p) T 2 x . *

( b £ fX (3) + _aEfX (E)) 1R+7({1‘\§:1‘k et %:xk, kEK}ﬂR+) (CL‘) St (a’b) € ]R+
=20p e (2) sizeR: — ({z]2=u), ke K}NRY
2pfx (%) size R} — (x| 2 =2, ke K;NRYL si a>0etb<0
0 sinon

fz(x) = - ,

— x x ; *

(B2 (=5) + 245 (=2)) IR (a2 ot Zs, kex}oR) (@) si (ab) e RZ
ﬂz;plfx(—%) size Ry — x|—%:xk,k€K}ﬁRi)
2pfx (—%) sizeR —({z|-2=zpet f=ap, ke K}NRY) si a<0etb>0
0 sinon
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12 QSP 12

1. Commengons par signaler que si A = 0 ou g = 0, on voit que soit Z = 0 soit Z suit une loi
exponentielle soit —Z suit une loi exponentielle. En effet :

si u>0

b ( bx) )
——exp | —— si <0 .

L o si <0
0 si x>0

Que cette question soit d’ailleurs pour moi ’occasion de vous donner la proposition suivante :

Se>0, (Xoe() e (X (—>5(Ac)>
Soit A € R} et ¢c € R* alors : CX
sic<0, (X —e()) <= - 6()\(:))

o b
@ Sinon posons X' = |A| X et Y/ = |p|Y, r = ﬁ et s = T

— Supposons que A > 0 et p > 0 alors si la fonction fx/ * fy: définie par la relation

alors X' — e (r)et Y — e (s).

—+o0

(@)= [

re ""1g, (t) se_s(x_t)l],oo,z] (t)dt =1gr, (x) rse_sx/o e~ (r=o)tqt

est définie et continue pp et puisque X’ et Y’ sont indépendantes, on en déduit que Z = X' +Y’
est une variable & densité dont une densité est donnée par fx: * fy.
— Si r # s, on obtient :

—rx __

(fxr o fyr) (x) = ST_ST(SI (67(7’75” - 1) Ig, (z) = (%) rslg, ()

fxr * fys est définie et continue pp (avec un défaut éventuel de continuité en 0) et puisque X’
et Y’ sont indépendantes, on en déduit que Z = X’ 4+ Y’ est une variable a densité dont une
densité est donnée par fx: * fy:. Elle est nulle sur R* en 0 vaut 0, croit jusqu’au maximum

Inr—1Ins o .
en r = ——— et décroit ensuite en tendant vers 0 en +oo.

— Sir =s, le cours nous informe X' + Y’ < T'(r,2) (c’est la loi d’Erlang, c’est du cours!)

(fxr fyr) () = rPze” 1R, (z)

Les variations sont semblables avec un maximum pour z = 1.

— Si A< 0etp <0, on obtient un graphe de densité symétrique du précédent par rapport a 'axe
des abscisses.
— Si Ap < 0, on peut supposer quitte a les échanger que A > 0 et u < 0. Alors :

+oo
(o foy) @) = [ e (056 (1)

—+o0 —+o0
= rse’” (/0 e”Stdt) Ig_ (x) +rse®™ (/ e”Stdt) 1g, (2)

rs
— le 77‘I1
7a+$(€ r_(7)+e R, ()

fx * f_y+ est définie et continue pp (avec un défaut éventuel de continuité en 0) et puisque X’
et Y’ sont indépendantes il en est de méme pour les variables X’ et —Y”, on en déduit que
Z = X' — Y’ est une variable a densité dont une densité est donnée par fx: * f_y-. Elle est
croissante sur R_ et décroissante sur R avec un point anguleux en z = 0.
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2. La variable Z admet une espérance et une variance en tant que combinaison linéaire de telles

variables avec :
E(Z) =244 o« v(z)=(2 2+<ﬁ>2
) “\a b

Nous voulons donc que E (Z) =m et V (Z) = 0% ainsi m? — 02 = 22 &,

>

_’: Ayant la somme et produit de nos réels — et E inconnus nous pouvons dire qu’ils sont solution
a

b
1
—mx + B (m2 — 02) = 0 de discriminant A = m?2 — 2 (m2 — 02) =202 —m?2.

de l'équation z?2

1
- S8io < —=|m| il y a deux solutions :
\/§| |ily
b
)\zg(m:t\/Qaz—mz) et u:§(m2|2\/202—m2)
- Sia—i|m| il y a une solution double et :
V2 ! '
am bm
)

1
— Si o> —|m| il n’y a pas de solution.

V2
13 QSP 13

Signalons pour commencer que nous travaillerons sur Q' = Q — {w | X (w) = 0} avec
P({w|X (w)=0}) =0

puisque X est une variable a densité. Donc = € 4 un événement négligeable prés. La variable
Y représentant la partie décimale de la variable 1/X elle est donc a valeurs dans [0, 1[. Ainsi en notant
Fy la fonction de répartition de Y, nous pouvons affirmer sans peine que :

Vo € ]—00,0[U[l,4+00[, Fy(z)=0 (1)

Il en est de méme pour Fx puisque X prend presque surement ses valeurs dans le segment [0, 1], &
savoir :
Vo € |—00,0[U[l, 400, Fx(z)=0 (2)

Soit x € [0, 1], selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements
1

({—J = k:> il vient :
X k>1

Fy(z) = Y P
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+o00 1 n
— ;E[ln(l+x)]1/($+k)

+oo
1 1 1
= S = (14 2) —m (1
Z;mQ{n<+k> n( +x+kﬂ

+oo
- E%unw+q)—mk—hmx+k+1yun@+kn
1 N
= — lim Y [In(k+1)—lnk—In(z+k+1)+1In(z+k)

par définition de la convergence

.
= g m (V1) —In(e+ N +1)+In(e+ 1))

1 . N+1
= maam, (n(s) )
_ In(z+1
In2
N+1

pulsave F==

~1et linilna:O

_ L[
 In2/, 1+t
= Fx(2) (3)

Bilan selon (1), (2) et (3) :

‘ Fx = Fy et X et Y suivent la méme loi

14 QSP 14

Posons Z = v qui est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans |0, 1[ car X et Y sont des

variables positives. Z est donc bornée et admet donc des moments de tous ordres qu’elle soit discréte

ou non. Remarquons qu’il en est de méme pour _’: Comme X et Y sont indépendantes et de

X+Y’

X
méme loi, les deux variables X1v et X1v suivent la méme loi. Ainsi :

E(XfY>E<XiY)

Par suite :
X+Y
1 = E
(¥++)
X Y
= E E
<X+Y>+ <X+Y)
X
N 2E<X+Y)
ainsi : x )
E<X+Y>:§ @)

D’autre part X et Y admettant une espérance il en est de méme pour X +Y avec par linéarité de E :

E(X+Y)=E(X)+E()=2E(X)>0
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on en déduit que :
E(X) E(X) 1

E(X+Y) 2E(X) 2 (5)

En conclusion selon (1) et (2) :

X+Y) EX+Y)

E( X ): E(X)

15 QSP 15

n
1. La variable Y X} suit une loi binomiale de parameétres n et 1/4 en tant que somme de n variables
k=1
de Bernoulli indépendantes (on imagine sans peine 1’état des carrosseries indépendantes) et

n n 3
de méme parameétre 1/4. Ensuite on sait que E (Z Xk> = % et V (Z Xk) = 1—2 alors par
k=1 k=1

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

soit encore :

n n n 3
P X,—=|>=] )< —
<{ k:z::1 A 2]) ~4dn
Par le théoréme d’encadrement :
n n n
La suite | P > Xk——|>= converge vers 0
k=1 4 2 n>1

2. Comme les variables en jeu admettent chacune un moment d’ordre deux en tant que combinaison
linéaire de telles variables la covariance du couple (X7 + X5, X7 — X5) existe et vaut :

Cov (Xl +X2,X1 — XQ) = V(Xl) — Cov (Xl,XQ) + Cov (XQ,Xl) -V (XQ) = V(Xl) -V (XQ)

et comme les variables suivent la méme loi :

| Cov (X1 + Xy, X1 — Xp) = 0|

16 QSP 16

1. Tout d’abord T, (2) = IN. Calculons Vk € IN, P ([T}, = k]) . Pour cela introduisons une variable
Z associée au nombre d’échecs obtenus lors des k + n — 1 premiers tirages. Il est clair que ¥ —
B (k+n—1,p). D’autre part introduisons pour k +n € IN*, Sj1,, I’événement "obtenir un succes
lors du k + n®™¢ essai". Ainsi nous avons :

[T, = k] =[Z =k N Skin
d’out pour chaque entier naturel & :
P(T,=k]) = P(Z=knNSkn)
P (1Z = k) x P (Sisn)

par indépendance des événements
14k e k
= ("Mt -p)'p

Wk €N, P([T,=k)=("")p(1-p)"
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2. Soit k fixé dans IN calculons lim P ([T}, = k]) lorsque p = 1 — A/n, A € ]0,n[. Nous avons quand

n—-4+oo
n tend vers 'infini :

P([T,=k]) = <n]1+k> (1=2/n)" (\/n)*
- (n ) 11 ’ k) exp (nln (1= A/n)) (\/n)"
) (n_1+k)X...xkgn—l—i-k:—k-i-l)exp(nln(l_)\/n))()\/n)k
_ (n_1+]j€)!x“.Xnexp(nln(lf)\/n))()\/n)k
N %’f exp (nln (1 - A/n)) (\/n)*
N
~ Eexp(nln(lf)\/n))

Or nln (1 —A/n) ~ =X donc lirf nln (1 —A/n) = =X\ ce qui permet de dire que :
67)\)\]6

ke N, P([Tn=k)~

(Tn)psr = X 00 X < P (A)

17 QSP 17

Soit n > 1, la variable Z,, prend presque surement ses valeurs dans [0, +o00[. Nous avons pour > 0 :

(B ([ <ne]))”

puisque les variables en jeu sont iid

(1-p([x:> nl/)‘x]))nn
TT0)

P ([Zn < z])

1 1
Fisons maintenant = dans R}, comme lim i/\ +o <—> = 0 alors nln (1 - i/\ +o <—>) ~——=
n nw n

n—oo NI

A . (€
et par continuité de la fonction exp en —— il vient :
x

lim exp (nln (1 — % +o0 (%))) = exp (—%) = exp (—ozacf)‘)

n—00

Siz <0, lim P([Z, < z]) =0 bien sar!
En rassemblant les résultat il vient donc :

lim P ([Z, <z]) =

n—oo

0 si <0
exp (—ax™) si x>0

Il ne vous reste plus qu’a vérifier que cette fonction limite converge vers 0 (resp vers 1) en —oo (en
+00) qu’elle est non décroissante, propriétés auxquelles se rajoutent celle de continuité sur R et de classe
C! sur au moins R* pour conclure que :

La suite (Zy),,~,; converge en loi vers une variable & densité X
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dont une densité f est, par exemple, définie par :

0 si <0
= A a
1 (@) x}\ill e X si >0

8

18 QSP 18

1. La variable ©, admet une espérance en tant que combinaison linéaire de telles variables (puisqu’elles
admettent chacune une variance) avec par linéarité de lopérateur E :

E©, = «E(T1)+ (1—a)E(T?)
= al+(1—a)b
0

Comme E (0, —0) =0

‘ O, est-il estimateur sans biais de 9‘

2. Pas de probléme d’existence de la variance de ©,, avec par indépendance des estimateurs 17 et 15
Nnous avons :

V(0,) =ad’V(T1)+ (1—a)’V(T3) =d®*Vi + (1 —a)* Vs

Introduisons la fonction ¢ définie sur R par :
pla)=a’Vi+(1-a)"Vy
La fonction ¢ est continue et dérivable sur R en tant que fonction polynomiale avec :

VaeR, ¢ (a)=2a(Vy+V3)—2V;

— Supposons que Vi + V2 > 0 alors ¢’ (a) = 0 si et seulement si a = % +2V et ¢ est minimale pour
1 2
Vo
= t ell t:
a Vv et elle vau
ViVa
V0, =

(8a) Vi+ Vs

— Supposons que V3 + Vo =0 alors V3 = Vo =0 et :
V(0,) =0

19 QSP 19

La variable X,, s’exprimant en fonction de la somme de n variables i.i.d. d’espérance égale a A et de
variance égale a \/n, le théoréme de la limite centrée peut s’appliquer et nous assurer que la suite
(T),),,~, converge en loi vers une variable T' normale centrée réduite. Soit a € ]0,1[, ® la fonction de

répartition de la loi N'(0,1) et t, = ®~! (1 - %) . On peut écrire :

P([~ta <T,<t,)~1-a

P([—ta<\/ﬁX_’\‘/§)‘<ta]> ~1-—a

soit pour tout A réel :

soit encore :

2 +2nX, (W) — tar/t2 +4nX,, (w) \ 2 4+ 2nXw + tor /12 +4nX,, (w)
<A<
2n - 2n

~1—«
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car nous avons les équivalences pour chaque w € € :

AT )

(I
( nwA) ) Sti)

<
= (mz A (£ + 2%, (w ))Jrn(X_n)z(w)SO)
<

2 4+ 2nX,, (W) — tay/t2 +4nX, (w) 2 +2nX, (w) +t

<Ae

2n J o
Ainsi
2n ’ o
20 QSP 20
Nous avons pour tout entier k de {0,...,q}:
P W P d M(p+q—Fk)
p+a—Fk = (79 p+q—k  kl(qg—k) P+ q)
_ _r o (e k)
p+a—k (¢—k) (p+q)
- _r @ P (p+q—k)
p+q—k pllg—k) (+q)

p 5"
p
pta—k (719

donc par sommation sur k, k allant de 0 & ¢ :

: 0 S
kZ_OpJFZ_kX(qu) - (p§q)zp+q_k

1 )
GRS

P i=p—1

enposant i=p+qg—k—1

_ 09
(3%
Finalement :
~_ P @ _
Zerqfk X (p*kHl) =1
21 QSP 21

Tout d’abord constatons que pour tout entier naturel k > 0 :

B =k (k—1)(k—2)+3k(k—
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et par sommation sur k, k allant de 0 a n avec n > 3:

k(k—1)(k—2 " 3k(k—1 "k w1
S Ee D e SO W EOI:

M-
oy
w
)

I
M-

k=0 k=0 k=0 k=0
n n n n
kE(k—1)(k—2) 3k(k—1) k 1
D DR T D Dh b DY v Db
k=3 k=2 k=1 k=0
n n n n
1 1 1 1
- Y Y
— 3! — 92! —1)! |
Pt (k—3)! Pt (k—2)! — (k—1)! — k!
n 3
Cette derniére relation montre que la limite de Z o lorsque n tend vers 'infini existe et est finie
P !
0 o
en tant combinaison linéaire de limites finies. Ainsi la série Z B converge et de somme :
k>0 ’
—+o0
k3 —1
s de
k=0
22 QSP 22
:@: Pour commencer il faut dire que cette question a bien un sens car p > n. En codant les configura-
tions avec des ”0” et des ” | 7, (sachant qu’il y a toujours p ”0” et n— 1" | ”), on pourra commencer par

choisir la seule boite vide (n choix), puis mettre un prospectus dans chaque boite, sauf dans celle qui doit
rester vide (une seule observation) puis mettre les p — n + 1 lettres restantes dans les boites qui peuvent
étre occupées sans contrainte particuliére. Ceci revient & dénombrer des (p —n + 1 +n — 2) —listes com-

-1
portant (n —2) 7 |” ce qui donne (p 2> distributions.
n

Le lemme des bergers nous donne

-1
n (p > configurations totales pour le facteur

n—2
23 QSP 23
1. R Commencons par exprimer Pp (A) — P35 (A) en fonction des seules probabilités P (AN B),

P (A) et P (B). Cela donne :

Py(d)—Py(d) — DANBE) P (ANB)

P (B) P (B)
_ P(AnB) (P(A)-P(ANB)
- P(B) ( 1-P(B)

PANB)(1-P(B))—(P(A)

w
=
|
g
=
g
N
D)
3

P(ANB)—P(A)P(B)
P(B)(1-P(B))

Ainsi nous avons les équivalences successives suivantes :

(PanB) -PP W) <Py ()~ Py )
B 1|P(ANB)—P(A)P(B)
= (Puns-pwrer iP5y )
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|P<AmB>—P<A>P<B>|)

= (PUNE-PWPEIPEH(-PE) <]

1
= <|P(AHB)—P(A)P(B)|(P(B)(l—P(B))—Z <0) (6)
Cette derniére inégalité est toujours vraie puisque :
~|P(ANB) —P(A)P(B)|>0et
- P(B)(l—P(B))—Z—i <.
En effet rappelez-vous de ce que l'on a dit sur la fonction f définie sur [0, 1] par :
f@)=z(1-2)

Ayant raisonné par équivalences successives 'inégalité proposée est donc vraie.
2. SiAC B,P(ANB) =P (A) et P5(A) = 0. L'inégalité donne :
1
[P (4)~P (4P (B) < Pn(4)

soit encore :

P(A)P(B) <-Pg(4)

3. Selon (1) les cas d’égalité seront obtenus si, et seulement si :

1
A et B indépendants ou bien si P (B) = B

N’oubliez pas que la fonction f définie ci-dessus atteint la valeur (maximale) 1/4 que pour x = 1/2.

24 QSP 24
SO

UaN | n’y a pas a faire dans la finesse sachant que X et Y prennent chacune leurs valeurs dans {0, 1}.
Commengons par la donnée de Z (€2) . Nous avons :

/2 do /2 /2 do /2 do
Z(Q) = Y G efo1yl = d6 L L
(@) {/0 icos€+z'j+1|(z"7)e{7 }} {/0 ’/0 0089+1’/0 cosf + 2

avec :

/2
B / ="
0 2
/2 qp . t . N
- ——— =1 en posant 6 = 2Arctant | ou df = changement de variable bijectif
o cosf+1 1+¢2
croissant de classe C! et de dérivée non nulle sur [0,1] et & valeurs dans [0, 7/2]. Comme ce n’est
_ 42
pas a vous que j'apprendrai que cosf = (D alors :
/2 do 1 2 1 1
0 COSH+1 0 1+t 1;t2+1 0
/2 40 2dt
- / — 2 T e posant le méme changement de variable § = 2 Arctant [ ou df =
o cosf+2 33 14¢2
changement de variable bijectif croissant de classe C* et de dérivée non nulle sur [0,1] et & valeurs
42
dans [0,7/2]. Comme ce n’est pas & vous que j’apprendrai que cosf = T7e alors :
™2 dp oo 1
/ cosf+2 / 1412 1=t2 dt
0 0 e +2
[ 2at
Jo 3412
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3

) 1
g/o 1+ ( 2

2 dt
1+12/3

dt

/

t/v3)

2 [\/§ Arctan (%)} (1)

™

3V3

Il vient alors par indépendance de X et Y :

~P(Z=7/2))=P(X=0)=1-p
-P(Z=1)=P(X=1n[Y =0) =P (X =1)P([Y =0]) =p(1 —p)
“B((Z=n3B]) =P (X =N =) =P (X =P =1) =
n résumé :
k 1 /2 | ©/3V3
P(Z=k) |pQ-p |1-p]| p°

Une question que vous vous étes posée : mais d’ou sort ce changement de variable de folie sans

coaching ?
REPONSE :

Intégration des fractions rationnelles en sin, cos, tan (hors programme mais ..

y

A Si la transformation de x en —x laisse

1
alors du = = (1 + tan? E) dx soit encore
2 2
1—u?

cosx = 5
+u

(Regles de Bioche ou méthode des invariants) Notons f la fonction & intégrer.

de variable w = cosx alors du = —sinx dx.

A Sinon, si la transformation de x en ™ — x laisse f (x)dx invariant, alors on posera le
changement de variable uw = sinx alors du = cosxdx.

A Sinon, st la transformation de x en 7 + x laisse f (x)dx invariant, alors on posera le
changement de variable u = tanz alors du = (1 + tan®z) dx alors du = (1 + u?) dz.

A Sinon, on pourra toujours poser le changement de variable u = tan 3

sinz =

f () dz invariant, alors on posera le changement

1
du = 5 (1 + uz) dx dans ce cas nous avons :

2u

tanx = ——
1—u?

u2

. T . . .
Vous remarquerez donc que le changement de variable u = tan — est toujours opération-

nel. C’est celui qui a servi dans ’exercice.

Retenez-le bien et oubliez les autres ...

Quel que soit le changement de variable utilisé nous nous raménerons systématiquement & une fraction

rationnelle “classique”.
Exemples

Dans tout ce qui va suivre ¢ désigne un réel.
dz

/ =In tan( ) +c
sinx 2
1n)tan(g+z>‘+c
/cosx 2 4
V2

/ s1nx+cosx+2 = V2arctan (T (2

“ _cosu
/s1n2x sinu

25 QSP 25
Pour tous réels positifs ¢ et ¢ nous avons :

P ([X >1])

SOR

IN

P

car

30/01/2014
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P((X+c>t+(])

[(X ro?>(t+ 0)2D

x — z2 est croissante sur R
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2

(t+c)?
par I'inégalité de Markov
V(X +¢)+(E(X +¢)?

<
- (t+¢)°

par "THK inversée"
_ VX +EX) o
- (t+c)?
< V (X) + c?
T (t+o)?
< o2 + 2
T (t+o)?

ol

_ o? + 2
< a2

(t + T)

RS en posant ¢ = o2/t
< t?0? + ot
T (02 +12)°
< o? (02 + t2)
T (o2 412)

o2

< POy CQFD

26 QSP 26

Soit w € Q, le spectre de M (w) saute aux yeux puisque celle-ci est triangulaire supérieure, ainsi ses
valeurs propres sont X (w) et Y (w). La condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de M (w)
est que X (w) # Y (w) car M (w) n’est pas une matrice scalaire (présence d’'un “1” hors la diagonale
X (w) 0

0 X (w)
ol Yw € Q, X (w) =Y (w), en effet 1’égalitée PD (w) P~! = X (w) I n’est pas possible & obtenir puisque
Yw e Q, M (w) # X (w) I. En conclusion :

principale de la matrice), elle ne peut étre semblable & une matrice D (w) = } en cas

P (“M est diagonalisable”) = P ([X #Y])
— 1-P(x=Y)
= 1- Y P(X=Y]N[X=k)
k=0
— 1Y P(X=HKN[Y =k])
k=0
= 1= S PX=H)P(Y =)

par indépendance de X et Y

— -y (P(X = k)

k=0
car X et Y suivent la méme loi

() G)
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Selon le célébre violoniste francais Vandermonde :

m 1 2n
P (“M (w) est diagonalisable”) =1 — (n) <§>

27 QSP 27

NoR 1 1
- ’\ Tout d’abord (W) ey Ostune sous-famille de la famille <ﬂ) dont le
pRg” ) {Pae ) P*E ) (pq)e(niy?
terme général positif est celui d’une série double convergente (produit d’Hadamard, qui je le répeéte
est hors programme, mais vous savez faire par Fubini). Par théoréme de comparaison appliqué

aux séries doubles & termes positifs, la série proposée converge donc absolument a son tour.

- ’\ Passons au calcul de la somme en utilisant le théoréme de sommation par paquets qui
nous donne :

O WD W
., PP — p? . Q@
{(p,q)e(N ) p=1 qeN
plg plg
+oo 1 400 1
- ;pz Z (np)2

n=1
=1 <+°° 1)
+oo 1 400 1
=) (27)

———

somme de série cvte

Conclusion :

W~
)
=

3 1l = =_n
(e Pt 90 6 540
plg

28 QSP 28

Il vient immédiatement, du moins je ’espére, que :

R = detA'A
(U + X?) (V*+Y?) - (UV + XY)*
= U?Y? -2UVXY +V?X?

(UY —VX)?
puisque :
qia— U X U vi] [ U*+X?* UV+XY
|V Y X Y| | UV+XY V24Y?

R est bien une variable aléatoire discréte en tant que somme et produit de telles variables, c’est du
cours. Toujours d’aprés le cours U, V, X et Y étant quatre variables aléatoires discrétes indépendantes
possédant un moment d’ordre deux, U2, V2, X2 et Y2 restent indépendantes et admettent une espérance.
Dés lors U2Y2, UV XY et V2X? admettent une espérance de méme que R = U?Y?2 —2UV XY + V?2X?
en tant que combinaison linéaire de telles variables. Je rappelle a cette occasion que X,Y admettant
un moment d’ordre deux entraine que XY admet un moment d’ordre un. En revanche X,Y
indépendante admettant un moment d’ordre un entraine que XY admet un moment d’ordre un.
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Finalement :
E(R) = E(U?Y?-2UVXY +V°>X?)
E (U’Y?) - 2E (UVXY)+E (V?X?)

= E(U)E(Y?)-2E(U)E(V)E(X)E(Y)+E (V?)E (X?)

= (VO + @) —2m@) + (V) + @ 0)7)

= 2 (VX + (BX)?) —2BX))’
Conclusion :

E (R) =202 (02 + 241?)
20 QSP 29

1. Comme nous considérons que les variables Uy, ..., U, sont mutuellement indépendantes, ainsi :

Z Uk — B (’I’L,p)
k=1

c’est du cours! Alors :

E (é Uk.> —np et V (é Uk) —np(1-p)

2. Comme la probabilité P ([Uy = 0] N [Uy = 1]) est non nulle, la probabilité conditionnelle a bien un
sens, avec par définition, pour chaque entier k de [1,n — 1] :

n P
Pu,—onva=1) QZle D =

HM:
l\’)
[
=2
D
S
I
=
N——

N[Us =1])

P( —k*l] [UQO]O[U41]>
i€[1l,n]—{2, 4}

Uy =0]N[Us=1])

p k’l])P([UzO]ﬂ[szl])

z€|[1 n]] {2, 4}

([Ua=0IN[Us=1])
par le lemme des coalitions

P > Ui=k-1]
i€[1,n]—{2,4}

Or la variable > U; suit la loi B(n — 2,p) donc :
i€[1,n]—{2,4}

n n—2\, k—1 o o\n—1-k . .
P, —0jn([vs=1] ([Z U, = k]) - { (k—l)p (1-p) s% kell,n—1]

0 sinon

3. Encore une fois la probabilité conditionnelle demandée a bien un sens puisque P([>" U; = k]) # 0.

i=1
Par définition de la probabilité condtionnelle :
n P<[2Uik]m[ZUi¢O]> 0 si k=0
P SN U = = =1 =1 = p([>", vi=k )
Do U0 ([ ! ]) n — si kell,n]
[ I\ & ([Z U, + o]> P, 0]
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n

puisque [; U=k C [é U; # 0].

0 si k=0

P[Z?IUI->0](L§U":’€D: w sinon k€ [1,7]

4. L’événement [Uy < Uy < -+ < U,] est réalisé si, et seulement si :
— soit pour tout k € [1,n], Ux =0;
— soitilexiste k€ [1,n—1] | U1 =Us=---=Up=0et Upyp1 =Upya=---=U, = 1;
— soit pour tout k € [1,n], Uy = 1.
Cela se traduit formellement par :

n n—1 k n n
U< U< <l = Ai=0Y ((DJUZ' —0)n ( A Wi 1])) o (A=)
Par o—additivité de P on a :

Py <Us<-- - <U,)=P (ﬁ U, = 0])+ZX_:1P (ﬁ U, = 0]>m (i_ﬁjﬂ U, = 1]) +P (ﬁ L

Puis par indépendance muruelle des variables Uy, pour k € [1,n] il vient :

n—1
P([Ul SUZS SUn]) — q7l+k21qkp7L—k+pn

Une discussion s’impose alors.
—Sip=1/2alorsq=1/2et qg/p=1¢et:

P(U,<Us<--<UJ) = (n+1) <_)

— Sip#1/2alors q¢/p#1et:

P (U <Us < < U,J) = p" (1 - <q/p>"+1> g

1—q/p pP—q
Bilan :
(n+1) (%) sip=gq=1/2
P(hslh <. <U)) = n+l _ ntl
P =9  Ghon
p—q
30 QSP 30

[’ensemble des valeurs prises par Y est Ry presque surement. Sur cet ensemble la fonction racine
cubique est strictement monotone et elle est de classe C* sur R, | X| étant & densité (déja vue I'exemple
du cours 23.7 a la page 189, a reprouver le 07 mai), dés lors Y reste une variable a densité. Notons Fy
la fonction de répartition de Y définie sur R par Fy (z) =P ([Y < z]).

- Siz <0, Fy (z) =0.
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- Siz >0,
P([Y <))
- (i)
P ([|x] < 7))
car la fonction x — 2® est une bijection croissante sur R
— P([+' <X <)
= ©(2%) - @ (—2?)
® est la fonction de répartition de X

Par dérivation de Fy sur R” et sur R, on obtient une densité de Y notée fy sans oublier de poser,
arbitrairement, que fy (0) = 0 ce qui donne :

fy (2) = (322 fy (2%) + 322 fy (—2°)) 1r, (z) = %emﬁmlln (z)

31 QSP 31

1. Question classique, f est définie et positive sur R, continue sur R — {1} et d’intégrale convergente

sur R, car elle coincide avec la fonction nulle sur |—oo, 1] et 111}_1 z?e~(@=1) = 0 par croissance
n—-—1+0oo

comparée et prolongeable par continuité en 1. Vous connaissez la suite ... Enfin pour ¢ € |1, +o0] :
“+o0 +oo
[or=] 7
—00 1
+oo
= / e~y
1

c B
= lim e~ @ Dde + lim e~ @Dy
A—1 A B—+o00 c

= Jm [ i [

B

C

= lim (_e—(c—1)+e—(A—1))+BEI£OO (_e—(B—1)+e—(c—1))
= 1

2. Les deux variables X et Y sont indépendantes et densités bornées (une seule suffit), la fonction
h définie sur R par :

+oo
h () :/ Fx () fy (z—t)dt
oo
est continue presque partout et représente une densité de X + Y. Nous avons les équivalences :

(@i @=020 = ({ (24, <, ) = tmx(la=2<t<a)

N’oublions pas que la variable X +Y prend ses valeurs presque surement ses valeurs dans I'intervalle
[1,400[, donc h est nulle en dehors de celui-ci.

— Siz € [1,3] alors max (1,2 —2) =1 et
h(x):/ fx (t)fy(x*t)dt:/ et gt =1—e'"
1 1
- Siz>3alorsmax(l,z—2)=xz—2et

h(z) = /: fx @) fy (x—t)dt = /: et Vgt =@ (e —e)

Faisons le bilan :

h(z)=(1—e") 13 (x) + e (e —e) L3 oo (@)
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32 QSP 32

1. L’application ¢ : z +— sin (7x) n’étant pas monotone sur [0,1] = X () p.s., nous ne pouvons
affirmer, pour le moment, que Y est une variable a densité ... Introduisons donc Fy la
fonction de répartition de Y définie sur R par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

avec Y () = [0,1] p.
- Siz<0, Fy (z) =
-Siz>1, Fy (z) =
~Sizel0,1],

Fy (2) =P ([sin(7X) <z]) =P ([0 < 71X < Arcsinz] i [r — Arcsinz < 71X < 7])

car rappelons, un dessin du cercle trigonométrique suffit pour le comprendre, que :

Ve € [0,7], (sinz<a) <= (x€]0,Arcsina]lH[r — Arcsina,n])

Donc
1 . 1 .
Fy(z) = P|0<X < =Arcsinz|lf|l—=Arcsinz <X <1
T T
1 . 1 .
= Fx (— Arcsmx) +1—Fx (1 - = Arcsmx)
T T
1 . 1 .
= —Arcsinz+1-— <1 — — Arcsin x)
T T
puisque X — U ([0,1])
2
= — Arcsinz
T
Bilan :

2 .
Fy (z) = (; Arcsin x> 170,1) (%) + 1)1 400 ()

Je vous laisse vérifier que Fy est continue sur R et de classe C! sur au moins R — {—1,1}, ainsi
Y est une variable a densité, de densité fy définie, par exemple, par :

fy (z) = 71_\/%1]0,1[ (z)

2. L’application ¥ : x — tanz est de classe C! strictement monotone (croissante) et de dérivée
non nulle sur |—7/2,7/2[ = 6 (Q) p.s., nous pouvons affirmer & 100% que Z est une variable a
densité ... Introduisons donc Fz la fonction de répartition de Y définie sur R par :

VeeR, Fz(z)=P(Z<z])=P([0 < Arctanz]) = Fp (Arctanz)
et comme § — U (|—7/2,7/2[), il vient directement :

VeeR, Fz(z)= % (g + Arctanx)

car rappelons que :
1 s
Fy(z) = — (w + 5) L r/2,m/2 () + L j2, 400 (7)

Par dérivation ...

VI’ER, fz(l’):ﬁ

Conclusion Z < C (1) mais c’est hors programme !
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33 QSP 33

1. Soit  un réel et k un entier de [1,n], Pévénement [V; < x] est réalisé si et seulement si au moins k
des variables aléatoires X;, qu’il faut choisir, prennent une valeur inférieure ou égale & = avec une
probabilité égale & F' (x). Autrement dit il existe exactement j variables, j variant de k a n qu’il
faut les choisir parmi les n, inférieures ou égales & z et n — j supérieures strictement a x avec une
probabilité de 1 — F' (z) . Comme nous sommes dans le cas n expériences indépendantes, il vient :

Ve eR, Vke[l,n], P(Vi<a])=>) (?)F (z)! (1 — F (z))"’

i=k

@ \ 4 Une autre rédaction implacable. Introduisons une variable C' égale au nombre de va-

riables (qui sont indépendantes dans leur ensemble) prenant une valeur inférieure ou égale a x.

Etant en présence d’un schéma binomial, C' suit la loi binomiale de paramétre n et F' (x). Des

lors I’événement [V} < x] est réalisé si et seulement si au moins k des variables aléatoires parmi
n

X1,..., X, qui prennent une valeur inférieure ou égale & z. Donc [V <z]=[C > k] = | [C =1].
j=k
Par o—additivité de P on obtient bien le résultat.

2. Je vous laisse vérifier les classes de Fj, faisant conclure que Y} est une variable a densité de densité
fi obtenue par dérivation de F, sur R* — I ou I est un ensemble fini de points éventuellement vide,
et nous poserons, par exemple, qu’aux différents points de I la fonction fx prend la valeur 0 ce qui
donne :

SO F@T @A F @) = 3 ()F @) () A —F @) (@) size]ol]
fk(x) - j=k j=k
0
>

- (i) F (@) f (@) (1= F @) = iﬂ";l)F(w)j (1=F@)" 7" f(z) sizelo]
0 sinon
{ n(p N @) F @) (1= F @) ~0 sizeloq]

0 sinon

par télescopage

n—1 k—1 n—k .
i (2) = { g(k—l)f(x)F(x) (1—F(x)) zinif 10,1

34 QSP 34

Soit 4 € [1,n], nous avons :

cos (Y;) (Q) = {coso,cos (3) scos (%”) cos (%”) cos (%”) cos (%”)} - {1%%1}

et

Nous sommes dans les hypothéses d’application de la loi faible des grands nombres nous permet-
tant d’affirmer que :

S,
(—n> converge en probabilité vers 0
n /) n>1
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35 QSP 35

Soit g : t +— g(t) = E <(X - t)2> out € R, g est bien définie car X admet un moment d’ordre

deux donc une espérance avec par linéarité de I'espérance g (t) = t? — 2tE (X) + E (X %) . g est donc une
fonction polynomiale dérivable sur R avec ¢’ (t) = 2t — 2E (X). Une rapide étude des variations de g
montre qu’elle admet un minimum global en t = E (X)) .

36 QSP 36

Les propriétés de la fonction exp de classe C! strictement monotone (donc bijective) et de dérivée non
nulle sur R égale & X (2) nous pouvons dire que Z est une variable & densité. Elle a valeur dans R ce
qui implique que sa fonction de répartition noté Fz est nulle sur R_ et égale & Fx (Inx) si > 0. Par
dérivation de Fz sur R* on obtient une densité f7 de Z et en posant par exemple fz (0) = 0 il vient

1 1,
fz(x) = Py exp (—éln x) 1g: (2).
37 QSP 37

A
Posons ¢ : A — / (1 = F (¢))dt définie sur R4 dans R. Calculons ¢ (A4) et appliquons la formule
0

d’intégration par parties aux fonctions u : ¢ — 1 — F (t) et v : t — ¢ toutes deux de classe C' sur R..
Nous obtenons donc :

A A A
/ (17F(t))dt:[t(lfF(t))]64+/ tf(t)dt:A(lfF(A))Jr/ tf (t)dt (7)
0 0

0

A
Or AHIE / tf (t)dt = E (X) puisque X est une variable positive admettant une espérance et d’autre
— 100

0
part AHIE A(1—F (A)) =0 puisque :

AQ1—-F(4) = AP([X > A4)
“+o0
= A f@)dt
A
+oo
< / oL
A
+oo
et Alim tf (t)dt = 0 en tant que reste d’intégrale convergente puisque X admet une espérance.

Par passage a la limite dans 1’égalité (1), on obtient donc :

A

. +Oo
Jim [ (17F(t))dt:/0 (1-F(t)dt = E(X)

38 QSP 38

Comme les deux variables X et Y sont des variables & densité indépendantes, le cours nous enseigne
que X — Y reste une variable a densité (admis) et comme les deux événements [X = Y] et [X —Y = (]
sont égaux, il vient donc P ([X =Y]) = 0.

39 QSP 39

1. Intégrons par parties comme préconisé en posant u : ¢t — 1/t et v : ¢t — —e=t*/2 de classe C! sur
]Ri‘|r dans ce cas en fixant A > z il vient :

A —t2/2 A A _—t2)2 —A2)2 —z2/2 A _—t?)2 —z2/2
/ eﬁ/?dt:l—e . ] —/ € at=-° +5 —/ € at<®
T - x T

12 A x 12 T
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Comme :
A ) +oo R
lim et /2q¢ :/ et /2qt
A—~4o0 - .
et :
e—x2/2 e—x2/2
lim =
A——+o0 x x

le théoréme de prolongement des inégalités nous assure que :

+o0 ) e—x2/2
Vo > 0, / e t/2dt < (8)
T
x
A —t2/2
Fixons encore une fois A dans [z, +o00[ (2 fixé dans R ) et intégrons par parties / et—th =
A te_t2/2 2 :
/ t—3dt en posant uj : t+— 1/t3 et vy it — —e~? /2 de classe C! sur R’ on obtient :
T
A eft2/2 eft2/2 A A 3642/2
s—dt = |———F — T—dt
Lt o]t
e—A%/2 2?2 Ag,—t?/2
Y e R / gt
2
e~ T /2
< 3
Comme :
A —t?/2 Foo —t7/2
lim 5—dt = / 5—dt
A—+oo /. t T t
e—x2/2 e—x2/2
par convergence de l'intégrale avec un test de Riemann et Ahrf — = 5— le théoréme de
—+oo I T
prolongement des inégalités nous assure que :
Foo —t/2 e—a’/2
Yz > 0, / 5 dt < 3
= t T
Enfin par passage a la limite (légitime) dans (?7) pour > 0 :
A —z2/2 A _—t?2)2 —z2/2 —z2/2
ety = [ & gt _C 9)
v x . 12 x x3

Selon (8) et (9) :

z a3

+oo 7x2/2
Vo >0, e /2 (l — i) < / et 2qt < ¢

2. Notons Y,, = max (X;) par suite pour tout réel z :
<i<n

P ([V, < 2]) = g P ([X; < a]) = (P (X1 < 2]))"

et de méme :
P([Y,>z])=1-(P([X: <a])"
Nous voulons montrer que :
max (X;)

Ve>0, limP| |22 ql>¢| | =0

n—oo V2Ilnn
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(définition de la converge en probabilité). Or nous avons les égalités événementielles :

max (X;)
1<i%n B N
[ V2Inn 1‘ 2 5} = { max (X;) —V2Inn| > 5\/21nn]

{Y V2Inn } [ 7m<—6m]

{Y;L_1+€ 21nn] [ (I1—¢) 21nn]

P.QY,Lg(ls) vatun|) = (P ([x < 1—@@}))“
- (1- ( X, > (1—¢) MD)”

1— / e 124t
V2T V2Inn

e—(lnn)(l—a)2 1 1

—

n

V2 (1—¢)v2Inn ((h@@)g

IN

selon la question a.

Comme :

—(Inn)(1—e)? —(1—¢)?

=N

alors :

nin (1 - <20 Sk 1 - L ~ Ll p2e—¢? 1 _ 1
NeL (1—e)v2Inn  ((1-¢)v2In)’ (n—t-00) Vor (1-e)V2Inn  ((1-e)v2Inn)’
2

n2£75

(n—:-w) o V2r(1—e)V2Inn

2e—¢

2
Si e > 0 est assez petit, @ = 2¢ — &2 > 0, donc lim ”\/— = 400. En reprenant I’exponentielle, on
n— oo Inn

obtient que :

n—oo

lim P([Ynga—a)MD ~0

Enfin :

P (1> 00 v ) = (0 (= o vama)) = (£ [ el

Donc par la question 1. :
In <P ({Yn > (1+¢) \/MD) <nln (%) = —n(Inn) (1+¢)’~nln <\/§(1 +¢) \/M)

ot la suite majorante tend vers —oo quand n tend vers 'infini, donc lim P ( [Yn >(1+4¢e)v2In n} ) =

n—oo

0. Conclusion :

1958 (X) 5

=1
vV2Ilnn

40 QSP 40

Nous savons que pour toute variable X nous avons X < |X]| et sachant que X admette un moment
d’ordre deux, |X| admet aussi un moment d’ordre deux, donc une espérance avec par croissance de
I'intégrale E(X) < E(|X|) donc —E(|X]|) < —E(X). Par croissance de la fonction carré sur Ry,

(E(1X]))* < (E(X))? et en additionnant membre & membre E (X?) = E <|X|2> cela entraine que
V (|X|) £ V(X) soit encore V (V) <V (X).

30/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14 QSP — CORRECTIONS Page 48/71

41 QSP 41

La fonction f est définie sur R, continue sur R par composition de t — ¢t — e’ continue sur R a
valeurs dans R et de exp continue sur R. La positivité de f sur R ne fait aucun doute. Enfin I'intégrale

+o0o
/ exp (t — e') dt converge car en posant le changement de variable u = e’ bijectif de classe C* sur R
—0o0

+oo

+oo
et & valeurs dans |0, 400 avec du = udt, les intégrales / exp (t —el) dt et / e"du sont de méme
0

—00

+oo
nature égales en cas de convergence. Or / e *du =T (1) =1 ce qui induit la convergence de I'intégrale
0

—+o0
/ exp (t — e?) dt et sa valeur égale & 1 aussi. En conclusion f est bien une densité de probabilité.

—00

42 QSP 42

1. L’astuce est classique en effet il suffit d’écrire que :
+oo
f

0 < 22P (X > a]) = a2 (t)dt§/+oot2f(t)dt

x
et 111_{1 f;ootz f(t)dt = 0 en tant que reste d’intégrale convergente puisque X2 admet une espé-
T—1T00

rance. Un petit tour en gendarmerie vous informera que :

lim 2’P([X >2z])=0

T——+00

A
2. Posons ¢ : A — / t (1 — F (t)) dt définie sur R dans R. Calculons ¢ (A) et appliquons la formule
0

d’intégration par parties aux fonctions u:t — 1 — F (t) et v : t — % toutes deux de classe C* sur
R, . Nous obtenons donc :

0

A , A A , A
/Ot(lfF(t))dt:[%(lfF(t))} +%/O tzf(t)dt%(lF(A))Jr%/O t2f (t)dt (10)

A
Or AHIE / t2f(t)dt =E (X 2) puisque X est une variable positive admettant un moment d’ordre
deux et d’autre part d’aprés la question précédente AliIJIrl A2(1—-F(A))=0.
—+400

Par passage a la limite dans I’égalité (10), on obtient donc que U'intégrale converge et vaut :

A

li 1-F dr = JrooPX> d*lEX2
AHHJrrlOOO:U(f (x))x/o zP ([ _x])x—§ ( )

+oo
3. Dans la QSP 37 nous avons vu que / P([X > z])dz = E(X) ainsi I'inégalité proposée est
0
(E(X))? <E(X?) ce qui toujours vrai puisque V (X) > 0. Ainsi :

(/;OOP([X > :c])dx)

2

< 2/+OoxP ([X > z])dz
0

43 QSP 43

Posons ¢ : a — / (1 — @ (¢))? dt définie sur R, dans R. Calculons ¢ (a) et appliquons la formule
0

d’intégration par parties aux fonctions u : ¢ — (1 — ® (£))? et v : ¢ — ¢ toutes deux de classe C* sur R .
Nous obtenons donc :

/a(l—tb(t))zdt: [t(l—tI)(t))ZK—l—Q/at(l—@(t))dt:a(l—@(a))2+2/at(1—t1>(t))dt (11)
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Pour effectuer la limite nous supposerons que a > 1 ce qui nous permettra de majorer a (1 — @ (a))2 par
2

(a (1= ®(a)))? qui vaut (aP ([X > a]))2 soit encore <a +00f (t) dt) qui est majoré par </+Ootf (t) dt>

a
de limite nulle puisque X admet une espérance et I'intégrale représente le reste de 'intégrale convergente
donnant la valeur de 'intégrale. D’autre part nous avons vu a la QSP 41 que :

2

a

li 1-® d*+ooPX> d—lEX2
Jim [ra-e@ya= [ aP (x> a)ar - 5B

Par passage a la limite dans 1’égalité (11) on obtient donc que l'intégrale I converge et vaut :

[=E(X?) =1

44 QSP 44

1. Déterminer la loi conditionnelle de S sachant [N = n], c’est déterminer la loi de X3 +- -+ X,,. Par
stabilité de la loi grand gamma pour la somme de variables indépendantes,

S<—>F<§,n>

1
puisque pour chaque k € {1,...,n}, X — T (X’ 1> .

2. Notons Fg la fonction de répartition de S définie sur R par Fs (z) = P ([S < z]) . Par la formule
des probabilités totales associée au systéme complet d’événements ([N = n]),,~, il vient :

Fs(z) = ) P—y (S <z)P (N =n])

+oo n—1 _ N
TA(Q—p)t)" e .
Ap E /0 =1 dt si >0

T +OO n—1 —)\t
t
)\p/ n)f)l dt si x>0

n=1

0 si <0
/)\pe’)‘te)‘(l’p)tdt si >0
0
0

|

§ 5
- { o [[en Y QOB b

{

{

{

si <0
- Ape it si x>0
0
_ 0 si <0
- l—e™P¥ g >0
Finalement :
S — e (\p)
1 1
Enfin comme E (N) = — et E(X;) = " alors :
D
E(N)E (X)) = — = E(S)
1) = o
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45 QSP 45

1. Vous savez parfaitement, du moins je I’espére, que toute fonction de répartition de variable & densité
est de classe C! 1 ot la densité associée est continue. Or ici f la densité commune aux vairables X;
est continue sur R, donc F est de classe C' sur R et y strictement monotone croissante puisque f
est a valeurs dans R’ . Ainsi comme il est de notoriété presque publique que U,, est une variable a
denisté, par théoréme de composition :

V., est une variable aléatoire & densité|

2. Nous avons vu la question de multiple fois, donc j’irai vite :

VeeR, p@)=1-(01-F(x))"

3. Par définition 9 est définie sur R par :
Y(z) = P([Va<a))
— (U, <F @)

puisque F’ réalise une bijection croissante sur R

= o (F ' (x))
= 1-(1-F(F'(@))"
= 1—-(1-2a)"

lv=1-(1-1d)"

46 QSP 46

Soit (Xp),,~; une suite de variables aléatoires définies sur {0,n} par :

1 1
P(X,=0)=1——-— e P(X,= ==
(Xn=0)=1-— e P(Xy=n)=-
Nous avons pour tout € > 0 :

P([[ X, —0[>¢]) = P([|[Xn|>¢])
= P([X,>¢])
car X, est une variable positive
= 1-P([X,=0])

n +oo
et donc :

(Xn)pen £, 0 alors que E (Xn)=1#0et V(X,) =n—1 qui tend vers +o0

47 QSP 47

1 1
1. La variable X admet une espérance si et seulement si la série de terme général positif %P (X =k])

est convergente. Or :
0<1P(X=K) <P(X=K)

oulasérie Y P ([X = k]) converge (par axiome de o—additivité). Le critére de comparaison permet
E>0

1
de conclure que la série Z EP ([X = k]) converge, autrement dit :
k>0

1
X admet une espérance
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VX

variables admettant chacune une espérance. Ainsi :

2
1 1
2. La variable aléatoire (t\/X + —> =2t + Xt2 + X s’exprime comme combinaison linéaire de

1 \2
La variable (t\/y + —> admet une espérance

VX

2
3. Par positivité de ’espérance nous permet de dire que E ((t\/y + ) ) est positive. Par linéa-

1
VX
rité on obtient la fonction polynomiale de degré deux positive :

tb—)P(t)tzE(X)+2t+E<%)

Elle admet donc un discriminant réduit négatif ou nul de valeur A’ =1 — E (X) E (%) autrement
dit :
1
EX)E(=)>1
0E(5) >

Lorsque ce discriminant est nul, P admet une racine double t = —

1 1
tvX +— — est
( vX vX
presque surement nulle, ce qui revient a dire que X = E (X)) presque surement ce qui est la définition
d’une variable quasi-certaine. La réciproque est triviale, & savoir si X est quasiment certaine alors

E(X)E (%) =1 En conclusion :

1
EY) qui rend ’espérance de

2
> nulle. Ainsi, ce que l'on a vu de multiple fois, la variable —ﬁ\/)_( +

‘ Le cas d’égalité est obtenu si, et seulement si X est une variable quasi-certaine

48 QSP 48

Notons X la variable suivant la loi de Poisson de parameétre 4. Etudions les variations de la suite
(un)n20 définie par pour tout n € N, u, = P ([X =n]). Pour cela calculons le rapport u—;‘;—l que 'on
comparera & 1. Nous avons aprés simplifications :

e—44n+1
(n+1)! 4 | 4
= n! =
e 44n (n+1)! n+1
n!

Ainsi nous avons les équivalences successives suivantes :

<%21><:><ni+121)<:>(n§3)
Ainsi nous avons
P(X=0)<P(X=1)<P(X=2)<P(X=3)=P([X=4) >P(X=5])>"-

En conclusion :

| La distribution est bimodale de modes 3 et 4|

49 QSP 49

Tout d’abord X (©2) = [n,2n]. Calculons pour tout ¢ de X (), P ([X = i]). Rappelons que 'événe-
ment [X = 4] est réalisé si et seulement si la n®™¢ et derni¢re boule blanche est arrivée lors du i®™¢ tirage.
Un tirage favorable sera caractérisé par le placement des n — 1 premiéres boules blanches lors des ¢ — 1
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premiers lancers, alors qu’un tirage quelconque (ce qui donnera |Q}|) sera caractérisé par 'emplacement
des n boules blanches parmi les 2n places disponibles. Ainsi :

Vi € [n,2n], P (X =1])= (1)

Comme X est une variable finie elle admet des moments de tous ordres, en particulier une espérance
qui vaut par définition :

SRR o=
- ()

n/ i=n

par propriété des coefficients binomiaux

- &[0

i=n

“(Zr:irll)

)
par "TPG"

w2 ()

)

par propriété des coefficients binomiaux

Conclusion :

pin - 22T

50 QSP 50

Soit (Xn),>; une suite de variables aléatoires définie pour tout entier naturel n > 1,
1 1
Vn > 1, X,L(Q):{O,n}, P([ano])zlfa et P([Xn:n]):g

Vous n’aurez pas de mal & vous convaincre que (X,) P, 0 alors que pour tout n > 1, E(X,,) =1
donc lim E(X,)=1#0.

51 QSP 51

Soit Fx (respectivement F'x2) la fonction de répartition de X (respectivement de X?2). Par définition
Fx :R —[0,1] avec Fix (z) =P ([X <z]) et :

P([X2<x2}) si x>0
1-P([X2<a?) si <0
P([ngxz}) si >0
1-P([X2<2?) si 2<0

|

{ a2 .
{1—e st x>0
{

si >0
si <0

1—(1—6’“2> si <0

1—e : si x>0
e si <0
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Je vous laisse vérifier les classes de F'x pour conclure que X est une variable a densité dont une
densité f est obtenue par dérivation de Fy sur R* et en complétant sa définition en posant, par exemple,
f(0) =0 ce qui donne :

Aze si >0
@)= { “Daze M g 2 <0

Nous remarquons bien que f est paire.

52 QSP 52

A
Pour A fixé dans R.;, intégrons par parties / (1-F(z)— F(—z))dx en posant u (z) = 1—F (x) —
0

F(—z)etv(z) =z ot uet v (somme et commposée) sont deux fonctions de classe C! sur R . Il va sans
dire que v’ () = —f (z) + f (—=z) et que v’ (z) = 1. Appliquons la formule ...

A A A
| 0-F@-Foe = @0-F@-FEa) - [ o @)+ f o)

A
- A(lF(A)F(A))/O (—f () + f (~2)) da
A

A
- A(l—F(A)—F(—A))+/0 J:f(x)da:—/o of (—2)do

A -A
= A(lF(A)F(A))+/O xf(x)dx/o tf(t)dt

en posant le changement affine t = —z
A 0
= A(1-F(A) —F(fA))+/ xf(x)dx+/ tf(t)dt
0 —A

Faisons tendre A vers 400, nous avons :
- Ahg-l A(l—=F(A)— F(—A)) =0 par hypothese de ’énoncg,
—T 00

A +o00
- lim xf (z)dx = / xf (z) dx car X admet une espérance,
0

A—+oo 0
0 0
- lim xf (z)dx = / zf (x) dz pour les mémes raisons.
A—+oo J_ 4 o
A
Nous pouvons donc conclure que AHIE (1 - F(z) — F(—x)) dz existe et est finie égale a :

' zf (z)dx = E(X)

+oo 400
/0 (1*F(x)—F(—x))dx:0+/0 :cf(:c)dx+/

53 QSP 53

Considérons une variable X normale centrée et réduite et une suite (X,),~, définie par Vn > 0,
X, = —X. Vous savez trés bien qu'une variable normale centrée et réduite est une variable symétrique
par parité d’une de ses densités. Par suite pour tout n > 1, X,, < N (0,1) et la suite (X,,),~, converge
en loi vers X. En revanche X,, — X = —2X ne dépend pas de ’entier naturel n et n’est pas nulle, donc
(X,, — X),,~, ne converge pas en loi vers 0!

54 QSP 54

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous informe que :

(f owv dt)2 <(/ oy a) ([ T wmy? dt)2
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t
Appliquons I'inégalité aux fonctions ¢ : ¢ — \/tf (t) et ¢ : ¢t — 4/ y ce qui donne :

( O+Oof(t) dt)2 < </0+ootf (t)dt) ( Omﬂ}ldt)Z

soit encore par application du théoréme de transfert vu que la variable X est strictement positive :

1§E(X)E<%)

Conclusion :

55 QSP 55

1. Le théoréme de comparaison appliqué dans le cas positif va nous permettre de conclure favorable-
ment. En effet pour tout réel positif z :

0<afs @< (0+7) fr o)

+o0 1
sans oublier de préciser que I'intégrale / (x + —> fx (z) dx converge par hypothese (utilisation
0 x

du théoréme de transfert appliquée a la fonction ¢ : 2 +— 2 + — continue sur R’} contenant X (£2)).
x

2. La réciproque est fausse, en effet il suffit de prendre le contre—exemple d’une variable X uniforme

1
sur |0, 1[. Dans ce cas la variable X + X prend presque surement ses valeurs dans 'intervalle ouvert

+oo 1
12, +00[ et lintégrale / (ac + E) dx diverge!
2

56 QSP 56
1. Montrer que pour tout entier n > A —1, on a :
n+1
> < = _
P(X2n) <P(X=n])x ———
Nous avons :
+o00o
P(Xzn) = Y P(X=4)
k=n
B +oo e*)\)\k‘
- |
= k!
B +oo e_)\)\kfnJrn
= —
k=n k!
e—)\)\n +o00o n[}\k‘—n
- ! !
[ — k!
N k—n
. nlA
- Px =) 3
Pour chaque entier naturel k& de ’ensemble {n, ..., N} nous avons :
n! 1 1
= <

K (n41)x--xk~ (n+1)F ™
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des lors :
inu’“*” i hon _i( A )’“”_NZ”< A >’€< 1 n+l
k—n = < — =
= k! = M+ = n+1 = n+1 1- 25 n+1—M\

Par théoréme de prolongement des inégalités d’emploi licite, puisque les limites existent :

yn N .
i e M Zn!)\k <P([Xn])< n+1 >

N—o+oo 7! k! n+1-—2X

k=n

soit encore :

n+1

Vn>A—1, P(Xzn]) <P(X=n])x———

2. En revenant a la caractérisation de 1’équivalence, montrons que :

b POX =)
n—-+oo P ([X = n])

Procédons par encadrement ... Nous avons d’une part :

P(X >n) _P(X=n)+P(X>n)
P ([X =n]) P ([X =n])

>1

et d’autre part d’aprés la question précédente :

P ([X > n]) c_ntl
P(X=n]) " n+1-2X

avec :
n+1

s 1
neo 1 — A

Je vous laisse conclure ...

P(X>n]) ~ P(X=n])

n—-+4oo

3. La caractérisation de la négligeabilité sera encore notre tactique imparable. Nous avons :

P(X>n) P(X>n)-P(X=n) n+l . A
O<p(x=n) "~ P (X =n) S B W g e

Je vous laisse faire votre petit tour en gendarmerie et aprés présentation de votre démonstration
on vous laissera affirmer que :
. P((X>n
lim P(X >n]) =0
n e P (X = 1)

Autrement dit :

‘ P ([X > n]) = o(P ([X = n])) lorsque n tend vers l'infini

57 QSP 57

1. Tout d’abord Z prend ses vaeurs dans IN. Selon la formule des probabilités totales associée au
systéme complet d’événements {[Y = 1],[Y = 2]} nous obtenons pour chaque entier naturel k et
par indépendance des variables X et Y :

P(Z=k) = P(Z=KHnY=1)+P(Z=kn[Y =2)
= P(XY =kn[Y =1))+P (XY =k N[Y = 2))

= P(X =Ny =1)+P(RX=KN[ =2)
P(X=k)P([Y =1)) + P (2X = k) P([Y =2])

A ce niveau-1a, discutons selon la parité de 'entier k.
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— Si k est un entier pair que nous poserons égal & 2i (i € IN) nous obtenons :
P(Z=2)]) = P((X=2)P(Y =1)+P(2X=2])P([Y =2))

5 (P (IX =2i]) + P (X = ))

B 1 ef)\)\Zi N ef)\)\i
o2\ (20)! il

— Si k est un entier impair que nous poserons égal & 2j + 1 (j € IN) nous obtenons :

P(Z=2j+1) = P(X=2+1)P(Y =1)+P(2X =2+ 1)P(y =2))
= SP(X=2j+1)

e—A)\2i+1

2(2j +1)!

2. Nous avons : N
1X e N2 AN
P([Z €2N)) = ; (—(%)! +— )

Nous avons déja rencontrer la somme des termes de rang pair dans l'exercice 2 de la fiche 2, je n’y
reviendrai donc pas ...

—2X —2A
P([Zegﬂ\f]):%(llJrl) _3+e™

2 4

58 QSP 58

N

Cette exercice & connaitre par coeur surtout au moment de passer vos oraux, va se résoudre
en utilisant la ruse du siécle permettant d’écrire une variable au plus binaire & ’aide de variables
indicatrices, en ayant précisé que la tribu engendrée par X sera Ax = {@, A, A, Q} et celle engendrée
par Y sera Ay = {(Z), B, B, Q} ou A (resp et/ou B) peut étre vide. On rappelle & ce propos que :

On appelle tribu associée a X, notée Ax, la tribu engendrée par le systéme complet

d’événements ([X = 2]),¢x (). Autrement dit :

A= o (X =ahexe)  —{ W X =allacx@)

z€EA

notation de tribu engendrée par X

La variable X ot A = {w € Q| X (w) = a} s’écrit donc :

R0 D G S
ala+b(1—1,)

= (a—b)lA—l—b
= alag+b
enposant @« = a—b
et de méme Y = f1p + c. Dés lors :

Cov(X,Y) = Cov(ala+b,8lg+c)
= afCov(la,1p)
par propriété de la covariance
= af(E(1a,15) —E(14)E(1p))
par propriété de la covariance

= af(P(ANB)-P(A)P(B))
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D’ou I'équivalence :
(Cov(X,Y)=0) <= (a=0 ou =0 ou PANB)=P(4)P(B))

Comme toute variable quasi-certaine ou de Dirac (cas ot @ ou f nuls) est indépendante de toute
variable aléatoire et que lorsque a et 8 sont non nuls, I'indépendance de X et Y équivaut a celle de A et
B, on a bien ’équivalence demandée.

59 QSP 59

Par hypothése nous savons que :
PANBNO)=PA)PBNC)=PB)P(CNA)=P(C)P(ANB)
Ainsi en divisant membre & membre par le produit de réels P (A) P (B) P (C) non nul, il vient :

P(ANBNC) P(A)P(BNC) P(B)P(CNA)  P(C)P(ANB)

P(AP(B)P(C) PAPB)P(C) PAP(B)P(C) PAP(B)P(C)

soit encore :

P(ANBNC) P(BNC) P(CNA)  P(ANB)

P(A)P(B)P(C) P(B)P(C) P(AP(C) P(AP(B)

N’oublions pas que A est indépendant de B U C' ce qui se traduit par définition par :
P(An(BUC)) = PAP(BUQC)

P (A)(P(B)+P(C)—P(BNC))
P (A)P(B)+P(A)P(C)—P (AP (BNC)

d’autre part :
PANBUO)=P(ANB)UANC)=PANB)+P(ANC)—P(ANBNC)

En notant k d’une part la valeur commune des rapports présents deux inégalités au-dessus, et en
combinant les deux derniers résultats de l'autre :

P(A)P(B)+P(A)P(C)—P(A)P(BNC)=kP(A)P(B)+kP(A)P(C)-P(ANBNC)

et par simplifications :
k-1 (PAPMB+PAPC)=0

Comme P (A)P (B) + P (A) P (C) est non nul (somme et produit de termes strictement positifs) il
vient que :

k=1
et ainsi :
PANBNC)=PA)P(B)P(C)
PBNC)=P(B)P(C)
PANC)=P(A)P(C)
P(ANB)=P((A)P(B)

ce qui est la définition de :

Les événements A, B, C sont mutuellement indépendants
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60 QSP 60
Supposons que E (| X|) = 0. Pour tout ¢ > 0, on a, d’aprés I'inégalité de Markov :
E(|X
P(x| =g < 2 g
Or :
+00 1
1x1> 0= U |11 2 ]
n=1 n

d’ou par l'inégalité de Boole (hors de programme, donc & démontrer) :

0<P(|X]|>0) < +Zoopdm > %D ~0

n=1

Nous avons donc démontré 'implication :

(E(|X])=0) = (X=0p.s.)

61 QSP 61

La question est classique et 'on va utiliser la caractérisation classique de la négligeabilité sachant
que :

(POXIZn)= o (1/n) = (lim nP(IX]n])=0)

n—oo

Nous avons :

0<P(IX|Zn) < n (P(X =)+ P (X< —n))
< (Y P(X=x)+ X P(X =)
{mkGX(Q) {l‘kGX(Q)
Tk 2N Tp<—n
< n" Y P(X =)
{(EkEX(Q)
|k |>n
< > okl P (X = ax])
xkEX(Q)
|k |>n
Comme E (|X|") < 400, lim > |zx|" P ([X = 2x]) = 0 (limite du reste d’une série conver-
n— oo rEX(Q)
|z |>n

gente) et par encadrement :
lim n"P ([|X| >n]) =0

n—o0

Autrement dit :

|P ([IX] > n]) =0 (1/n") lorsque n tend vers o0

62 QSP 62

On peut sans nuire a la généralité, supposer que les deux variables X et Y sont centrées, alors X +Y
et X —Y le sont aussi et I'on a :

Cov(X+Y,X-Y)=E(X+Y)(X-Y)=EX’-Y?)=EX})-E(Y¥?)=VX)-V(¥)=0

En conclusion, les variables aléatoires X +Y et X — Y sont non corrélées.
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63 QSP 63

Réponse succinte en rappelant que le produit de convolution de deux fonctions f et g se note officiel-
lement f * g.
Je vous laisse convoler pour vérifier que :

Ve eR, fxiv(x)=1-[1-2]) 1) (z)
2

2 o2
Vr € R, fx+y+z (:L‘) = (%) 1[071] (fL’) + <% — (CL‘ — g) ) 1[1,2] (:L‘) + (x 23) 1[273] (TL’)
Ve eR, fx-y(z)=1-z))1_1y ()

64 QSP 64

Le support de Z,, est [0,n] presque surement. Pour n suffisamment grand tel que n >z > 0, on a :

([mf(Ul,..., ) > %D
(f o> 3))

(P ([o=3])
(-G)

= o1~ (2))

Cette derniére expression tend vers e~ * lorsque n tend vers 'infini. Dés lors :

P ([Zn > 4])

(Zn) =55 E e (1)

65 QSP 65

L’exercice a quasiment été traité dans la fiche dédiée a la convergence de suites de variables extrémes,
donc j’irai vite ...

1. La suite (A,),, converge en loi vers une variable exponentielle de parametre 1.
2. La loi limite est la loi de Weibull, dont la fonction d’antirépartition (ou de survie) est donnée par
o )1 (0),

3. Laloi limite est la loi de Fréchet, dont la fonction d’antirépartition est donnée par z —— (@) 10, 4o0[ (T) -

4. La loi limite est la loi de Weibull, dont la fonction de répartition est donnée par x — e (™)
(xeR).

66 QSP 66

: 1 N
Pour commencer posons pour tout entier naturel non nul n, Z, = — sup (X1, ..., X,;) qui est & valeurs
n

dans R4. Pour z > 0, nous avons :
P(Z,<z]) = P(sup(Xy,...,Xn) <nz)
= [ P([Xx < nal)
k=1

= (P([X <na])"

puisque les variables X} sont i.i.d.
= (1-P([X >naz])"
= exp(nln(l—P([X > nz])))
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Lorsque n tend vers 'infini, il en est de méme de nz, ainsi :

In(P([Z, < a])) =nln (1 o (%))

Ainsi : ) )
In(P([Z, < ~ = ) =—Z0(1
2(P((Z, <a])) ~ <o (o2) = —3o)
Dés lors :
Ve >0, lim In(P([Z,<z]))=0
n—oo
Conclusion :
. 0 si <0
nlggop([zngx]){ 1 si >0

(Zn) st —= 80

67 QSP 67

Utilisons le fait que la variable X est d’espérance nulle, on a :
a = E(a—X)

= E((a—X)1x<q +(a—X)1xsq)

< E((a—X)1x<a)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

1/2
o< (P(X <a))* (B((a- X))
De plus :
E ((a - X)Z) — 0> —2E(X)+E (X?) = a® + 0>
ce qui donne :
a <E((a—X)1ix<q) < (P (X <a))/?* Va2 + o2

En élevant au carré les deux membres de 'inégalité précédente on obtient :

a? o2

P([X>a]):1*P([XSa])Sliaz—i-az s

68 QSP 68

On peut supposer que toutes les parties a 2r éléments de 1’ensemble des chaussures ont la méme
probabilité d’étre choisies. Cette hypothése nous conduit & modéliser cette expérience aléatoire par ’espace
probabilisé (2, P (2),P), ou Q désigne ’ensemble de toutes les parties & 2r éléments d’un ensemble &
2n éléments et ou P est la probabilité uniforme (équiprobabilité). Si A C 2 représente ’événement : “il
n’y a aucune paire compléte parmi les 2r chaussures choisies”, alors :

- -

2r

n .
Dans la formule précédente, le coefficient ( 9 ) exprime le fait de choisir 2r paires et la puissance 22
r

celui de choisir, dans chaque paire, une chaussure.
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Si B représente ’événement : “il n’y a exactement k paires complétes parmi les 2r chaussures choisies”,

alors :
P(B):Card(B)_ k) \2r — 2k

Card (Q) @:)

—k
Ici le coefficient (Z) exprime le fait de choisir les paires complétes, et ( 2: _9 k:> celui de choisir les

paires non complétes et enfin la puissance 227 ~2F celui de choisir une seule chaussure parmi ces derniéres.

69 QSP 69

La variable aléatoire Z ne prend que des valeurs positives presque surement et pour ¢ > 0, on a :
P ([Z <)) = P([X < Inf]) = & (In(?))
ou la fonction ® désigne ici la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La fonction
de répartition de Z est donc :
o ={ 5" G’

Elle est continue sur IR, dérivable sur IR*. La variable aléatoire Z admet donc une densité, obtenue
en dérivant 14 o c’est possible F'; et en complétant le cas échéant ... On obtient :

exp (— (Int)? /2) .
fz (t) = oz sit>0

0 sinon

Pour a € [-1,1], la fonction f, définit bien une densité de probabilité sur IR, car elle est positive et
—+o0

fa (t) dt = 1. Pour vérifier cette derniére égalité il suffit d’écrire, par le théoréme de transfert :
0

+OOfZ (t)sin(2rInt)dt = E(sin(2rInZ)) = E(sin (27X)) =0
0

La derniére espérance est nulle car la densité de X est paire.
Soit alors Z, une variable aléatoire ayant f, pour densité. On verifie sans difficulté que, quel que soit
Ientier naturel k, les deux variables Z, et Z admettent un moment d’ordre k. De plus :

k oo k k oo k
E (Z}) :/O t*fz () (1 +asin (2rlnt))dt = E (Z )+a/0 t" fz (t)sin (27 Int) dt

Or cette derniére intégrale vaut zéro puisque :

+oo
/ thfy (t)sin (2rInt)dt = Fsin (27 In Z))
0

sm (27 X) )

1 too k 2
1 u,—u*/2 (2 )d
e"le SIn (27w ) au
./7/_
_ 1 +°°e—1/2((u—k)2—k‘2) sin (27u) du
V2r)—

il (u-k? /2
= e~ W 2 gin (27u) du
V2m J-
k2 /2 .
= & e 2 sin (2mv) dv

V2r )

par changement de variable v = u — k
= 0
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Les deux variables Z, et Z ont donc les mémes moments mais ne suivent pas la méme loi car leurs
densités respectives sont distinctes. Cet exemple illustre le fait que les moments ne caractérisent pas la
loi dans le cas ou la variable n’est pas bornée.

70 QSP 70

Le membre de gauche de I'inégalité vous fait bien str penser & la loi normale, du moins je l'espére.
Soit X < N (0,1) et z un réel positif fixé. On a :

/xe_%dt = V2P (0 < X <))

= @P([—w <X <4

par parité de la densité de X

- (x| < 1)
~ TP (x| a])

Y

(-

selon 'IBT appliquée a X

v I 1
Vz > 0, /06 2 dt > 5(1-;)

En conclusion :

71 QSP 71

Soit A un réel de ]0,1[, on peut écrire que :
X = X1ixsapx)) + Xlixaex) et E(X1xapo) < AE(X)
d’otui par linéarité de I’espérance :

E(X) =E (X1ixaex)) +E (Xxarx)) < E(X1xeapx) +AE(X)
soit encore :
(1-XNE(X) <E(X1xs\gx))
En écrivant :
X1xzae(x)] = XX AE(X)) L x2AB(X)]

et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
2
(B (X1pezae))” < B (X i) B (Lxeano)
————
=P([X>XE(X)))
On obtient alors :

~ N’ (E(X))*

(X1xem)” L (@
E (X?1ix>ag(x)])

(X1 ix>am(x))

P (¥ > AB (X)) > 2 >

Or il est clair que :
E (X1x2aex)) < E(X7)

donc :

VA€10,1[, P (X >AE(X)]) > (1-A)° <E7

30/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14 QSP — CORRECTIONS Page 63/71

72 QSP 72
Comme la variable X est supposée posséder une espérance, celle-ci est donnée par la formule :
A
EX)= 1 d
(X)= Jim | of(@)ds

A L’existence de la limite placée dans le membre de droite NE SUFFIRAIT PAS pour affirmer I’exis-
tence de l'espérance!!! Revoyez votre cours! Nous pouvons donc écrire que :

0 A
E@pugk<ﬂfﬂ@m+4xﬂ@m>

A Taide d’un changement de variable affine (licite) dans la premiére intégrale :

A A A
E(X)Alirfm</0 xf(fx)d:ch/O xf(x)dx)AlirEm</0 x(f(x)dx+f(x))dx>

Procédons alors & une intégration par parties aux fonctions ¢ — wu(z) = F(z) + F(—x) — 1 et
x +— v (z) = z, toutes deux de classe C* sur [0, A], on obtient donc :

A A
/0 z(f(—x)dx+ f(z))dz = [z(F(x)+F(-z)— 1)]€+/0 (1-F(z)— F(—2))dx
A
= AF(A+F(-A) - 1)+/ (1—-F(z)—F(—2x))dz
0
Le résultat s’obtient par passage a la limite lorsque A tend vers +oo.

73 QSP 73

Exercice ultra-classique, je n’en donnerai que les réponses ...
— Lorsque X et Y sont indépendantes et de méme loi exponentielle de parameétre 6 :

VteR, fys(t)= gtﬂ/?’e*@%lm (z)

VteR, fr(t)=0 (1 + %t2/3> eV 1g. (2)

[IX-Y|—e(0)]

— Maintenant lorsque X et Y suivent la loi uniforme sur [—1,1] :

1
VteER, fxs(t)= 6t72/31]—1,1[ (z)
1

WER, fz(t) =1 (—4VE+3+t723) 1114 (2)

1
VEER, fixoy ()= (2~ 1)1y (@)

74 QSP 74

Il est de notoriété publique que pour tout réel z,

(2

M, <z]=(N[X:<2] et [my,>2a]=)[Xi>2]
=1 =1
Ainsi pour tout couple de réels (z,y) :

[t <m, <M, <y]l=[z<m,|N[M, <yl=()[z<X; <y]

1>

K3
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et par indépendance des variables en jeu :

n

V(e.y) € R Pz <m, <M, <y))= [[P(e <X <y)) =[] (Fi(s) - Fi (2)

75 QSP 75
Soit 2 un réel, selon la formule des probabilités totales :

P(eX<a]) = P(eX<a]n[e=1)+P (X <a]nfe=—1))
= P(X<ank=1)+P(-X<anf=-1)
= S(P(X <a) +P(-X <a])
= S(P(X <a) +P(X > —a])
= 5 x2P([X <))
= P(X <4)

car X est symétrique

Ainsi X et €X suivent la méme loi. On procederait de méme pour prouver que € | X| et X ont méme
loi.

76 QSP 76

— Si la suite (O‘n)nzo ne tend pas vers 0, alors quel que soit ¢ de ]0, 1] fixé :
P(X, <t]) =an+t"+ant" ~ay,

Dans ce cas, il est nécessaire que (ay),>, soit convergente. Si nli}—:i(-loo an = a, la suite (Xn), 5o

converge en loi vers une variable de Bernoulli de parameétre 1 — a.
~ Si la suite (), tend vers 0, alors la suite (Xy,),,, converge en loi vers une variable constante
égale a 1.
En conclusion, lorsque la suite (ay,),,5, est convergente vers un réel a, la suite (X,),,, converge en
loi.

77 QSP 77

Soit € un réel strictement positif,

V(X)) M
A2 )22

0§P<HXAT_M' ZE:|> =P ([|Xx — M| > Ae]) <

o 5[4
A——+o0 A

La majoration utilisée étant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a X . On en déduit que

Par encadrement :

Xn—A - .
(’\T) converge en probabilité vers 0 et donc en loi vers 0 (c’est de l'oral, vous pouvez donc évoquer
A

ce résultat en proposant une démonstration!)
Pour = un réel strictement positif, on a les égalités événementielles :

X,\—)\H;i\—)\e—)\x <0] _ [XA;)\H <z

I
>

[X) < M| = [

Or:
Az k
P([X\ <)) =e kzzo %
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et par la convergence en loi :
. Xy — A0 0 si 0>z
)\ETOOP([ A <x—0]>—{1 si <z

(A@)k{ 0 si 0>z

donc :

: _ A
lim e 577,

A——4o00 - kj' 1 si @ <x

78 QSP 78

\%4
La variable V' étant supérieur ou égale & U, la variable i prend ses valeurs dans [1, +o00[. Donc pour

x < 1 la fonction de répartition Fy/y (x) = 0 et pour > 1 il vient :

P 17X§x si Xgl
. X 2
Fyu(z) = X 1
< —
P 17X7x si X>2
1
- SiX <=
1 -2 1-X | [ 1 ]
< — >
p(_ = x> p(_xxﬂ_)
1
S X >=
1 >27 o ] ] ]
T
— < = <
P(jX%) P(¥x+y>

Finalement, selon la formule des probabilités totales, pour chaque z > 1 :

Fon) = p([E<d]nfx<d])+r([L <o nfr-2)
- e(fe i ofe =) en (= )ae 1)
B P(;i1<X<ﬂ)+P(B<X<xiJ>
11 r 1
T2 41 a4l 2
Ty

Je vous laisse vérifier les “classes” de cette fonction de répartition pour pouvoir affirmer que la

. 14 . . o .
variable — est & densité, de densité fy,y obtenue par dérivation de Fy,y; 1a ot c’est possible, et en
complétant le cas échéant.

2

Vr € R, fV/U (1’) = (x n 1)2

1[1,+oo[ (1’)

\%4
Il va sans dire que la variable i n’admet pas d’espérance

79 QSP 79

X k
Soit F, la fonction de répartition de la variable aléatoire — & valeurs dans {—, ke [1, n]]} .
n n

- Siz <0, F,(z) =0.
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- Size|0,1],
F,(z)=P ({X < xD P ([X, < na]) lna] oz
n r n—+too
- Siz>1, F,(z)=1.
Finalement :
0 si <0
lim F,(z)=<¢ = si z€]0,1]
e 1 si z>1

En conclusion :

La suite (X, /n),~,; converge en loi vers une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]

80 QSP 80

C’est une question d’emploi du théoréme de la limite centrée appliquée a une variable X suivant la
loi v (n) pouvant étre considérée comme une somme de n variables X; suivant chacune une loi 7 (1) i.i.d.
admettant une espérance commune égale & 1 et une variance égale a 1 aussi. Ainsi nous pouvons écrire
que pour tout réel x >0 :

n+z/n ut—le—u
| = = P(X <ntavi))
— P([x fn<x\/_])
P

7 =)

— P(X" <4

ou la suite (X™*) converge en loi vers la loi normale centrée réduite par le fameux théoréme de la limite

centrée. Il ne reste plus qu’a conclure en passant a la limite lorsque n tend vers +oo pour obtenir le
fameux résultat !

81 QSP 81

Comme la variable aléatoire X prend les trois valeurs m — a, m et m + a avec, respectivement, les
probabilités 1/2a2, 1 — 1/a? et 1/2a*, on a E(X) =met V(X)=1. D’ou :

1

P(IX —m|>d)) =

ce qui montre que :

‘ L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev ne peut étre améliorée, sans hypothéses supplémentaires

82 QSP 82

D’aprés la loi faible des grands nombres, pour tout € > 0,

im P (2] > ¢ ) <0
n—oo n

Fuo) =P (|2 <a))

Par définition, pour tout réel x,

Sn . Sn
Doncsix>O,Fn(x)1P<{7 >x}),alorsqu681x<0,Fn(x)P<H7'Z|x|}).0nen
déduit que :
. 0 si z<0
JLIEOF”@){ 1 si 220
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On vérifie qu’en tout point ou F' est continue, lim F, (z) = F (x), et que, par conséquent, la suite
n—oo

(X,) converge en loi vers 0.
Si n est impair, S, ne peut pas étre égale a 0; par symétrie les événements [S, > 0] et [S, < 0]

1
étant équiprobables, on a F,, (0) =P ([ |[— < 0| | = B et, par conséquent, F), (0) ne converge pas vers
n

F (0) = 1. La fonction F' étant discontinue en 0, la définition de la convergence en loi n’impose pas a
F,, (0) de converger vers F' (0) .

83 QSP 83

Cette question est ultra-classique. On transforme :

2+v2
I = / e T2y
2

2+v2 2
_ / e—(w—Z +2d

_ 2\/—\/?/2+\/_6Xp< (x;2>2

N <FX (2 + \/§> ~ Fy (2))
on X < N (2,1/2)
= &Vr(®(2)-2(0)

X -2
ol ® est la fonction de répartition de X* = =—= = V2 (X —2) — N (0,1)

1/v2

En conclusion :

1= ¢>/7((2) — 0.5) ~ 6.2504 |

84 QSP 84

L’événement [U; < Uy < --- < U,] est réalisé si, et seulement si :
— soit Vk € [1,n], Uy = 0;
—soit Jdke[Ln—1]|U1=Us=---=Up=0et Uyp1 = Uy =---=U, =1;
— soit Vk € [1,n], Uy = 1.
Cela se traduit formellement par :

n n—1
U Uy <---<Upl=N[U:i=0]
=1 k=1

Par oc—additivité de P on a :

P(U, <Us<---<U,]) — P(ﬁ )+n 1P(ﬁ ])m(i_ﬁ [Ui:1]>

+P (m U = 1])

i—1

Puis par indépendance muruelle des variables Uy, pour k € [1,n] il vient :

P(U: <0< <U)) = ¢" +Zq“’“

n

_ qu‘pnsz

k=0
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-y (4)

Une discussion s’impose alors.
—Sip=1/2alorsq=1/2et g/p=1et:

P(UL<Us<-- < Up)) = (n+1) (%)n

— Sip#1/2alors q¢/p#1et:

— n+l n+1l _ n+l
P([UlﬁUgg-..SUn]):pnl (¢/p)™" _p q

1—q/p P—q
Bilan :
1\" Sip—g—
P ([Ul S U2 S e S Un]) == { (!?7:+‘i1‘71;)n§r%) Siri)n q 1/2
85 QSP 85

1. La variable Y} suit une loi de temps d’attente de premier succes (obtention de la boule rouge). En
notant pour chaque entier non nul ¢ I’événement R; : "obtenir la boule rouge lors du i®™¢ tirage"

-1 __
alors pour tout entier I de Y (2) = N*, [V, =1] = (ﬂ Rk) N R;. Les événements en jeu sont
k=1

indépendants vu que les tirages par lots (ou paquets) s’effectuent avec remise. Ainsi pour chaque
entier [ de Y () :

P(V,=1)=P ((;OER_’“) le> - ;1:[11P (Rr) P (R))

N-1

)
) ‘

& k boules prises parmi les N muni de la probabilit¢ uniforme, par suite |Q| = (). Enfin pour ne
pas tirer la boule rouge il faut et il suffit de tirer & boules parmi les N — 1. La relation de Laplace

avec Vk > 1, P (R_k) = puisque 'univers associé & chaque tirage est I’ensemble des parties

N-1
1
fait le reste ... Pour terminer P (R;) = 1 — P (R;) mais aussi plus directement P (R;) = w,

(x)

des lors :

N—1\\ k=1 (N-1
Vi1, P([Yk:l]):< & ) iy

() ()

ce qui se simplifie singuliérement puisque :

Qk__llz Nk _1_
(+)

En conclusion :

autrement dit :

o}

N N
E(Yk):? et E(Y%):%

Par théoréme :

donc :

‘E(Yk) =2E (sz)‘

Ce résultat est logique car le nombre moyen de tirages pour ’obtention de la boule rouge est deux
fois plus petit lorsque ’on tire deux fois plus de boules & chaque fois.
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2. Comparer la meilleure stratégie revient & comparer les deux probabilités P ([Yo = 3]) et P ([Y3 = 2]).

86

Nous avons :
P ([Yo=3]) = (1-2p)°2p=p (8p* — 8p +2)
P([Y3=2])=(1-3p)3p=p(-9p+3)

Donc :

P(Ya=3)-P([Y3=2])=p(8p° +p—1)
Le discriminant du trindme égale a 33 est strictement poditif, ce premier admet donc deux racines
réelles (de signes opposés _1%(;/@ > 0 et _1]76}/% < 0). Or p=1/N < 1/4 (car on rappelle que
N > 4) et lorsque p € ]0, ﬁl%@ [ le trindme pré-cité est strictement négatif (par la régle du signe

d’un trindéme du second degré), ainsi :

[P(Y2=3) <P(¥s=12))]

Ce résultat parait intuitivement correct que ’on augmente les chances de tirer la boule rouge en
tirant au total 6 boules donc en tirant plus de boules & chaque tirage, quitte & effectuer moins de
tirages.

QSP 86

. Commencons par I'univers image de X (souvent confondu avec son support) qui est clairement

[1, N] . Notons pour tout entier k de [1, N], F} 1'événement : "obtenir k faces au cours du k°™°
lancer". Une discussion s'impose selon les valeurs de k: k=1, k € [2, N — 1] et k= N.
— Soit k = 1. Comme [Xx = 1] = F} avec P (F1) = 1/2 alors :

P(Xy=1])=1/2

~ Soit k € [2, N —1]. o
Xy =kl=FnNEN...NF_1NF

Selon la formule des probabilités composées :

P([Xy=k]) = P(F1)Pg (F2) X  XPpn._nr,_, Fk)

() (- 0)
(

1 1 2 1 k—1 1 k
)
2 2 2 2 2 2
k(k—1 k(k+1
1 2 1 2
(76

— Enfin soit £k = N nous avons :
Xy=N] = (FENFBN...NExvaNEy)W(ENFRN...NFy_1NFy)
= (FANEN...NFy_1)N (Fy W Fy)
= (ANEN...NFx_1)NQ
FEnFEN...NnFy_y

Il en résulte que :

N2 N . N 1\2f—1
En conclusion :
k(k—1) E(k+1)
1 2 1 2
(5) (5) si 1<kE<N-1
Py =M =0 L
2
(%) si k=N
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2. Commengons par le calcul de E (X ) qui existe par finitude de la variable en jeu avec, par définition :

E(Xy) = ZkP
k=1
N—_1 k(k—1 k(k+1 N(N-1
B L (R 1\~ 2 N
= 2 k(3 -z N3
k=1
N1 k(k—1) . E(k+1 N(N-1)

) T x ) T 6

par linéarité de la somme

N k(k=1) k(k+1)
-2zl
k=1 2 k=1 2
‘ k(k—1 jG—=1
ol N N—1
@ 1 2 ) 1 2
o= >k 3 -> (G- 3
k=1 k=2
en posant j = k — 1 dans la seconde somme
@ kk=1) JG=1)

- 2+() T o)

car dans la deuxiéme somme, le terme rajouté est nul

N k2l y . ii=1)
o) one)
ORI ORI ON

En conclusion :

+oo (1
Montrer que ]\}im E(Xn) = > (1/2)k(k D/2 yevient a montrer que la série de terme général

n

(1/2)1‘“‘(1671)/2 soit encore que la suite (Z (1/2)k(k1)/2> est convergente. Constatons que la
k=1 n>1
suite est croissante puisque c’est une somme de termes positifs. Il suffit donc de la majorer.

B(Xw) = 3 (/20"

N

>~
[ V)

- 1+ (1/%5)

= 1+ (1/\/5)#%

=

k(k—1)

o
[\

=

o
[\

Or pour k > 2 (1/\/§)k2_k < (1/\/§)k puisque :

(v
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car0<1/\/§<1etk2—2k20donc:

E(Xy) =

—
+
M=
VS
—
~
5
N——
%
=

bl
[|
¥

IN
—_
+
=
S
=
~
S
SN—
o~

INA
—
_l’_
E ]
NI
/N
=
~
9
SN—
o

IN

—_

+
&

-
|
|
-
~
S
~—|

<

—_
+

&

‘ﬁp

La suite (E (Xn))y>; converge (croissante et majorée) et

k(k—1
. w=X/1\ 2
ym B (Xw) = (5)
k=1
YOTOTOTOI
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