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Le 03/05/2017 a 0TH55

Tous les résultats du cours (réforme 2014) en
un clin d’oeil

Légendes et abréviations
E Définition.

El Théoréeme.

E Proposition.

EI Propriété (s).

El Corollaire.

El Remarque.

» HP : résultat hors programme.

» (© : résultat valable en continu.

» (© : résultat valable en discret.

» | | : union disjointe

» |E| : cardinal de E.

B ssrcv : sous réserve de convergence.

» ssr|cv]| : sous réserve de convergence absolue.

» i.i.d. : variables indépendantes et identiquement distribuées.

» SCE : systéme complet d’événements.

» v.a.r.d. : variable aléatoire discréte.

» v.a.r.a.d. : variable aléatoire a densité.

> > u; < +oo : série simple convergente (symbole hors programme a ne surtout pas
K3

vVvyvyvyyvyy

utiliser).

» > u;; < +oo: série double convergente (symbole hors programme & ne surtout pas

i,j

utiliser).

» ALB: Aet B indépendants (le symbole AL hors programme & ne surtout pas
utiliser).

» XLy :XetYy indépendantes (le symbole 1L hors programme & ne surtout pas
utiliser).

» X, 1. .. JLX,,L : X1,..., X, mutuellement indépendantes (le symbole L hors pro-
gramme a ne surtout pas utiliser).

» Vk > 1, LF (respectivement LX) espace vectoriel des variables (discrétes) admettant
un moments d’ordre &k (notation £ hors programme a ne surtout pas utiliser)

» Px :loi de X.
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ENSEMBLES '

@ (Définition intuitive d’un ensemble) C’est le tout formant une collection
d’objets ayant une propriété commune. Chaque objet d’un ensemble est appelé élément,
et écrire que x est un élément de A se note x € A. Dans le cas contraire, on note x ¢ A.
On dit que A = B lorsque Vo € A, x € B et Vo € B, x € A. Par contraposée A # B
lorsque 3z € A, x ¢ Boudzx € B, z ¢ A.

IEI L’ordre de ’écriture des éléments d’un ensemble n’a aucune importance, ainsi que
leurs répétitions éventuelles. Par exemple : {1,2,3} ={2,3,1} ={1,1,2,3,3,3}.

@ Soit A et B deux ensembles, on dira que B est un sous-ensemble de A ou que
B est une partie de A si et seulement si tout élément de B est aussi un élément de A.
Ainsi : B C A lorsque Vz € B, x € A.

[R] (A=B)«<= (AC Bet BC A).

@ On appelle ensemble des parties de A, ’ensemble de tous les sous-ensembles
de A, on le note P (A), il contient évidemment A lui-méme et I’ensemble vide.

IEI » Ecrire A C E se traduit par A € P (E) (A on n’écrit jamais A € E!).

» Ecrire a € A se traduit par {a} C A (A on n’écrit jamais a C All).
@»AUB:{xEQ,xEAouxEB}.
» UAi={zeE|Tiel, z€A}.
i€l
Pr|AUA=A, AUB=BUA, AU(BUC)=(AUB)UC, AC AUB, BC AUB,
(ACB)+<= (AUB=DB),0UA=A,QUA=0Q, AUA= Q.
@»AOB:{xEQ,xEAethB}.
> VA ={zecE|Viel, zecA}.
i€l
Pr|ANA=A, ANB=BNA, AN(BNC)=(ANB)NC, ANBC A, ANB C B,
(ACB) < (ANB=A),0NA=0,QNA=A, ANA=0.
» AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Dis-

tributivités) .

iel il i€l i€l i€l jeJ

(A; N Bj) (Distributivités).
(i,)EITXJT i€l jeJ (i5)EIXJT

» ANB=AUB,AUB=ANB (ot A=C[gA) (Lois de Morgan).
A= A, N Ai = U A; (Lois de Morgan généralisées).

I i€l iel i€l

r|(B=A) < (AUB=Ect ANB=0) < (A |B=E).

v, (U Ai)m<u BJ) - U

b4
L]

v

7

m

=
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Pr|0=0,0=0,4=A4, (B=A)<= (A=B),(AcB)= (BC4).
B,A-B=A—-(ANB), A =Q—-A, ((A-B)=A4) <—

:I AAB (AUB)—-(ANB)=(A—-B)U(B — A) (Différence symétrique HP).
:l » Ax B={(a,b) |a € Aet be B} (Produit cartésien de deux ensembles).
» A X Ay X ~~'XAn:{(:L'1,:L’2,...,l'n) |331 €A1, xQEAQ,..., anAn}.

El Soit E un ensemble. Pour toute partie A de F, on définit la fonction indica-

trice (ou fonction caractéristique) de A notée 14 par : 14 : 2 € E — 14 (z) =

{

1 si z€A
0 si z¢A €{0:1}-

[Pr]» Ve e B, 1g(x) =1, g (z) = 0.
» 17=1—14,14np=1a X1, laup=1a+1p—14 X 15.

FORMULES COMBINATOIRES '

EI Soit n un entier naturel,
1

’ZkQ n+1)6(2n+1)'

’E:H ( n+D)
[]b(i)zﬁzg%ﬁawco<p<n

b

» On pose ") =0 lorsque p > n.
p

>V (n,p) € N2 p<n, <n> = ( " > (symétrie).
p n—p

—1
>V (n,p) e N3 1<p<n, (n) _Z (n (la formule sans nom !)
p) p\p—1
—1 -1
> V(n,p) €N 1<p<n, (Z) = (Z_ 1) + (np ) (triangle de Pascal).

1
>V (p,d) e N? p<d, Z ( ) = (Zi 1) (triangle de Pascal généralisée).
n=p

Formule du binéme de Newton : V(a,b) € C2, (a+b)" Z ( ) akpr—k.

13/11/2017

>v(nvp) €N2ap§n7 Z (;;L) =
p=0

ln2) L(n—1)/2] n
* —_9on—1 _ CURPN A .
> Vn € IN¥, Z (2}9) =2 = Z (2;0 L 1) (HP et doit étre redémontré)

p=0 p=0
n n
Pr|» Vn € N*, k =n2n1,
m] s men 3 ()
Formule multinomiale (HP mais ...) ¥ (a1,...,a,) € R?,
n!

1 Np noo.
! ] rayt X o X ap = (a1 +---+ap,) " ounecN.
(n1ye.ymp)€[0,R]P M1 X gl X - X !

N1+ A np=n

coeff. multinomial

Vandermonde (HP mais ...) V (n1,n9,n) € N3, n < nj + ng,

Z ™ m2 ) _ (Mt (HP et doit étre redémontré)
k)\n—k n

k=0
LN 2n
[Clvnen, Z(k) - (n)
p=0
Vandermonde généralisé (HP mais ...) V(Ny,..., Ng) € NP,

Ny /DN, N\ (Ni+---+ Ny
Z{(m,---,‘nk)e[[(l"]]k nq g x x ng B n -

n1+-fng=n

Prlvinp) N p<n, Y 1= (")

1<y <ig < <ip<n

-1
V(n,p) € N? n > 1, 1 = (p—i—n ) (HP et doit étre
1<i; <is<-<ip<n N
redémontré).
@>V(n,p)E]NQ,pSn,V(ap,...,an)E]Rp, M ar=ap, x--- xa,.

k=p

n
» On pose [] ar =1 quand p > n.

k=p
Soit n un entier naturel,
n
» [[ k=n!
k=0
n
» [[ (2k) =2"n!
k=0
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n (2n +1)!
2k+1) = ———
> k.l;[o( + ) 2"’I’L!

DENOMBREMENT I

> Soit A et B deux ensembles tels que A est fini et B C A, alors Card (B) <

Card (A) et Card (A — B) = Card (A) — Card (B).
» (Card (A) = Card (B)) < (A= B).
» Card (4| |B) = Card (A) + Card (B) , Card (k[ijl Ak.> = kil Card (Ay) .

[T Card (Ay).
k=1

Formule de Poincaré ou du crible pour deux ensembles :
Vn € N*, Card (AU B) = Card (A4) + Card (B) — Card (AN B).
IEl La généralisation de cette formule a disparu du programme.

> Vn e N*, Card(ﬁ Ak> =
k=1

@ Partition d’un ensemble : On dit que la famille d’événements (A;),.; est une
partition de E:Vie€ I, A; #0, (V(i,j) € I%,i#j) = (ANA;=0)et || A; = FE.
iel
Remarque : c’est la méme déf. pour un SCE avec E = ().

EI Lemme des bergers : Soit F et F' deur ensembles finis et f une applica-
tion surjective de E vers F. On suppose qu’il existe p € IN* tel que pour tout y € F,
Card (f~! ({y})) = p, alors Card (E) = pCard (F).

El Nombre d’applications de E vers F : Card (A(E, F)) =
@ Nombre d’injections de E, vers F,, avec p <n: AP,
El Nombre de permutations de E,, avec n € N* : A = nl
El Nombre de p—listes de E,, : nP.

EI Nombre de combinaisons de p éléments de E,,, avec 1 <p <n:
<n> ~nn—1)x---x(n—p+1)
P p! '

El Nombre de parties d’un ensemble E : Card (P (E))

IEI Probléme des anagrammes :

n n—ny n—ng—- - —Np_1 n!
X X...X =
1 o Ny ny! X ng! x .-

Nombre de suites :

» Card ({(xl,xg,...

(Card (F))“* 45

— 2Card(E) )

@p) €N |1 <oy <ap <o

» Card ({(z1,22,...,2p) e NP |1 <ay <wp <+ <
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ESPACES PROBABILISES I

@ Tribu : Tout ensemble de parties d’'un ensemble 2, contenant 2, stable par réu-
nion au plus dénombrable et par passage au complémentaire, s’appelle une tribu ou o—
algebre sur €, souvent notée A. Autrement dit : Q € A, VA € A, A € A, pour toute suite

+oo

(An)nzno d’événements de 4, |J A, € A.
n=ngp

El 0e A A est stable pour N, —, A.

[P]» o {0,A,4,Q} .
» Soit (Ak‘)k:eK un SCE alors o ((Ar) ek ) = {IULAl | L e ’P(K)}
€

» Si Q au plus dénombrable A =P (Q).
ElTribu de Borelde R: B(R) = o ({]—00,2[, z € R}) =0 ({[z, +o0[, z € R}) =

[P] Quelle tribu utiliser le jour du concours ?
> Qest fini: A=P(Q).

» (2 est infini et dénombrable : A =P ().

» (2 est infini et indénombrable : A = B(R).

IEI Axiomatique d’une probabilité : Soit (£2,.4) un espace probabilisable, on

appelle probabilité sur (£2,.A) toute application P : A — [0,1] vérifiant : P (Q) = 1,
V (Ak)pek, deux a deux disjoints ZP (A) < oo et P ( L] Ax S P(Ag) (0—
kEK keK

additivité de P).
@ On appelle espace probabilisé tout triplet (22, A, P).
- Soit A et B deux évts de (Q, A, P) :
P (0) =
P (

A|_|B) P(A)+P(B).
P(4A)=1-P(A).
> P(A B)=P(A)—P(ANB).
» (BCA)=PA-B)=P(A)-P(B)).
» (BCA)= (P(B) <P(A)) propriété de croissance de P.
» P(AuB) =P (A) + P (B) — P(ANB) (formule du crible pour deux ensembles

dont la généralisation a disparu des programme)
P([a)- P,
k=1 k=1
Limite monotone :

> ((An)nzo /) = (P CL;JZ An> = lim P(4,)).

n—-+4oo
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+oo
> (4,20 \) = (P ( A An> — lm_P(4,).
. Soit (A, n>0 une suite quelconque d’événements :
P(U An) lim p(U Ak) etP(ﬂ An>
n=0 n—+00 k=0 n=0
Inégalité de Boole ou sous-additivité (HP mais ...)
n n +00 +oo
P(U Ak) < ST P (Ag) et P(U An> < > P(A,) (ou Y P(4,) < oo ou di-
k=1 k=1

n=0 n=0 n

hm P ( ﬁ Ak.) .
k=0

n—-+4oo

verge).
E Relation de Laplace (cas d’équiprobabilité) VA € A, P (A) = g:%gé;.
El Indépendance d’événements :
> 2 événements : P (ANB)=P(A)P(B).
» n événements 2 & 2 indépendants :
V(i,7) € [L,n]?, (i # j) = (P(A;NA) =P (A)P(4))).
» n événements mutuellement indépendants :

VIeP([Ln]), I #0,P (‘QIAZ) =TI P(4).

iel

» Suites d’événements : on se rameéne au cas fini pour toutes sous-suites finies.
El Les assertions suivantes sont équivalentes :
» ALB,
» ALB
» Al B
> ZJLP
@ Soit ( , une suite d’événements indépendants alors (By,),,

n, B, = A, ou A reste une suite d’événements indépendants.

[D] Probabilité conditionnelle : VA € A| P (A) #0, P, (B) =

)

)
ol pour tout entier

P(ANDB)
P (A)
El Toutes les propriétés vues sur les probas inconditionnelles sont encore valable.

El On dit que deux événements A et B ou P (A) # 0 et P (B) # 0, sont indépendants
si 'une des conditions équivalentes est vérifiée :

» P(ANB)=P(A)P(B).
» P, (B)=P(B).
> Py (A) =P (4).

IEl Formule des probabilités composées : Soit A4, ...,
pour tout n > 2, P(A;N...NA,_1) #0, alors :
PAiN...NA,) =P (A1) Py, (A23)Pa,na, (43) ...

A, n événements tel que

PAlﬂ...ﬂAn71 (An) .
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EI Formule des probabilités totales :
P(A) #0,alors VB e A, Y Py, (B)P(Ar) <o et P(B) =
k

El Bayes :

(Généralités @@}
[D]®E@©:X:Q—R|VBeB(R), X' (B)={weQ| X (w)eB}e A
IEI ® : X var.d. si X (2) est au plus dénombrable.

@ © : X varad. st X (Q) est co et indénombrable.

@@@ X =Y lorsque Vw € Q, X (w) =Y (w).

@@@ X =Y ps. lorsqueP ([X=Y]) =1

@C@AX:U([X {zeA

@ Loi de probabilité ©: Px :

Px (z) =P ([X =4]).
Caractérisation d’une loi

» (S : On donne les probabilités ponctuelles ou bien la fonction de répartition.

» (© : On donne une densité de X ou la fonction de répartition Flyx.

E@@:(PX:Py)J:} (FX:Fy)

[P]|®©@: (X =Y)= (Px = Py).

[P]®© : (Px = Py) = (V& > 0,E (X*) = E (Y*)).

IEI Caractérisation d’une densité © : (caractérisation) (f densité) < ( f > 0 sur

+oo
f converge et vaut 1)

Soit (Ax)pex un SCE tel que Vk € K,

> Pa, (B)P(Ag).
kek

Soit (Ak)pex un SCE tel que Vk € K, P (Ag) # 0, alors VB € A
P4, (B)P(4))

> Pa, (B)P (A)

keK

mEX

z] |AC X (Q )}
définie par Vo € X (Q),

— [0,1],

R, C° presque partout,
—00
@ Fonction de répartition F
»O:VzeR, F(x)= > P(X=u).
{xieX(Q)

x; <x

»©:VzeR, F(x / f (u) du.

EI © : F' = f laou F est dérivable i.e. 1a on f est continue.
» ©© : Dans le cas général lim F' = 0, 1+imF =1, F CY a droite en tout point

de R, F non décroissante.
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» © : On rajoute F : CY sur R et C! sur R — I (I ensemble fini éventuellement vide).

[Pr]|®:> VaeR, P((X =a]) = Fx (a) — Fx (a”).
»© > VaeR, P(X=a])=0.
» Q0 :V(a,b) eR* a<bP(la<X <)) =Fx(b)—Fx(a™)
» OO :V(a,b) e R* a<b,P(ja< X <b])=Fx (b) — Fx (a).
» Q0O :V(a,b) eR* a<bP(la< X <b))=Fx(b~)—Fx(a™)
» 90 :V(a,b) eR? a<b,P(la< X <b])=Fx (b")— Fx (a)
[Pl@©:V(a,b) e R%a<b,Pla<X<H)=P(a<X<b)=P(a< X <)) =
b
P(a<X <b)= | fx(u)du
® XEIBP([X=%‘L])

VBC X(Q), P(B) = o

[PlvBCcx(@). P(B) of sww

| Moments S)(© |
El Espérance
2

®
B()=4 57
@/ xf (x) dx ssr|cv]|

[P]0© : (B(X) < 0) <= (B(X]) <0)
Moment d’ordre o1 7 > 0
® P (X

;P ([X = x;]) ssrlcv]

= x;]) ssr|cv|

x) dx ssr|cv]

[P]®® : (ms (X) = 0) <= (X =E(X) ps)

IEI (© Dans le cas continu, on pourrait se contenter de la convergence simple puisque
Iintégrande ne change de signe qu’en 0, mais c¢’est une histoire de programme !

@ Moment absolu d’ordre ot r > 0

® ¥ lP(X

@/_-4-00 |z|" f (x) dz ssrev

@ (© Dans le cas continu, on pourrait se contenter de la convergence simple puisque
I'intégrande ne change de signe qu’en 0, mais ¢’est une histoire de programme !

[P]®© : (m, (X) <0) < (m, (|1X]) <0)

Moment centré d’ordre r > 0

= x;]) ssrev

my (|X]) =E(|X]") =

13/11/2017

® E%{: (2 —E (X)) P ([X = a;]) ssr|cv]

pr (X) = E((X - E(X

+oo
©/ (x; —
[D]V(X) =, (X).
[P]®® : (V(X)=0) < (X =E(X) ps.)
@ Moment factoriel d’ordre 7> 1 Q) :

E(X(X-1)...(X-r+1) = 3
z,€X(Q)

X)" f (z) dx sst|cv]

zi(z1—1)... (x; —r+ 1) P ([X = x;])
ssrcv| .
[P]®® : Soit r € N alors (my41 (X) < 00) = (Vk € [0, 7], my (X
[P]O© : (1,41 (X) < 00) = (¥k € [0,7], 1, (X) < ).
[P]®® :¥r € N, (m, (X) < o0) & (1, (X) < ).

Inégalités de moments ©)© :

)) < 00).

> VX €L (X >0)= (E(X)>0).

>V (X,Y) e (£)?, (X <Y)= (BE(X)<E(Y))

>V (X,Y) e (£)?, (X=Y)= (BE(X)=E(Y)).

> (VY eLllet Xtelque [ X|<Y)= (XeLllet E(IX])<E(Y)).
» VX e Ll |E(X)| <E(X]).

» VX € £2, E (X?) > (E(X))*.

@ Espérance conditionnelle ® :VAe€ A|P(A) #0:
EX|A)= Y xPs([X =] srlev|.

® : Soit X, Y, Z et T quatre variables discrétes, g une fonction de deux variables
et a,b et ¢ trois constantes réelles.

| [X ])—c

E(c

E (aZ +bT| (X =z]) = aE (Z| [X =2z]) + bE (T | [X = z]) (linéarité).

E (g(X ) | [X *x]) Y) | [ =q]).

E(Y | [ =z])=E (Y) et E (X | [Y =9]) = E(X) lorsque X et Y sont indépen-

dantes
@ : Ces propriétés restent valables en continu mais sont hors programme.

El Formule de ’espérance totale © Soit (4;),.; un SCE tq Vi € I, P (A;) #
0,E(X)=>E(X|A)P(4;) ssrlev|.
i€l

El Théoréme de transfert
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® X (@) P([X =) ssrfev] on ¢ déf sur X () [D]Loi de probabilité d*un couple Soit C = (X,Y). Po: X (Q)x Y (2) — [0,1],
2 €X(2) définie par ¥ (z4,y;) € X () x Y (Q), Pe (zi,y;) =P (X = 2] N [Y = y;]) = pi .-
E (¢ (X)) =

b
@/ @ (x) f (x) dz ssr|cv] on ¢ est CO presque partout
avec X (Q) =a,b] p.p.

® Y (z;-E(X))*P([X =a;]) ssrlcv]
D]» vy ={ "5

@/ (z; — E(X))? f (z) dx ssrev
> OO0 :0(X)=+/V(X).

Théoréme de Huygens-Koenig ®© : V (X) = E (X?) - (E(X)).
[Pr]|®© : V(a,b) € R%, E(aX +b) = aB(X) +bet V(aX +b) = a?V (X).

VECTEURS ALEATOIRESI

[Séries doubles]
Fubini dans le cas positif (F@) Soit u = (ui>j)(ij)el><J une famille & deux
indices de réels positifs indexée par I x J € W% Si Vi € I, Yu;; < +oo puis
J

3w < 4oo alors Y u;; < 400. On a alors les résultats suivants : Vj € J,

i jeJ (4,5)
Dui; < oo puis Y D ui; < +ooet Y ui =y (Z u”> => (Z u”) .
% J el (i,4)eIxJ i€l \jeJ jedJ \iel
@ Comparaison pour les séries 4 termes positifs
> Soit I’ C I et J C J et deux séries ) u;; et Y v;; tel que V(i,5) € I’ x J',
(4,3) (4,9)
0<w; <wyj. Alors (Y- u;jcv) = (Y v;jcv).
(4,5) (4,5)
» Par contraposée () v;j; div) = (> w; div).
(4,3) (4,3)

IEI Sommation par paquets (admis) Soit > |u; ;| < 400 ou (i,5) € I X J, et

i
(Ak)pex une partition de I x J, alors on a : Vk € K, ) |u; ;| < +oo ou (4,7) € Ay de
(4,)

somme  ».  wjj, et . Yo uigl | < oo
(4,5) €Ak kE \ (i,5)€Ax
Enfin on a Y Yooouig | = > Uiy
KEK \ (i,))EA (i.)€lxJ

(Couples discrets]
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@ Lois marginales » Px : X (2) — [0, 1], définie par Va; € X (Q), Px (z;) =
P([X =x;]) et

» Py : Y (Q) — [0,1], définie par Vy; € Y (Q), Py (y;) =P (Y =y;]).

El Lois marginales » Vz; € X (), P([X =x;]) =pie = >, pijet

y; €Y ()
by €Y (Q),P(Y =y]) =pey = 3

Di,j-

@ Lois conditionnelles
» Pix_;,: Y (Q) — [0,1], définie par Yy; € Y (), Pix—z, ) ([Y = y;]) = ];;—J et
e
— [0, 1], définie par Vz; € X (), Py—,,) ([X = z]) = %
o
El Caractérisation de la loi d’une fonction d’un couple Notons Z = ¢ (X,Y).
Caractériser la loi de la variable Z, c’est donner Z () = g (X,Y) () et pour tout z de
ZQ):P([Z=2z]) = P (X =z]n[Y =y]).
{(w,y)EX(Q)xY(Q)
g(w,y)=2
[PlviePz©): P(zel)=
{(Ly)EX(Q)XY(Q)
g(zy)el
® Théoréme de transfert Soit ¢ définie sur D O X () x Y (),

E(p(X,Y)) = > o (z5,y;) P ([X = z;] N [Y =y,]) ssr|ev| de la série dou-
(21,97 E(X,Y)(Q)

» P[y:y],] .4 (Q)

ble en jeu.

@ ®© Droite de régression de Y en X notée A a pour équation :

v Cov (X,Y)
V(X)

Y nous obtenons X = (

(X —E(X))+E(Y) et en inversant les roles symétriques de X et

Cov (X,Y)
V()
de régression de X en Y notée A’.

) (Y —E(Y))+E (X) qui est 'équation de la droite

IEI Ces équations de droite restent valables en continu mais sont hors programme.

[Vecteurs discrets]
@ Loi d’un vecteur de dimension n > 2 Soit V = (X, ...

- X Xp, (Q) — [0,1], définie par ¥V (z1,...,2,) € [ Xk (Q),
i=1

,Xn) PV : X1 (Q) X

Py (21,...,20) = P (ﬁ X, :xi]> .

i1
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EI Lois marginales de dimension un : Vk € [1,n], Px, : Xi () —
par Vx € X (Q) , PXk (:L'k) =P ([Xk = :l'k]) .

El A Contrairement a ce que ’on pourrait croire les lois marginales d’un vecteur
de dimansion n ne sont pas uniquement de dimension. Elles peuvent étre de dimension
deux, trois etc ... (& méditer !).

[P]VEk € [1,n]), Vay, € Xx (),

P ([Xy = xx)) =

(1,00 =1, Tt 15,80 ) €
me[l,n]—{k}

Théoréme de transfert Soit V = (Xi,...,X,) alors E (¢ (X1,...

o(@1,.. . zn) P([ X1 =21] N ... N [X, = x,)]) ssrlev].
(21500 ) EX1 () X X X ()

[0,1], def.

Caractérisation de la loi d’une fonction d’un vecteur Soit V = (X1,...,X,)

n
et ¢ une fonction définie sur une partie de R™ contenant [[ X (), alors la loi de

k=1
Z = (V) est caractérisée par la donnée de Z (2) C Im ¢ et par celles de

P(Z==z]) = P([X1 =x1]N...N[X, = z,]) pour tout z
{(xl,...,xn)eXl(Q)x~~~><Xn(Q)
P(T150eTn)=2

de Z ().

Covariance

@ ®© Soit X,Y € L2, Cov(X,Y)=E((X —E(X)) (Y —E(Y))).

®@ : Soit (X,Y) € (£2)*,

» Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E () (théoreme de Huygens).

» Cov (X, X) =V (X) >0 (positivité).

» Cov (X,Y) = Cov (Y, X) (symétrie).

» Soit (X,Y,Z) € (£2)°,V(a,b) € R?,Cov (aX +bY, Z) = aCov (X, Z)+bCov (Y, Z)
(linéarité a gauche).

» Soit (X,Y) € (£2)2 et ¥ (a,b,c,d) € R*, Cov (aX +b,cY +d) = acCov (X,Y).

» Vk, VI, Xp et Y, € L3, N\ et p; € R,

2

(4,5)€[1,n] x[1,m]

m

Cov (Z )\le, Z ,qu}‘> =
i=1 J

Aiptj; Cov (X, Yj) (bilinéarité).
=1

» La covariance ne définit pas en général un produit scalaire, sauf si 'on se réduit
aux variables de £? qui sont centrées et en assimilant variable nulle p.s. et variables nulles.

El Produit scalaire dans £? (HP mais déja tombé) L’application ¢ : (X,Y) €

1Cela veut dire de variances non nulles.

13/11/2017

(52)2 — ¢ (X,Y) = E(XY) définit un produit scalaire dans £2 en assimilant variable
nulle p.s. et variables nulles.

®© :V(X,Y) € (£2)°, ¥(a,

V (@X +bY) = a®V (X) + b2V (
programme 2014 !

El (Identités de polarisation) ©@© : Soit (X,Y)* e (53)2 alors :

>V(X)+V(Y):%(V(XJrY)JrV(XfY)).

b) € R?,
)+ 2Cov (X,Y). La généralisation a disparu du

> Cov(X,Y)=>(V(X+Y)-V(X-Y)).

—s | =

> Cov(X,Y)==(V(X+Y) - V(X) -V (Y)).

N —DhN

> Cov(X,Y)==(V(X)+V (V)= V(X -Y)).

IEI Soit (X1,...,X,) € (Eﬁ)n indépendantes, alors V (Z Xz-) =Y V(X;).
i=1 j
Réciproque fausse.
Cov (X,Y)

s 2 L. =
[D]®O : Soit X,Y € L2]5 51 : p(X,Y) = VIX)V(Y)

> O : Soit X,Y € L2 | 6 : |p(X,Y)] < 1 soit |Cov(X,Y)| < o (X)o(Y)
(Inégalité de Cauchy-Schwarz).
»OO: (|p(X,Y)|=1) < (Y =aX+bps.).
Matrice de covariance-variance ©®@© : Soit pour tout k de [1,n], X € £, on
appelle matrice de covariance-variance du vecteur aléatoire V- = (Xq,...,X,) la matrice
symétrique réelle de S, (R) notée T'y définie par : Ty = (Cov (Xi’Xj))(iJ)EI[Ln]]Q .

IEI (©© : La matrice de covariance associée & un vecteur nous donne une idée de la
dispertion du vecteur.

@ » ©© : Si les variables X; sont indépendantes, I'y, est diagonale car les diverses
covariances sont nulles.
a1

>®©:V(a1,...,an)ER”,V(ZaiXi>t(al an)FV > (0. La
i=1

Qn
forme quadratique associée a I'y qui montre que la matrice I'y, est positive et donc ses
valeurs propres sont positives ou nulles.

(Indépendance)

@ > OS¢ XllL...JLXn, lorsque Y (z1,...,%,) € ﬁXi(Q), P (ﬁ [Xi:xi]> =
i=1

=1
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ﬁ P([X; =zi]). de des deux densités est bornée et on note fxiy = fx * fy.
=1 , INEGALITES DE CONCENTRATIONI
 XOGCE x, L. 1x, lorsque V (21, ...,2,) € R",
p (ﬁ X < x]) _ lﬂ[ P([X; <)) Inégalité de Markov (I.M.) ®© :
r 1 = K3 1] [ — 3 . E X
=1 =1 » Soit X € L' a valeurs positives, alors Ve > 0, P ([X > ¢]) < (5 )
> (X ALy) = (v U)o (X Ly A Réciproque fausse.. r
El c© ( ) ( (p,9), 0 (X) )) proque f » Ce qui se généralise pour Vrr > 0, X € L", Ve > 0, P ([|X| > ¢]) < w Iné-
qui se g D p

> OO : V (X1, Xs..., X)) € (£Y)", (XllLXg...JLXn) = (E (f{lx) < oo et
E (f{l Xi> :i]le(Xi)).

> O :V(X,Y) € (£2)°, (XJLY) = (Cov (X,Y)=0).

> O : V¥ (X,Y) € (£2)?, (Cov (X,Y) #0) = non (XJLY) .

> @@:AV(X,Y) € (£2)* (Cov(X,Y) =0) = 7

» ®0: V(X,Y) € (52)2, (XJLY) = (p(X,Y)=0) A Réciproque fausse en
général (sauf si les deuz variables sont au plus binaires ou gaussiennes HP).

> ®O :V(X,Y) € (£2)7, (p(X,Y) #0) = non (XJLY) .
> ©© :AV(X,Y) € (£2)?, (p(X,Y) =

) =7
»®: (YY) e (£ et X Ly) — ({ ggf" [[ iZ”BiEE)y? )
» ©0© :V(al,...,an) € R", V(X1,X5...,X,,) € ([, )" alors (XllL...JLXn) =

(V (; aiXi) - ;1 2V (XZ-)> .

» ©0©: Lemme des coalitions (Xl 1. JLX”_H,L)

‘P(Xla- 7X7l) J'Lq/}(Xn+15" i
ables aléatoires).

=V (v,

Xn+tm)) (on peut “bordéliser” comme on veut les vari-
Convolution (A ce théoréme s’emploi dans le cas de variables indépendantes)
>®(XJ|_Y):>(P([X+Y:Z]) S P(X=a))P(Y =z—a])).

zeX(Q)
al{,” ze)(/(Q)

oo
»© (XJI—Y> = (fX+Y (z) = fx (@) fy(x—t)dt = i fx (@ —=1t) fy (1) dt) :

a condition que fy 1y soit définie et C° presque partout, ce qui est le cas si au moins I'une

—+o0

13/11/2017

galité de Markov a l’ordre r).
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (I.B.T.) ®© : Soit X € £? admettant
V&)
g2

variance non nulle, alors Ve > 0, P ([|X — E(X)| > ¢]) <

CONVERGENCES '

(Convergence en probabilité]

D] 60 :

lim P([| X,

n—-+4oo

> OO : ((Xn)neN P, X) N

X neN P, x lorsque Ve > 0,
—X|<5])71.

- X[ >¢])

0 ou

hIJIrlooP (1 Xn

(X = X)pery - 0).

SOCE ((X,,L)nEN £, X) A (REIEOOE(X,L) =E(X) et lim V(X,-X)= 0) :
[P] (REIEOOE(X") =acRet lim V(X,)= o) = ((X,,L)%N* £, a).

(Pas vraiment au pgme mais ...)

> ©O : ((IXuuen = 0) ¢ ((Xi)yen —-0).

> OO : (Xn)per — X et (Xo)ey —¥) = (X =V ps).

Théoréme de composition ®© : Si (X,),cn L, X et si f e CO(R) (il est
suffisant d’avoir f € C® (X (Q))) alors (f (X»n)),en R (X).

Théoréme de composition ®© : Si (X,),cn £, X et si f e CY(R) (il est
suffisant d’avoir f € C® (X ())) alors (f (X»n)),en £, f(X).

(Pas vraiment au pgme mais ...) » ©© : Si (X,),cn X et (Yo)nen 2y
alors V (a,b) € R?, (aX,, +bYy),cn L axX 4y

> (XnYn)pen — XY.

0]) = 0.

Xn X
> ( ) R (Y
Yo nelN Y

Ch. Skiada — spicesagros.fr



KS 16/17

LE 03/05/2017 A 07H55

Page 9/13

Théoréme de Slutsky OO :
((X’IL + KL)HEN i> X + c et (X’ILKl)nEN i) CX)

Loi faible des grands nombres
» ©© : Soit (Xg),en- une suite de variables indépendantes, d’espérance commune m

((X”l)nEN i) X et (}/”l)nEN L C) =

— Xi+-+ X, _
et de variance commune 2. Soit X,, = 1+ - + alors (X")neN* 2o
X1+ + X,
> ©: SiVk € [1,n], Xi — B(p) alors en posant Fj, = i - i on a: Ve >0,
p(1—p) 1
P([|[F, —pl>¢]) < ne2 < Ane?

(Convergence en loi}

[D]e®: (

C sur une partie de R.

El@@ Soit a et b deux réels tel que a < bon a :
hrn P(la<X,<b)=P(a<X <b)).

n—-4oo

El® ( nENi)X) g VkGZ,
les variables X,, et X & valeurs dans Z
Théoréme de la limite centrée (TCL)

» ©© : Soit (X,),, c-i-i.d. alors (S}),, o L Noa N N (0,1) ou S,

lim Fx, (z)

n—-+oo

£ x lorsque = Fx () en tout point ou Fx est

” nEN

hm P([X, =

n—-+4o00

Z Xk:7
k=1

. Sn—E(S,) .
et S¥ = (50 ou o (S,) > 0.
S| 2
Alors Vo € R, lim P ([S, <z])=®(z) = —t/24dt.
ors Vz m ([Sn < 2]) (x) /_Oome

» Le TCL existe aussi en version moyenne.
[Plo@:vacR, (X)) 5 a) = ((X.) > a).
(Approximations]

El (Binomiale par Poisson) Vn € N, X,, — B (n,p,) avec 1ir_£1 npn = A, A >0,
n—+oo
alors (Xn),en EXout X P (M) (conditions : m > 30,p < 0,1).
@ (Binomiale par normale) Vn € N* X,, — B(p), ainsi S, = > X —
k=1
S’n —np

S ) pen £ Noa N — N(0,1) avec Vn € N*, S = —————
np (1 —p)

B (n,p). Alors (

(conditions : n > 30,np > 5 et ng > 5).

13/11/2017

EI (Poisson par normale) Vn € N, X,, — B(n,p,) avec hm npn = A, A > 0,
alors (Xp),cn EXouX P (M) (condition : A > 15).

ESTIMATIONS .

(Estimation ponctuelle] Soit n € N*, et # un réel de © une partie de R et
g:0 — R.
[D] Soit (X1, Xa, ...,

X,) un n—éch d’une var X i.i.d., on appelle statistique ou

estimateur de g (), toute suite de variables (T7,), ou Vn, T, = ¢, (X1, Xa,...,Xy),
fonction de X7, Xo,...,X,, indépendante de 6. C’est une variable aléatoire réelle.
@ On dit que (7},),, est convergent ou consistant de g(@) lorsque (7},),, L.y 0).

Eq (Th, —9(0)).

Biais d’un estimateur par rapport a g(0) : by (T,) =
» Si by (T,) = 0, on dit que 'estimateur est sans bias.
> Sl hm be (T),) = 0, on dit que 'estimateur est asymptotiquement sans bias.

@ @@ Si by (T},) = 0 soit si hm be (T,) =0 et hm Vo (T},) = 0 alors (T,,) est

convergent soit (T},),, L. 9(0).
@ On appelle risque quadratique moyen de T,, : r¢ (T},) = Ey ((Tn -9 (0))2) .

[P]®© : 79 (1) = Vi (T) + (b (T0)*
P10 : (im0 (1) =0) = ((T.), 2 a0).

(Estlmateurs de parameétres usuels sans biais et convergents]

Moyenne empirique | Soit n un entier naturel non nul, ;& un réel inconnu que ’on
y piriq y M q

cherche & estimer et o strictement positif.
— 1=
IEI ®©: X, = = > Xk ou le n— échantillon est tel que Vk € [1,n], E(Xg) = p

N k=1

inconnue.

[Plo®©:E

. 2
EI > ©: (Vk € [1,n], X = N (p,0?)) = <Xn N (,u,%)) ol f est un réel et
o strictement positif.

» OO©: (Vk € [1,n], Xi /> N (p, 02
_ 2
(Xn — N (,u, %)) par le TCL pour n grand, ou p est un réel et o strictement positif.

[Pleo: (X,) = u

‘Fréquence empirique| Soit n € N*, p et ¢ deux réels de ]0,1[ inconnus donc a

uetV(_):—ou,uestunreelet

) voire de loi commune inconnue) =
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estimer, tel que p+q = 1.
El ®: F, =13 X ot le n— échantillon est tel que Vk € [1,n], X}, — B(p) oup
k=1

est inconnu.
[PlE(F,)

n
IEI ®:X,—=N (p, @) par le TCL pour n grand, np > 5 et ng > 5.
~ n

P|®: (F)

Variance emplrlque‘ Soit m € N*, et 0 un réel de © une partie de R.

Pq

=pet V(F,) =

El ®O©: 852 =- Z (X —_n) ot le n— échantillon est tel que Vk, E(X;) = m
connue et V (Xy) = 02 inconnue.

[Ploo:si=1 » xi- (%)

[Ploo:E ( )

EI@@ ( ) o2.

(Estlmatlon par intervalle de confiance de g(€) au risque a, (noté ICQ(G)}

1
Sn) =

L’intervalle aléatoire [Uy, V,] est un intervalle de confiance de g(6) au niveau
1—asiP([UpVn]29(0) >1— aautrement dit si P([U, <g(0)<V,]) > 1—-a («
est appelé le risque)

@IC { Fn—up- a/2 w ; F7L+u1—a/2\/w } et ICq (p) C
[ F, — u;:/a,—{z I u;\;ﬁ/z ] (condition min (nu,, nv,,n (1 —u,),n (1 —v,)) > 5).
@ ®© : IC, (i) = [ X, — Ulfa/z\/i,,; D X, + uka/z% } (condition n > 30). Si

1Cq (p) =

o est inconnu, I'estimer par la réalisation de

[X_n*ul—a/zﬁ ; X_nJrUl—a/zﬁ }

ZOOLOGIE DES LOIS USUELLES DU PROGRAMME'

Les lois sont classées par ordre alphabétique.

(Loi de Bernoulli ®)

» Notation : X — B(p)

» Parameétre : p €10, 1]

» Epreuve type : épreuve amenant deux issues seulement :

—2- S5, noté s ce qui donne :

succeés ou échec.

2Une épreuve de Bernoulli est une épreuve a deux issues seulement.

13/11/2017

» X (2)={0,1}

> P(X=0)=1-p;P(X=1])
0 si x<0

» Fx () {1p si xel0,1]
1 si z>1

»E(X)=p

> V(X)=p(1-p)

(1
> (X —=B(p) = (1-X—B(l-p)
(L,p

1
) == (X = B(p))

X, did. | (Vk € [L,n], X — B(p)) = (é X; B(n,p)>

» X1, Xo,...

(Variable indicatrice ©)

1 si A

IEIVAGA, 1A:{ 0 si 4 °

Par définition une variable indicatrice est donc une variable de Bernoulli.

> VA A E(14)=P(A), V(14 =P(A)(1-P(A4)).

» 10 =1.

» 1 =0.

> 12 =1—-14.

» 14np = 1415 (cela se généralise au cas de n événements par récurrence).

» Vn > 1, (lA)n =14.

» 14y =14+15—141p (cela se généralise au cas de n événements par récurrence).

> liap =|1a—1p.

(Loi binomiale ®)

» Notation : X — B(n,p)

» Parameétres : n € N* p €]0,1]

» Epreuve type : succession de n épreuves de Bernoulli?
méme parametre p.

indépendantes et de

Q) =1[0,n]
» Vk e [0,n], P([X =k]) = Z)p’“(l —p)"fk
» E(X)=mnp

> V(X)=np(l-p)
» (X — B(n,p)) <
» (X — B(1,p) <

» X1, Xo,...,

(n—X < B(n,1—p))
(X = B(p))

X, d.i.d. | (VK € [1,n], Xy — B (p)) = (é Xp B(n,p)>
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!
» B(ny,p) * -+ x B(n,p) — B (Z nk,p) (stabilité de la loi binomiale pour la
k=1

somme de variables indépendantes)

(Loi de Dirac @}

» Notation : X — §.

» Parameétre : c€ R

» Epreuve type : numéro associée a une boule tirée d’'une urne ne contenant que
des boules ayant le méme numéro c.

) ={c}
»P(X=d)=1
> Ex(@ =1 § o5
» E(X)=c
» V(X)=0
> (V(X)=0) < (X =)
» (E(X?) =0) & (X < d)

(Loi exponentielle @]

» Notation : X — e())

» Parameétre : A € R}

» Epreuve type : temps d’attente entre deux phénomeénes indépendants tels que des
arrivées & un guichet, ou des appels téléphoniques.

> X (2) =Ry ps.
0 si x<0
> fx () = e i x>0
> Fx (@)= {? c % a0
>mm:§
>V (X) = j%
> (X —e(\) © (V(z,y) € R, Pix~q ([X >z +y]) = P([X > y])) (abscence

de mémoire) ce qui s’est passé sur 'intervalle |—oo, z] n’affecte en rien ce qui se passera
sur lintervalle |z, z + y] .

A
> Va>0, (X —e()) <= (aX<—>5<E
> Soit X — e(\) et Y < e (u) deux variables indépendantes, alors :

¢P(X Y] = Py (hors programme mais ...)

¢P (Y <X)) = %ﬂ (hors programme mais ...)

13/11/2017

P ([X ] =0
0 inf (X,Y) < e (A4 u) (hors programme mais ...)
I~( ,1)

e (V) xs()) =
\—,_
n fois

> Soit Y = P(Azx) et X —e(N) alors P([X >z]) =P ([Y =0))
» Si X < e(A) alors | X | < Gn (p) (hors programme mais ...)

(Loi gamma @]
» Notation : X — ()

>/|H<

(hors programme mais ...)

( > (hors programme mais ...)

» Paramétre : t € R,
> X () =R ps.
0 si <0
—xt—1
» Yz eR, fx (z) erft) § 250
» E(X)=t
» V(X)=t
» v (t) =T (1,¢) (hors programme mais ...)
> () =e(1)

ok (tn)=" (él tk)

n fois
(Loi géométrique @]
» Notation : X — G (p)
» Parameétre : p €]0,1]
» Epreuve type : c’est le rang d’apparition du premier succes lors d’une succession
illimitée d’épreuves de Bernoulli.
» X () =N"
»VEeN* P([X=Fk)=¢"'pavecqg=1—p
0 si z<1

VV%GR,FX(I'): 1_qk si xe[k,k:—i—l[, ke N* avecq=1—p
1
» E(X)=-
(X) ’

>V(X):]%avecq:17p

> (X = G(p) & (V(m,n) € N?, Pix>y ([X >m+n]) = P ([X >m])) (abscence
de mémoire) ce qui s’est passé sur U'intervalle |—oo, n] n’affecte en rien ce qui se passera
sur lintervalle Jn,n +m] .
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r,p) (loi de Pascal) (Hors programme mais ...)
n fois

(Loi normale centrée et réduite ou de Laplace-Gauss @]

» Notation : X — N (0,1)

» Parameétres : O et 1
» X(Q)=Rps.
1 2
» Vz € R, x) = e /2
fX( ) \/ﬁ

» Intégrale de Gauss
o >
¢ / —e’m 2de =1

+oo
‘/ e~ dy = /7

» Fonction de repart1t10n

1
¢VzeR, O(z / e~’/2dt (intégrale tabulée)
Vi

1
¢VzeR, &(—2)=1—(z) (ie & — 3 est impaire)
¢D(0)=1/2
» Mode : 0
» Médiane : 0
»E(X)=0
»V(X)=1
0 si ne2lN+1
E (X" = ! 3 !
» E(X") (2m) § n—2mecIN (& retrouver !)
X 2rnm|
E N0 (X =N (m.0)
» Stabilité de la loi normale pour la somme de variables indépendantes
¢ N(0,1)%---«N(0,1) =N (0,n)
n fois
¢ N (m, o?) x --*N(m,UQ) =N (nm, no?)
n fois

8 X1, Xo,. .., X, ddnd. | (V€ [1,n], X > N (0,1)) = (z"j X2 r(z,n/z))
k=1

(hors programme mais ...)
» Approximations :

R ({ X — B(n,p)

n>30 np>5 n(l-p)>5 >=>(X‘:>N(np,np(1—p)))
13/11/2017

X =P
0({A>15 ):(X?N(A,w
(Loi normale quelconque ou de Laplace-Gauss @)

» Notation : X — N (m,0?)
» Parameétres : m € R et 0 € R},

» X () =Rps.
b Vo € R, fx (2) = ——c3(55)
X oV 2m
» Mode : m
» Médiane : m
»E(X)=m
> V(X) =02
> (X =N (m,0?)) (u — N (0, 1)) (théoréme fondamental de la loi no-
o
ramle)
> N (m1,0f) %« N (mn,02) =N (X Mk, Yp_y 0%) (stabilité de la loi normale

pour la somme de variables indépendantes)
» Approximations :

X — B(n,p)
’ ({ n=30 np=5 n(l-p)=5
¢ ({ f;f(A) > = (x 2N W)
¢ ((X")“Zl 22d> = (( i1 X B Xk))n>1 L, Noa N — N (0, 1))
(TCL)

g (22:1 Xk)
(Loi de Poisson @]
» Notation : X < P (})
» Paramétre : A € R}
» Epreuve type : nombre d’apparitions d’un phénomeéne rare durant un intervalle
de temps donné.

)= (X 2 ¥ w1 9)

» X (=N
7)\)\k‘
» Ve N, P([X =k]) = 1
(X) =
V(X) =
> PA)x-xP(A,) =P (i )\k) (stabilité de la loi de Poisson pour la somme
k=1

de variables indépendantes)
»P([X=0)=1-Fy(l)ouY —e(N)
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> Soit X =P (Azx) et Y —e(N) alors P ([X >z]) =P ([YV
» Approximations :

0({XQPW):%X?N@w>

0])

A>15
¢ (X —B(n,p) etn>30,p<0.1) = (X?P(np)>

(Loi uniforme continue @}

» Notation : X — U ([a,b])

» Parameétre : [a,b] ota e R, b€ R, a <b.
> X (Q) =[a,b] ps.

0 si r<a
»VzeR, fx(z) = bia si € [a,b

0 si x>0

0 si z<a
»VzeR, Fx (z) = E:Z si z € a,b

1 si x>0
>EQ3:a;b

2

> v (x) = (L=

> (X —=>U(0,1])) < (b—a) X +a—=U([a,b]))
>ML%MQWP$C&MX%8W>

(Loi uniforme discréte @}

» Notation : X — U ([L,n])n>1
» Parameétre : [1,n]
» Epreuve type :

numéro d’une boule tirée d’une urne constituée de boules

numérotées de 1 a n.

> X (@) = [1,7]
>WEM@JWX:W:%
1
»Eapfi
n?—1
» V(X)= B b
> Si X — U([a,b]) aveca <balors X —a+1—U([l,b—a+1]) et E(X) = a;_

13/11/2017

et V(X)=

(b—a+1)° -1

12
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