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CHAPITRE 1

Introduction

Ce document féte les 10 ans de spicesagros, avec beaucoup de retard, énormément de retard! Ce fut
I'un des tous premiers sites créés en France pour les prépas EC, a une époque ou il n’y avait quasiment
rien sur le net pour cette filiere. Il présente l'intégralité des résultats du programme de 2014 en Maths 2. Sa
structure est différente des formulaires que 1’on trouve en librairie puisqu’il présente ’avantage de rassembler
les résultats communs (que j’aime qualifier d’universels) que on retrouve dans I’étude des variables discrétes
et des variables continues. Cela rend sa lecture plus rapide et efficace. Pour cela il faudra bien s’imprégner
des légendes et abréviations qui suivent cette introduction. Certaines sont hors programme mais terriblement
pratiques pour synthétiser le contenu. Pour étre complet ce vadémécum contient un nombre conséquent de
résultats hors programme, clairement signalés par un “HP mais ... ” en rouge, car ce poly est en couleur!
Ces résultats ne sont pas mis au hasard et tiennent compte des plus récentes évolutions des sujets d’écrits et
d’oraux qui les introduisent plus que réguliérement. Ils ne sont pas présents pour vous paniquer, mais pour
donner un contour le plus fin possible de ce qui est succeptible de tomber le 9 mai 2022, et encore je n’ai
pas tout mis, j’en laisse un peu plus pour mes étudiants ... En vrac, vous y trouverez un chapitre conséquent
sur les vecteurs aléatoires, un autre trés important de compléments, d’outils mathématiques pour aborder les
maths 2. Toutes les lois avec de nombreux compléments sont regroupés en un seul chapitre etc, etc ... Enfin
vous découvrirez une table des matiéres ainsi qu'un index thématique de plus d’une centaine d’entrées. Il est
inutile de vous rappeler qu’en aucun cas ce document ne doit se subsituer au cours de votre professeur dont
I’étude minutieuse doit étre votre priorité absolue. Ce poly pourra aussi étre utilisé & profit par des étudiants
de MP, PC, PT, BCPST, L1, L2, mais aussi par ceux préparant le capes ainsi que ’agrégation interne.

Je vous souhaite de prendre autant de plaisir & I'utiliser que moi pour le créer. Pour terminer je vous de-
mande la plus grande indulgence si vous trouvez quelques rares coquilles qui subsisteraient aprés de multiples
reprises du document qui s’étalent sur plusieurs années.

Bon travail a tous.

Le 19/12/2021 a 3h10.






CHAPITRE 2

Légendes et abréviations

HP : résultat hors programme mais ...

(© : résultat valable en continu

® : résultat valable en discret

|| : union disjointe

ssrcv : sous réserve de convergence

ssr |cv] : sous réserve de convergence absolue

i.i.d. : variables indépendantes et identiquement distribuées
SCE : systéme complet d’événements

v.a.r. : variable aléatoire

v.a.r.d. : variable aléatoire discréte

v.a.r.a.d. : variable aléatoire & densité

> u; < 0o : série simple convergente (symbole hors programme a ne surtout pas utiliser)

3
> u; = 00 : série simple divergente (symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)
i

Y u;; < oo::série double convergente (symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)
0]

Zui’j = 00 : série double divergente (symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)

i,j

b
/ f < oo : intégrale convergente (symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)
a

b
/ f = oo : intégrale divergente (symbole hors programme a ne surtout pas utiliser)
a

ALB : A et B indépendants (le symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)

XLY : X et Y indépendantes (le symbole hors programme & ne surtout pas utiliser)

XL LX,:X,...,X, mutuellement indépendantes (le symbole hors programme a ne surtout pas
utiliser)

Vk > 1, LF désigne I’espace vectoriel des variables aléatoires admettant un moment d’ordre k (notation
de ensemble hors programme & ne surtout pas utiliser)

Vk > 1, 5’3 désigne ’espace vectoriel des variables aléatoires discréte admettant un moment d’ordre k
(notation de I’ensemble hors programme a ne surtout pas utiliser)

Px :loide X

X ~Y : les variables X et Y suivent la méme loi.

Sx support de X.






CHAPITRE 3

Ensembles

1. Définition intuitive d’un ensemble

Définition 3.1. C’est le tout formant une collection d’objets distincts, non rangés, et ayant une propriété
commune. Chaque objet d’un ensemble est appelé élément, et écrire que x est un élément de A se note x € A.
Dans le cas contraire, on note x & A.

On dit que A = B lorsque Vx € A, x € B et Vo € B, © € A. Par contraposée A # B lorsque dx € A, v ¢ B
oudr € B, z ¢ A.

Remarque 3.1. L’ordre de l’écriture des éléments d’un ensemble n’a aucune importance, ainsi que leurs
répétitions éventuelles. Par exemple : {1,2,3} = {2,3,1} = {1,1,2,3,3,3}.

Définition 3.2. Soit A et B deux ensembles, on dira que B est un sous-ensemble de A ou que B est
une partie de A si, et seulement si, tout élément de B est aussi un élément de A.
Ainsi : B C A lorsque Vx € B, x € A.

Remarque 3.2. (A=B)< (ACBetBCA).

2. Ensemble des parties d’un ensemble

Définition 3.3. On appelle ensemble des parties de A, l’ensemble de tous les sous-ensembles de A, on
le note P (A), il contient évidemment A lui-méme et l’ensemble vide.

Remarque 3.3. » Ecrire A C E se traduit par A € P (E) (A on n’écrit jamais A € E /).

» Ecrire a € A se traduit par {a} C A (A on n'éerit jamais a C Al).

3. Union d’ensembles
Définition 3.4. Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide,
AUB={zeQ,x€ A oux e B}

Plus généralement

UAi={zecE|3iel, ze A}

iel

Propriétés 3.1. » AUA=A

AUB = BUA (commutativité)
AU(BUC)=(AUB)UC (associativité)
ACAUB, BCAUB

(ACB)< (AUB=B)

PUA=A ( est neutre pour U)
EUA=Q (E est absorbant pour N)
AUA=A

VVYyVYVYYVYYVYY

4. Intersection d’ensembles
Définition 3.5. Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide,
ANB={ze€ FE,z€ Aetx e B}

7



8 3. ENSEMBLES

Plus généralement
(Ai={ze€E|Viel, zc A}

iel

Proposition 3.1. » ANA=1{

» ANB=BNA (commutativité)
AN(BNC)=(ANB)NC (associativité)
ANBCA, ,AnBCB

(ACB)= (ANnB=A4)

DNA=0 (D est absorbant pour N)
ENA=A (E est neutre pour U)
ANA=A

VYyVYVYYVYY

5. Distributivités

Propriétés 3.2. » AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (distributivité de N par rapport ¢ U)
» AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivité de U par rapport ¢ N)

| 2 <0A1> UB= m(AlLJB)

| 2 (UA'L> NB= U(Asz)

> (ﬂfh) U (ﬂ Bj> = (] (AiuB)
icl jeJ (i,9)eIxJ

> (UAz) n (U B,) = U @ns)
iel jeJ (i,5)elxJ

Lois de Morgan ot A =(gA

6.
Propriétés 3.3. » AN B B=AUB
» AUB=ANB

> UAz'ZmE

icl iel
> ﬂ A= UE (Lois de Morgan généralisées)
iel i€l
Propriétés 3.4. » (AUB=FE et ANB=10) < (A |B=E)
> Q=1
> =0
> A=A
» (B=4)< (A=B)
» (ACB)& (BCA)

7. Inclusion d’ensembles
Définition 3.6. Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide, alors A C B si
Vee E, (r€A=z¢€B)

Propriétés 35.» (ACB)< (ANB=A)
(ACB et BCC)=(AcCO)

» (A=B)< (ACBetBCA)

>(ACB) < (ACBetA+#B)

>(AcB) (AeP(B))



12. Liminf ET Limsup D’ENSEMBLES 9

8. Différence d’ensembles

Définition 3.7. Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide,
A-B={x€FE, x€Aetx¢ B}

Propriétés 3.6. » A—B=ANDB
» A-B=A-(ANB)

> A=0-A

» (A-B)=A)< (AnB=10)

9. Différence symétrique d’ensembles
Définition 3.8. (HP mais ... ) AAB=(AUB)—-(ANB)=(A—B)U (B — A)
10. Produit cartésien d’ensembles

Définition 3.9. Soit A et B deux parties d’un ensemble E non vide,
AxB={(a,b)€ E>|acAcetbec B}

Plus généralement,
Ay x oo x Ay, ={(z1,..,xn) EE" |21 € A1, ..y € Ay}

11. Fonction indicatrice (ou fonction caractéristique) d’un ensemble

Définition 3.10. Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, on définit la fonction indicatrice (ou
fonction caractéristique) de A notée 14 par

1A:x€E»—>1A(x):{é : i;ﬁ

Propriétés 3.7. » Ve € E, 1g(z) =1, 1p(z) =0

1anp =14 X 1p, le résultat se généralise par récurrence

1anp =inf (14,1p), le résultat se généralise par récurrence
lavp=1la+1p—1unp=1a+1p—14Xx1p

1aup =sup (1a,1p), le résultat se généralise par récurrence

SiBCACE alorsla_p=14—1p

Vn € ]N*7 (]_A)n =14

(HP mais ... ) Soit (Ay),~o une suite de sous-ensembles de E deux o deux disjoints, alors

VYyVYVYYVYYVYY

+o00o

D la, =1 4,

n=0

Si les ensembles A, constituent une partition de E alors
+o00o
LT
n=0
12. Liminf et Limsup d’ensembles

Définition 3.11. (HP mais ... ) Soit une suite (Ay),,~, de parties d’un ensemble E. On pose

+00 +o00o +00 400
Eg}}g (An) = U ﬂ Ap et 1;211;}3 (An) = m U Ay
n=0k=n n=0k=n
+00 +o00o
Propriétés 3.8. m U Ay signifie “les événements A, sont réalisés une infinité de fois”.
n=0k=n
400 +oo

Propriétés 3.9. U m Ay signifie “tous les événements A,, sont réalisés a partir d’un certain rang”.

n=0k=n



10

3. ENSEMBLES

Propriétés 3.10. » limsup (4,) = liminf (A_n)

n—-—4oo n— -0
» liminf (4,) C limsup (4,)
n—-+00 n—-—4oo
» limsup (A Z 14, =
n—-—00 n>0
li f(A,) = 1
> lim 120 Z 4, <00

n>0



CHAPITRE 4

Formules combinatoires

Proposition 4.1. Soit n un entier naturel non nul,

Zk?— 7’L+1

’Zk’z n+1)6(2n+1)

’Zk?’ ( n+1))

1. Coefficient binomial

_ 0 <p<
Définition 4.1. (n) =4 pl(n—p)! #0<psn
p 0 sinon

Propriétés 4.1. » V(n,p) € N?, p<n, (n) = ( " > (symétrie)
p n—p

-1
> V(n,p) e N? 1<p<n, (n> =z (n (la formule sans nom!)
p/ p\p—1
> V(n,p) eN? 1<p<n, <n> = (ni) + (n 1) (triangle de Pascal)
p b= p

p+1

d
1
> V(p,d) € N, p<d, Z CZ) = <d+ > (triangle de Pascal généralisée, HP mais ...

k=p
étre redémontrée)

Théoréme 4.1. Formule du binéme de Newton

¥neN, Y(a,b)eC? (a+b)"= ( > S (Z) bran—*

k=0

" /n
Corollaire 4.1. Vn € IN, E =27
k=0 (k>

et doit

[n/2] n—1)/2]
Propriétés 4.2. Vn € IN¥, Z (272) =on-1 = : (2]{:1 1) (HP mais ... et doit étre redé-

k=0 c=0

montré)

n
Propriétés 4.3. Vn € IN*, Zk(:) =n2n!
k=1

Théoréme 4.2. Vandermonde (HP mais ... et doit étre redémontré)

¥ (n1,n2,n) € N?, n < ny +na, Z (7::1> (nnzk) = (nl an)

k=0

11



12 4. FORMULES COMBINATOIRES

n 2
Corollaire 4.2. Vn € IN, Z (Z) = <2n)
n

k=0

Théoréme 4.3. Vandermonde généralisé (HP mais ... )

V(Ny,...,Ny) € NF, > (&)X X<J><l " v

{mhmmwe@mﬁ
ni+-+ng=n

avecn < Ny +---+ Ng.

Propriétés 4.4. V(n,p) € N?, 1 < p < n, Z 1= <n> (HP masis ... et doit étre
1§i1<i2<~~~<ip§n p
redémontré)
n
> Vn e IN¥, (Z:ﬂk> Zxk+2 Z Tt
k=1 1<i<j<n

3

n

» Vn e IN¥, ( xk> = Zwi + 3Zx?xk + Z zjrpze (trés utile en stats HP mais ... )
k=1 k=1 £k o,

n
» Vn e IN¥, (Z ) Zwk +4ijxk +3Zw 2+6 Z Tiwjxy + Z x;x;xRpxy (trés utile
k=1 7k 7k i2i Ak i Akt

en stats! HP mais ... )

Propriétés 4.5. Identité de Bernoull:

V(a,b) €C?, WVneN, a"™ —p"tl=(a—b)> " " =(a—b)> dp"k
k=0

n
Définition 4.2. » V (n,p) € IN? p <n, V(ap,...,a,) € R"PT H ak = Gp X -+ X Q.
k=p

n
» On pose H ar =1 lorsque p > n
k=p

2. Coefficient multinomial

|
Définition 4.3. (HP mais ... ) " S S—— ny+---+n, =n.
Ni,...,Np nyl X o X np!

Propriétés 4.6. ( " ) — (“) X (”_“1) % (”_”1_”2> % e x (”—“1—“'—%1)
nNi,...,Nyp nq Up) ns nyp

avecny + -+ ny =N.

Théoréme 4.4. Formule multinomiale (HP mais ... )

n!
V(at,...,ap) €ERP, YneN, (a1+---+ap)" = Z mxa?lx'“xa;@
! p!

{(m,,..,np)el\lp—f—-’
ny+--4np=n coef' multinomial

3. Produit

Propriétés 4.7. Soita € R et (p,n,m) € N>, p <n et (k)1 <k<n (Uk)1<p<n deur familles de complexes

n
> H a = a" Pl
k=p



3. PRODUIT

n
"k
> H ok = a2i=p
k=p

n n
> [Jaar=am 7 []an
k=p k=p

n n
» Pour toute permutation o de [p,n] on a H To(k) = H Tk
k=p

k=p
n+p n n+p
> ka = ( xk> ( H xk> (associativité)
k=1 k=1 k=n+1
n n n
> (ITew ) > | TTwe ) =TT Gae)
k=p k=p k=p
m
n n
> H Tk _ H (Zl'k-)m
=p k=p

8
=

v
i

n
— H <%) (0w tous les complexes yi #0)
k=1 \Yk

i
<
=

3

x x
> H Skl Zndl (ot tous les complexes xy, # 0) (télescopage)
fep Tk Tp

Propriétés 4.8. Permutation des produits

Soit (aij)1<; j<, une famille de nombres complexes

n n n n
> I @s=1I1Taw =111

1<i<n i=1j=1 G=1i=1
1<j<n
n J n o n
> I e=]11Taw=]11]0
1<i<j<n j=1i=1 i=1j=i
n j—1 n—1 n
> I ws=]11Tew=1I II @
1<i<j<n j=2i=1 i=1 j=it1

Propriétés 4.9. Liens entre produit et somme

» VYne IN*, Vke{l,...,n}, 2z >0, In (Hwk> :ZIH(xk)
k=1 k=1
» Vn e IN¥, exp (Zwk> = Hexp (xk)
k=1

k=1

> if% sz:aij #zjjlz[aij

n
Propriétés 4.10. H k=mn!
k=1
Propriétés 4.11. Produits “a trous”
n

» vne N, J] (2k) =2"n!

k=1
n

» vne N, [ @k+1) =
k=1

2n+1)!
2nn!






CHAPITRE 5

Dénombrement

Propriétés 5.1. » Soit A et B deux ensembles tels que A est fini et B est fini et B C A, alors
Card (B) < Card(A) et Card(A— B) = Card(A) — Card(B)

» Si AC B et Card (A) = Card (B) alors A= B.
» Card (A| | B) = Card (A) + Card (B)

» Vne N, Card [ | | Ak ) = Card (4)
k=1 k=1

> Vn e N, Card (A x -+ x A,) = [ Card (4)
k=1
Théoréme 5.1. Formule de Poincaré ou du crible pour deux ensembles
Vn € IN*, Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B)

Remarque 5.1. La généralisation de cette formule a disparu du programme.

Définition 5.1. Partition d’un ensemble
On dit que la famille d’événements (A;);c; est une partition de E lorsque :

b Viel A, =10,
» (V(i,7) GIZ, i#£j) = (AiNAj=10) et
el

Remarque 5.2. C’est la méme défintion pour un systéme complet d’événements avec E = ().

Proposition 5.1. Lemme des bergers
Soit E et F' deux ensembles finis et f une application surjective de E vers F. On suppose qu’il existe p € IN*
tel que pour tout y € F, Card (f~ ({y})) = p, alors

Card (F) = p Card (F)

Proposition 5.2. Nombre d’applications de E vers F
Soit E et F deux ensembles et A(E, F) l'ensemble des applications entre E et F, alors

Card (A (E, F)) = (Card (F))%*4(F)

Proposition 5.3. Nombre d’injections de E, vers Fy
Soit E, et F,, deux ensembles et I (E,,F,) ensemble des applications injectives entre E, et F,, avec
Card (Ep) = p, et Card (F},) =n et p <n, alors
Card (Z(Ep,F,))=n(n—1)x---x(n—p+1)
noté AP (HP mais ... ).

Proposition 5.4. Nombre d’arrangements de E, vers F,
Soit E, et F,, deux ensembles avec Card (Ep) = p, et Card (F,,) = n et p < n, alors le nombre d’arrangements
entre B, et Fy, est égal
nn—1)x---x(n—p+1)
noté A? (HP mais ... ).

15



16 5. DENOMBREMENT

Proposition 5.5. Nombre de permutations de E,, avec Card (E,) =n € N*:

n!

Proposition 5.6. Nombre de p—listes de E,:

nP

Proposition 5.7. Nombre de combinaisons de p éléments de E de cardinal n avec p < n:

n\ nn-1)x---x(n—-p+1) AP
<p> B P! Tl
(la derniére égalité est HP mais ... )

Proposition 5.8. Nombre de parties d’un ensemble E
Card (P (E)) = 2¢ard(E)

Proposition 5.9. Probléme des anagrammes (HP mais ... )
Soit un mot de n lettres constitué de ny lettres Lq,...,ny lettres Ly, avec ni + -+ +ny, = n alors le nombre
d’annagrammes de ce mot est égal a

n n—np n—mng—-—Np_1 n!
X X «o+ X - @@=
n1 N9 Ny nl X o X np!

(nombre d’arrangements avec répétition)

Proposition 5.10. Nombre de couples d’entiers

» Card {(i,j) e N* |i+j=n}=n+1

> Card{(z’,j) e (N i+ :n} —n—1

Remarque 5.3. La proposition précédente intervient dans le théoréme de sommation par paquets d’une
série double, lorsqu’on effectue une sommation selon des droites obliques.

Proposition 5.11. Nombre de suites d’entiers

> Card{(xl,...,xp)e(]l\l*)p|1§x1<...<xp§n}: (Z)

» Card {(z1,...,2p) € (NP |1 <z <+ <zp<n}= (n—l—g—l) (HP mais ... )

Exemple 5.1. Fxemples fondamentaux de tirages usuels

Type de tirage Ordre | Répétitions d’éléments | Dénombrement
Successif avec remise | Oui Oui nP p—listes
Successif sans remise | Oui Non AP arrangements

Simultané Non Non ) combinaisons
D




CHAPITRE 6

Espaces probabilisés

1. Tribu

Définition 6.1. Tribu ou o—algébre sur

Tout ensemble de parties d’un ensemble ), contenant ), stable par réunion au plus dénombrable et par passage
au complémentaire, s’appelle une tribu ou o—algébre sur 2, souvent notée A. Autrement dit :

» Qe A
» VAc A Ac A,

» pour toute suite (Ay)

n>ng

Proposition 6.1. ) € A, A est stable pour N,

+oo

d’événements de A, U A, €A

n=noqo

f’A

Exemple 6.1. » A ={0,Q} (tribu grossicre, la plus triviale mais inexploitable)
» Si Q) est au plus dénombrable A =P (Q) (tribu compléte, la plus fine)

Définition 6.2. Tribu engendrée par une famille
Soit F = {A;, i € I} une famille de sous-ensembles de Q. Alors la tribu engendrée par F est la plus petite
tribu sur 2 contenant tous les sous-ensembles A;, i € I. Elle est notée o (F).

Exemple 6.2.

Proposition 6.2. {(Z), A A, Q} est une tribu notée o (A), c’est la plus petite engendrée par A € A.

Proposition 6.3. L’ensemble { |_| A|LeP (K)} ot (Ag) e est un systéme complet d’événements

LeL

est la tribu engendrée par celui-ci est notée o ((Ar)ek) -

Définition 6.3. Tribu borélienne de IR

B(R)=0({]-,z[, € R}) =0 ({[z,+o0c] z € R}) =---

Proposition 6.4. Quelle tribu utiliser le jour du concours ?

» Si Q) est fini alors A="P ().

» Si Q) est infini et dénombrable alors A =P (Q).
» Si Q) est infini et indénombrable : dans le cadre du programme, on se cherche pas & déterminer A.

2. Correspondance entre relations logiques et ensemblistes

Relation logique

Relation ensembliste

négation “non”

complémentation *

conjonction “et”

intersection N

disjonction “ou” réunion U
implication = inclusion C
équivalence <= égalité =

17
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3. Probabilité
3.1. Définition et propriétés.

Définition 6.4. Axiomatique d’une probabilité
Soit (2,.A) un espace probabilisable, on appelle probabilité sur (2, A) toute application P : A — [0, 1] vérifiant :
P (Q) = 1, pour toute (Ar),cy famille d’événements deux a deux disjoints la série ZP (Ag) < o0 et
k

P<|_| Ak> =Y P (Ag)

keEK keK
(o—additivité de P).

Définition 6.5. Espace probabilisable
On appelle espace probabilisable tout couple (2,.A).

Définition 6.6. Espace probabilisé
On appelle espace probabilisé tout triplet (2, A, P).

Définition 6.7. Evénement négligeable

Soit A € A, A est dit négligeable si P (A) = 0.
Remarque 6.1. Il n’y a aucune raison que A = ().
Définition 6.8. Evénement quasi-certain

Soit A € A, A est dit quasi-certain si P (A) = 1.
Remarque 6.2. Il n’y a aucune raison que A = €.
Définition 6.9. Systéme complet d’événements

On appelle systéme complet d’événements toute partition de l'univers.

Propriétés 6.1. Soit A et B deux événements de (Q, A, P),

» P(0)=0

» P(A|B)=P(A)+P(B)

» P(A)=1-P(4)

» P(A-B)=P(A)—-P(ANB)

» (BCA)=(P(A-B)=P(A)—P(B))

» (BCA)= (P(B)<P(A)) (croissance de P)

» (BCA)= (P(4) <P(B))

» P(ANB) <min{P(A),P(B)}

» P(AUB)=P(A)+P (B)-P (AN B) (formule du crible ou de Poincaré pour deuxr ensembles

dont la généralisation a disparu du programme )_
» P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)

n

> VncIN*, P <|_| Ak> = P (A) (o—additivité de P)
k=1

k=1

Théoréme 6.1. Limite monotone

> ((A)nzo /) = (P (LjAn> = lim P(An)>

n—-+o00
n=0
+oo
> ((An)nzo \) = (P <7OOA7L> = RETWP (An)>

Corollaire 6.1. Soit (Ay),,~, une suite quelconque d’événements,
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+o0 n +oo n
P(UAR>RETOOP<UA;€> et P(ﬂAn>nEr}rlooP<ﬂAk>
k=0 n=0 k=0

n=0
Proposition 6.5. Soit A et B deuzx événements de (2, A,P),
P(AUB)<P(A)+P(B)
Théoréme 6.2. Inégalité de Boole ou sous-additivité (HP mais ... )

n n +oo +o0
P (U Ak> SZP(Ak) et P (U An> SZP(AR) (ot ZP(An) < +00 ou ZP(An)zoo)
k=1 n=0 n=0

k=1 n>0 n>0

Définition 6.10.

Théoréme 6.3. Relation de Laplace (cas d’équiprobabilité) Soit (2, A,P) un espace probabilisé
sur un univers fini Q = {wy,wa,...,w,} avec n € N*. Notons pour tout k € [1,n], pr = P (wr). On parle
d’équiprobabilité lorsque

pl = p2 = . = pn
et dans ce cas Card ()
ar

Exemple 6.3. On est dans une situation d’équiprobabilité dans le cas de tirages effectués au hasard.

Remarque 6.3. A 1l ne peut y avoir d’équiprobabilité lorsque ['univers est infini.
3.2. Indépendance d’événements.

Définition 6.11. Deux événements
P(ANB)=P(A)P(B)

Proposition 6.6. (ALA) < (P(A) =0 ouP (A) =1) (HP mais ... )
Définition 6.12. n événements deuxr a deux indépendants
vne IN* — {1}, V(i,j) € [1,n]?, (i#j)=P(AinNA;)=P(4)P(A;))

Définition 6.13. n événements mutuellement indépendants ou indépendants

VIeP([1,n]), I1#0, P (ﬂfh) =[P )

el i€l

n n

Remarque 6.4. Prouver que P (m Ai> = HP (A;) ne suffit pas pour conclure que les événements
i=1 i=1

Aq, ..., A, sont indépendants!

Remarque 6.5. i% On n’écrit JAMAIS de produit infini. On se raménera TOUJOURS & un produit
fini a Uaide du théoréme de la limite monotone.

Définition 6.14. Suites d’événements

On se raméne au cas fini pour toutes sous-suites finies.
Remarque 6.6. » Pourn>2, P(A1N...NA,)=P(4;) xP(A3) x--- xP(4,).
» L’indépendance mutuelle est plus forte que l'indépendance deuz & deux.

Proposition 6.7. Les assertions suivantes sont équivalentes pour deux événements A et B :
» ALB
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> éJLE
> ALp
» ALB
Proposition 6.8. Soit (4,,),,, une suite d’événements indépendants alors (By),,>q o pour tout entier
n, B, = A, ou A, reste une suite d’événements indépendants.
Proposition 6.9. (ALA) & (P(A) =0 ouP (4)=1)
3.3. Probabilité conditionnelle.
P(ANnB
Définition 6.15. Soit A € A tel que P(A) #0, P4 (B) = ﬁ

Proposition 6.10. Toutes les propriétés vues sur les probabilités inconditionnelles sont encore valables
et s’appliquent aux probabilités conditionnelles.

Proposition 6.11. On dit que deuzx événements A et B oo P (A) # 0 et P (B) # 0, sont indépendants
st l'une des conditions équivalentes est vérifiée :
» P(ANB)=P(A)P(B)

» P, (B)=P(B)
» Pp(A)=P(4)
> P (A)>P(ANB)
» P, (B)>P(ANB)

Proposition 6.12. Formule des probabilités composées
Soit A1, ..., An, n événements tel que pour tout n > 2, P(A1N...NA,) #0, alors :

P (Al n... ﬂAn) =P (Al)PAl (Ag) PAlﬁAQ (Ag) X oo X PA1ﬁ...ﬁAn71 (An)

Proposition 6.13. Formule des probabilités totales
Soit (Ar)pex un systéme complet d’événements tel que pour tout k € K, P (Ag) # 0, alors

VBEeA, > Pa (B)P(4A)<oo et P(B)=> Pa, (B)P(A)
k

keK

Théoréme 6.4. Formule de Bayes
Soit (Ax)pex un systéme complet d’événements tel que pour tout k € K, P (Ag) # 0, alors

VBe A, P(B)#0, Vie K, Pg(A;)= ZP:: (JFI’()BJE)’](PA(i1 )
Ay k

keK




CHAPITRE 7

Variables aléatoires réelles

1. Généralités
Définition 7.1. ©@© : X : Q@ — R tel que pour tout B € B(IR) on a
X'B)={weQ|Xw) eB}cA
Remarque 7.1. La notation X (Q) est abusive! car il n'est pas dit que X (Q) coincide avec l'image
de Uapplication X car il se pourrait que £ comporte des événements de probabilité nulle et dans ce cas la
probabilité que X prenne certaines valeurs de X () soit nulle. Dans de nombreuses sources on voit que
X (Q) regroupe les valeurs qui peuvent effectivement étre prises par X (en tenant compte des probabilités et

on introduira ci-dessous la notion de support) et dans d’autres X () regroupe l'intégralité des valeurs prises
par X. Donc on voit que le choix de X (2) n’est pas unique!

Proposition 7.1. (HP mais ...) ®© : Soit X : Q - Retg: I — R, g € C°,R) ot I est un
intervalle de R contenant X (), alors g o X reste une v.a.r.

Proposition 7.2. (admis) L’ensemble V (2, A, P) des variables réelles définies sur (Q, A, P) est un
IR-espace vectoriel stable par multiplication.

Proposition 7.3. (HP mais ...) ©© : La borne inférieure ainsi que la borne supérieur d’un vecteur
aléatoire restent une variable aléatoire.

Définition 7.2. Support d’une variable aléatoire
» (S : On appelle support d’une variable discréte X [’ensemble noté Sx défini par

Sx ={z € X(Q) | P([X = z]) # 0}
» (© : On appelle support d’une variable continue X [’ensemble noté Sx défini par
Sx ={ze X (Q) | f (z) # 0}

Remarque 7.2. On voit souvent dans de nombreuses sources que les ensembles X (Q) et Sx soient
confondus, mais il n’en est rien car €2 peut comporter des événements qui soient de probabilité nulle et il se
peut alors que la probabilité que X prenne certaines valeurs de X (Q) soit nulle.

Définition 7.3.
Proposition 7.4. (Normalisation) ® : X : Q@ — R est une v.a.r.d. si X (Q) est au plus dénombrable

> P(x =) =1

zEX(Q)

et

Définition 7.4. Si X (Q) est oo et indénombrable alors X n’est pas discréte (A on ne peut rien dire
d’autre sans étude supplémentaire!).

Définition 7.5. ®© : X =Y lorsque pour tout w € Q, X (w) =Y (w).
Définition 7.6. ®© : X =Y p.s. lorsque P([X =Y]) = 1.

Définition 7.7. ©: Ay =0 ([X = x]weX(Q)> = { | |X=2]lAcx (Q)} .

z€EA

Imais cela ne pose pas de probléme ...

21
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Définition 7.8. Lot de probabilité
®: Px:X(Q)—10,1], définie par

Vo e X(Q), Px(z)=P (X =z

Remarque 7.3. A Une notation comme P (X) n’a aucun sens : les seules choses dont la probabilité
est définie, ce sont les événements, or X n’est pas une partie de Q2 mais une application !

Remarque 7.4. On vérifie trés facilement qu’une loi de probabilité d’une variable X : Q — FE est une
probabilité sur l’ensemble E ou X prend ses valeurs.

Remarque 7.5. La loi de probabilité d’une variable X joue un réle capital car elle décrit les valeurs
prises par X et avec quelle probabilité. C’est pourquoi je dis sans arrét en cours : “pas de loi, pas de chocolat!”

Définition 7.9. Variable aléatoire a densité
On dit qu’une variable aléatoire X est a densité si sa fonction de répartition F est continue sur IR et de
classe C' sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points.

Définition 7.10. Densité de probabilité
Toute fonction f o valeurs positives, qui éventuellement ne différe de F' qu’en un nombre ni de points, est
une densité d’une variable X .

Proposition 7.5. Caractérisation d’une densité
+o00

©: (f densité) < ( f >0 sur son domaine, C° presque partout, f < +oo et vaut 1 (i normalisation})

—00

Définition 7.11. Fonction de 'répa'rtition notée F
> ®:VzeR, F(z)= > P

teX(Q)
t<z

> ©:VzeR, F(a /f

Propriétés 7.1. » ©© : Dans le cas général lim F' = 0, LirmF = 1, F est continue & droite en tout
—0o0 oo
point de R, F' est croissante au sens large.

» © : Dans le cas des variables a densité, on rajoute que F est continue sur IR et de classe C* sur R—1
(I ensemble fini éventuellement vide, i.e. F' est de classe C' presque partout).

Proposition 7.6. © : Soit X une v.a.r.a.d. de densité f et de fonction de répartition F alors F' = f
la ou F est dérivable i.e. la ou f est continue.

Propriétés 7.2. Calcul de probabilité a partir de la fonction de répartition
» ®:VaeR,P([X =a])=Fx(a)— Fx(a™).
» ©:VaeR,P([X =4a])=0.

> ®:V(a,b) eR% a<b P(la <X <b])=Fx(b)—Fx(a).
> ©:V(a,b) eR* a<b, P(la<X <b)) = Fx (b) — Fx (a).
> ©:V(a,b)eR* a<b P(a< X <b))=Fx(b")—Fx(a).
> ®:V(a,b) eR% a<b P(la<X <b)=Fx (b )— Fx(a)

» © : Pour tout intervalle I de R on a, P([X € I]) = [ f(z)dz.
> ©:V(a,0) cR?* a<b,P([a<X<b)=Fx(b)—Fx(a)= [ f(z)dz.
> ©:V(a,b) eR? a<bP(la<X<b)=Fx(b)—Fx(a)= [ f(z)dz.

> ©:V(a,0) cR* a<b,P(a <X <b))=Fx(b)—Fx(a)= [ f(z)dz.
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b
> ©:V(ab) R a<b P(la<X <) = Fx (b) — Fx (a) :/ f (@) da.

Remarque 7.6. © : La densité est définie arbitrairement auzx points ot F n’est pas dérivable. Donc il
n’y a pas d’unicité de la densité.

Définition 7.12. Fonction de survie (HP mais ... )
®© : On appelle fonction de survie d’une variable X la fonction Sx définie par

Sx:teR—-P(X>t)=1-F(¢)
Proposition 7.7. Caractérisation d’une loi
» ©: On donne X () ainsi que toutes les probabilités ponctuelles P ([X = z]) pour tout z € X () ou

bien la fonction de répartition F de X.
» © : On donne X (Q) puis une densité de X ou bien la fonction de répartition F de X.

Proposition 7.8. ©© : Pour toute variable aléatoire X, la fonction de répartition de X est continue
enz € R si, et seulement si, P ([X =z]) = 0.
Proposition 7.9. ® : Soit X une variable aléatoire telle que X (2) C Z alors on a
VkeZ, P(X=kl)=F(k)—F(k-1)
ou F est la fonction de répartition de X.

Proposition 7.10. ®© : (X ~Y) < (Fx = Fy) ou Fx (resp. Fy ) est la fonction de répartition de X
(resp. Y).

Remarque 7.7. Puisque la notation X ~ Y est hors programme, on utilisera ’écriture X Ly,

Proposition 7.11. @©: (X =Y)= (X ~Y) A la réciproque est fausse!
Proposition 7.12. ®© : (X ~Y) = (Vk >0, E (X*) = E (Y"))
®: Z P(X =1])

Proposition 7.13. VAC X (Q), P ([X € 4]) = zCA
©: / Af (x) dx
fdS

Propriétés 7.3. Calcul de probabilité a partir de la fonction de survie
®: VekeN*, P([X=k])=Sx(k—1)—-Sx(k)=P(X>k—-1))—P (X > k]

2. Variables aléatoires particuliéres

Définition 7.13. Variable aléatoire bornée
®© : On dit qu’une variable aléatoire X est bornée s’il existe une constante M > 0 telle que pour tout w € Q,

X (W) <M

Exemple 7.1. Les variables de Dirac, uniformes, de Bernoulli, binomiales sont bornées.
Définition 7.14. Variable aléatoire étagée

® : On dit qu’une variable aléatoire X est étagée, lorsqu’elle est discréte et prenant un nombre fini de valeurs.
Exemple 7.2. Toute variable de Bernoulli est une variable étagée.

Définition 7.15. Variable aléatoire sans mémoire
®@© : On dit qu’une variable aléatoire X est & valeurs dans R’ est sans mémoire, lorsqu’on a

V(e.y) € R, Pprsy (X >z +y) =P (X >a])



24 7. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Remarque 7.8. ©© : La définition précédente est équivalente & écrire que
V(z,y) eRE, P(X>z+y)=P(X>a)P(X >y

Exemple 7.3. Les variables géométriques sont les seules variables discrétes sans mémoire et dans le cas
continu, ce sont les variables exponentielles.

Définition 7.16. Variable aléatoire symétrique (HP mais ... )
®@© : On dit qu’une variable aléatoire X est symétrique lorsque

X ~-=-X

Définition 7.17. Variable aléatoire centrée
®© : On dit qu’une variable aléatoire X admettant une espérance est centrée lorsque

E(X)=0

Exemple 7.4. X — U ({-1,0,1}).

Définition 7.18. Variable aléatoire réduite
®© : On dit qu’une variable aléatoire X admettant une variance est réduite lorsque

V(X)=1
Exemple 7.5. X — N (0,1).

3. Moments

Définition 7.19. Espérance

®: Z 2P ([X = x]) ssr |cv|
E(X)= ey
©: / af (z)dx ssr |cv]

—00

Proposition 7.14. ® : (HP mais ... ) Si ) est au plus dénombrable, alors

E(X)= Z X (w)P ({w}) ssr|cyl

weN
Proposition 7.15. ®© : (X bornée) = (E (X) < o)
Proposition 7.16. ©© : V(a,b) e R, (¢ < X <b) = (a <E(X) <b)
Proposition 7.17. @ :Vce R, (P([X =) =1) = (E(X)=¢)
Proposition 7.18. ©© : (E(X) < x0) < (E(|X]) < o)
Proposition 7.19. ®© : (HP mais ... ) Pour tout X variable positive nous avons
(E(X) <o0) & (E(|X]) < o0)

Proposition 7.20. Espérance et fonction de survie
» O : (HP mais ... ) Soit X une v.a.r. discréte telle que X (2) C IN alors

(BE(X) <o00) & | Y P([X>n]) <oo
n>0

et si l'une des deuz conditions est vérifiée,

+oo
E(X)=) P(X>n])

n=0
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» © : (HP mais ... ) Soit X une v.a.r. a densité positive, alors

(E(X) < 0) & (/()+OOP([X>t])dt<oo)

et si l'une des deuz conditions est vérifiée,

E(X) = /()+OOP([X > 1)) dt

Remarque 7.9. i& Attention 'emploi de l'axziome de o—additivité est inapplicable dans le cas discret,
puisque les événements ([X > n]), <, ne sont pas disjoints. A méditer ...

Remarque 7.10. L’emploi de cette proposition hors programme, n’a d’intéret, en discret, que si X est
+o00
1 1
un temps d’attente. Par exemple si X — G (p) alors E(X) = g q* = T2 =5 Le pendant de la loi
—q p
=0

n
géométrique en continu étant la loi exponentielle (le lien se faisant & Uaide de la fonction partie entiére), la

—+o0
formule de Uespérance sous forme intégrale lui sied trés bien : en effet pour X — & (\), / P(X >t)dt=
0

+oo
/ e Mdt = l
0 A

Proposition 7.21. Espérance d’une variable bornée
®© : Si X (Q) posséde un maximum T, qy €t Tpin, alors E(X) < oo et l'on a,

Tmin < E(X) < Zmas
Proposition 7.22. ® : Soit a € R, et soit X une variable certaine égale & a alors E(X) = a, i.e.
E(alqg)=a
Proposition 7.23. ®© : Si X > 0 alors E(X) > 0 (positivité de ’espérance)
Proposition 7.24. @©: (X >0 et E(X)=0)< (X =0 p.s.)
Corollaire 7.1. ®© : (E(|X]) =0) < (X =0 p.s.)
Corollaire 7.2. ®© : (E (X?) =0) & (X =0 p.s.)

Corollaire 7.3. ©© : (E ((X ~E (X))Q) - 0) & (X =0p.s.)

E(X) <o

Proposition 7.25. ©© : V est bornée } = E(XY) < .

Proposition 7.26. ©© : V(X,Y) € (El)z, (X <Y) = (E(X)<E(Y)) (croissance de l’espérance
admis dans le cas continu)

Proposition 7.27. ®©@ : V(X,Y) € (£!)°, (X =Y) = (E(X) = E(Y))
Théoréme 7.1. Théoréme de domination (admis)
®© : Soit X et Y deuz variables, si | X| <Y et siE(Y) < oo alors
E(X)<oo et [E(X) <E(X]) <E(Y)

Définition 7.20. Moment d’ordre r ou r>0

®: Z 2"P ([X =z]) ssr |cv|
my (X) = E(X") = iy
©: / " f (z)dx ssr |cv|

—00

On note L (2) voire L" tout simplement, ’espace vectoriel des v.a.r. admettant un moment d’ordre r (HP).
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Proposition 7.28. ©© : (m2(X) =0) < (X =0 p.s.)

Remarque 7.11. © : Dans le cas continu, on pourrait se contenter de la convergence simple puisque
lintégrande ne change de signe qu’en 0, mais ¢’est une histoire de programme !

Proposition 7.29. ©© : Toute v.a.r. bornée admet des moments de tous ordres.
Définition 7.21. Moment absolu d’ordre r ou r > 0
®: Z |z|" P ([X = z]) ssrcv
me (X)) =E(X]") = e
©: / |z|" f (x) dz ssrcv

Remarque 7.12. (© : Dans le cas continu, on pourrait se contenter de la convergence simple puisque
lintégrande ne change de signe qu’en 0, mais ¢’est une histoire de programme !

Proposition 7.30. ®© : (m, (X) < 00) & (m, (| X]) < o0)

Définition 7.22. Moment centré d’ordre r ou r > 0
Soit X une v.a.r. tel que E (X)) < oo,

®: Z (z—E(X))" P (X =z]) ssr |y
() =B(X-BX))=1 "5 .
©:/ (x —E(X))" f(z)dx ssr |cvl

—00

Remarque 7.13. La variance est nombre positif représentant ’écart quadratique moyen de X a son
espérance E (X). Il a la dimension d’un carré, c¢’est pourquoi on introduit sa racine carrée appelée écart-type
noté o (X) voire ox. Ainsi :

Définition 7.23. ©(© : On appelle écart-type de X le réel noté o (X) = +/V (X).

Remarque 7.14. L’écart-type peut étre considéré comme la distance euclidienne de X avec E(X). (HP
mais ... )

Définition 7.24. ®© : V(X) = puy (X )

(V(X) <o) & (E (Xz) < 00)
Proposition 7.32. ®© : (V(X) = ) (X =E(X) ps.)
Proposition 7.33. ®© : (E (X?) =0) = (V(X)=0)

Proposition 7.34. ®© : (X bornée) = (V (X) < o0)

Proposition 7.31. ®©

Théoréme 7.2. Théoréme de Koenig-Huygens
®© : Soit X tel que E (X?) < oo alors

V(X)<oo et V(X)=E(X?)-(E(X))?

Définition 7.25. Moment factoriel d’ordre v ou r > 1 (HP mais ... )

®: Z (x—1)x-x(x—r+1)P(X =2z]) ssr |cy
EX(X-1)x--x(X—r+1)= seX(@)
@:/ z(x—1)x--x(x—r+1)f(z)dr ssr|cy

Proposition 7.35. ©© : Soit r € IN alors (m,4+1 (X) < 00) = (Vk € [0,7], mi (X) < 00).
Remarque 7.15. ®© : Nous avons donc pour tout r € N*, L” C L7~ C--- C L.
Proposition 7.36. ©@© : Soit r € N alors (p,,, (X) < 00) = (Vk € [0,7], py, (X) < 00).
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Théoréme 7.3. Théoréme de transfert (admis)

®: Z o (@)P([X ==z]) ssr|cv| ot ¢ définie sur I D X ()
2€X(Q)

Ble (X)) = ©: /bgp (z) f (z) dx ssr |cv| ot X (Q) =]a,b[ p.s., a et b dans R
et o :L]la,b[ — IR est continue presque partout dans |a, b|

Voyons l'intéret capital du théoréme de transfert a travers un exemple.

Exemple 7.6. Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0,1]. L’espérance de la variable
Y = X% 4+2X3 — X2 — 3X est égale a

1
E(Y):/O (x5+2x3—x2—3x)dx:—g

La question qui se pose est : pouvions-nous obtenir ce résultat sans le théoréme de transfert seulement o partir
de la détermination de la loi de Y ? La réponse est clairement non! Tout simplement car il n’existe pas de
formule explicite pour résoudre une inéquation polynomiale comme

x5+2x37x273:c§y

de degré supérieur ou égal & 5 comme la démontré Evariste Galois (1811 — 1832) durant sa courte vie. Donc
la densité de'Y existe bien mais nous sommes bien incapables de 'obtenir. Il faut nous munir d’un ordinateur
et employer des méthodes d’analyse numérique qui dépassent le cadre de notre programme.

Proposition 7.37. Translation ©© : V(a,b) € R* xR, (E(X) < o) & (E(aX +b) < 00) et
E(@X +b)=aE(X)+b

Proposition 7.38. Translation ©© : V(a,b) e R* xR, (V(X) <o0) & (V(aX +b) < ) et
V (aX +b) = a®V (X)

Remarque 7.16. A Notez bien que le réel b a disparu du résultat précédent!
Exemple 7.7. V (9X 4 21) =81V (X).

Proposition 7.39. ©© : inf E ((X - a)z) — V(X) (HP mais ... )
Définition 7.26.

Proposition 7.40. Variable centrée réduite

®© : Soit X tel que E(X) < 00 et V(X) < 00, V(X) # 0 alors X* = X-EX) est appelée variable

centrée réduite associée a X.

Remarque 7.17. L’étape faisant passer de X o X* s’appelle la standardisation, consistant & centrer et
réduire la variable de départ.






CHAPITRE 8

Vecteurs aléatoires discrets

1. Famille sommables

Conformément au programme, tout ce qui suit n’est pas exigible de la part des étudiants et devra étre
rappelé dans tout sujet de concours.

Définition 8.1. Soit I un ensemble dénombrable indexé par IN sous la forme I = {p(n), n € N} ou ¢
est une bijection de IN dans I. Si la série Zuw(n) converge absolument, alors sa somme est indépendante
de lindezation ¢ et pourra également étre notée Zui, On dira alors que la série est absolument convergente

iel
ou que la famille (u;)icr est sommable.
Théoréme 8.1. Le théoréme de sommation par paquets (admis)

Soit I = |_| I; un ensemble dénombrable et pour tout j de J, les I; sont des ensembles dénombrables. Les
jeJ

assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la famille (u;);c; est sommable,

(2) pour tout j € J, la série E ug converge et la série E E |ug| converge. Dans ce cas nous avons

kEIj J kel;
D ui=, > u
i€l jeJ kel;

Théoréme 8.2. Cas particulier fondamental : I =IN? (admis)
Soit (Ip),cn une partition de IN?. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) La famille (uij); ene €st sommable.

(2) Pour tout n € IN, la série Z lui ;| ot (4,7) € I, converge et la série simple Z Z |ui ;| converge

] n>0 (Z,J)Ejn
ausst.
Dans ce cas nous avons
—+o0
E: ULJZE E Ui
(i,5)EN? n=0 \ (i,j)€l,

Proposition 8.1. Les trois grandes partitions de N?

» N = | | (Nx {n})

neN

» N = | | ({n} xN)
nelN

» N = | | {(i,j) e N?|i+j=n}
nelN

Proposition 8.2. Produit de deux familles sommables (admis)
Soit I et J deux ensembles dénombrables et soit (u;);c; €t (vj);c; deux familles sommables, alors la série

29
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double Zu” est convergente et l’on a
29

E ui,j = ( E ul> E ’Uj

(4,5)€IxJ ici jeJ
2. Couples discrets

Toutes les variables en jeu dans cette sous-section sont définies dans un méme espace probabilisé.

Définition 8.2. Lot de probabilité d’un couple
Soit C = (X,Y). On appelle loi de C Uapplication Po : X (Q) x Y (2) — [0, 1] définie par

V(i) € X (Q) xY(Q), Po(zi,y) =P(X=z]0[Y =y]) =pi;
Définition 8.3. Lots marginales
» Loi de X : c’est Uapplication Px : X (2) — [0, 1] définie par
Vo, € X (), Px(z;)=P(X=1])=pie
» Loi de Y : c’est Uapplication Py :' Y (2) — [0, 1] définie par
Vy; €Y (), Py (y;) =P ([Y =y]) = pe;

Proposition 8.3. Lois marginales

» Loide X :Vx, € X (), P([X =1;]) = Z Dij
y; €Y (Q)

> Loide Y :Vy; €Y (Q),P(Y =y) = > pij
z;€X(Q)

Définition 8.4. Lois conditionnelles
» Loi conditionnelle de X sachant [Y = y;] avec P ([Y =y;]) #0

Ply—y, : X (Q) — [0,1] définic par Va; € X (), Py—y, (X = ay]) = 2oL,

De,j
» Loi conditionnelle de Y sachant [X = z;] avec P ([X = x;]) # 0
Pix—s, : Y (Q) — [0,1] définie par Vy; € Y (), Pix—p (Y = y;]) = Z_,g

Proposition 8.4. Caractérisation de la loi d’une fonction d’un couple
Notons Z = g (X,Y). Caractériser la loi de la v.a.r. Z, c’est donner :
> Z(Q)=g(X,Y)(Q) et pour tout z de Z (Q),

» P([Z=2)= Z P(X =z|N[Y =y]) tel que Z P(Z=z)=1.
{(%y)eX(Q)XY(Q) 2€2Z()
g9(z,y)==
Proposition 8.5. VI e P(Z(Q)), I=0,P([Z 1)) = Z P(X =2]n[Y =y]).
{(z,y)EX(Q)xY(Q)
g(zy)el

Théoréme 8.3. © Théoréme de transfert (admis)
Soit une application ¢ définie sur D DX () x Y (Q),

E(p(X,Y)) = > ey P (X =znY =y]) ssrley
(2,9)EX(Q) XY (Q)
Exemple 8.1. Soit X et Y deux variables discretes a valeurs dans IN*, alors en cas de convergence

. ) X 1 . .
absolue de la série en jeu, E <?> = Z EP (X =dn[Y =3].
(i,5)€(N*)?
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Conséquence 8.1. © Linéarité de l’espérance (admis)
Soit X etY deux v.a.r. admettant une espérance et soit a et b deux réels, alors

E(@X +bY)<oo et E(aX+bY)=aeE(X)+E(Y)
Remarque 8.1. (©) Le résultat reste valable pour les variables o densité et méme auz variables aléatoires
quelconques. Il se généralise au cas de n variables par récurrence.

Remarque 8.2. L’espérance est une forme linéaire positive sur le sous-espace vectoriel des variables
aléatoires (soit discrétes, soit continues) admettant une espérance.

Théoréme 8.4. § Théoréme de domination (admis)
Soit X et Y deux v.a.r. tel que 0 < |X| <Y ps. et E(Y) < o0 alors E (X) < oo et dans ce cas

[EX)| <E(Y)

Remarque 8.3. © Le résultat reste valable pour les variables o densité.

Remarque 8.4. L’inégalité X <Y ne suffit pas pour conclure car X pourrait étre négative et ne pas
admettre d’espérance.

3. Vecteurs discrets de dimension n > 2
Toutes les variables en jeu dans cette sous-section sont définies dans un méme espace probabilisé.
3.1. Généralités.

Définition 8.5. Lot d’un vecteur discret de dimension n > 2
Soit V= (X1,...,X,) dlors Py : X1 () x -+ x X,, (Q) — [0,1], définie par

V(@y,..oxn) € [[Xi (), Pv(@y,...,z0) =P (ﬂ (X = xi]>
i=1 i=1
Remarque 8.5. V() C X1 (Q) x --- x X, (Q)
Définition 8.6. Lois marginales de dimension un
Vk € [[1,71]], Ve € X (Q), PXk (:ck) =P ([Xk = Sﬂk])

Remarque 8.6. A Contrairement o ce que l’on pourrait croire, les lois marginales d’un vecteur de
dimension n ne sont pas uniquement de dimension un. Elles peuvent étre de dimension deux, trois etc ... (@
méditer!)

Proposition 8.6. Vk € [1,n]], Vi, € Xk (),

P ([X = 23]) = > p ﬂ (X = ]

(T15ee s Th— 15Tk 150, Tn ) € H Xm ()
me([l,n]—{k}

Théoréme 8.5. Théoréme de transfert
Soit V= (X1,...,X,) et @ une fonction définie sur R™ (il est suffisant d’avoir ¢ définie sur V (2)) alors

E(o(X1,...,Xn) = > o (21, wn) P ) [X) = =]
(1,00 ) EX1(2) XX X () j=1
ssr|cv| .
Conséquence 8.2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et Xq,..., X, n variables discrétes définies
sur un méme espace probabilisé admettant une espérance. Alors pour tout aq, ... ,a, réels,

E (Z aka> <oo et E (Z aka> = E(arXy)
k=1 k=1 k=1
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Remarque 8.7. A La linéarité de ’espérance n’exige pas l'indépendance des variables en jeu!

Proposition 8.7. Caractérisation de la loi d’une fonction d’un vecteur

n

Soitn>2 etV =(Xq,...,Xp) et @ une fonction définie sur une partie de R" contenant HXi (Q), alors
i=1

la loi de Z = ¢ (V) est caractérisée par la donnée de Z () C Im (p) et par celles de

P([Z=:)) = 3 P
{(x1,-.-,zn)eXl(Q)x~~~><Xn(Q) J
9(T1,esmn)=2

[X; = ;]

n

pour tout z de Z () avec

S P(z=2)=1

2€Z(Q)

Proposition 8.8. (admis) Soit Vi = (X1,...,X,,) et Vo = (Y1,...,Y,) et g définie sur au moins V1 (Q)
et V5 (Q) alors
(Vi ~V2) = (g (V1) ~ g (12))

3.2. Espérance conditionnelle.
Définition 8.7. § Espérance conditionnelle

VA€ A, P(A)#0, E(X|A)= Y aP,([X =z]) ssrct
z€X(Q)

Proposition 8.9. ®:VAec A, P(A)#0, E(X)<x)=(E(X|A4) <x).

Propriétés 8.1. © Soit X,Y,Z et T quatre v.a.r.d. et g une fonction de deux variables. Enfin a,b,c
trois constantes réelles.

» VreSx,Vee R, E(clg | [X =1z]) =c.

E(X1y-

> VyeSy, E(X|[Y =y]) = ﬂ (HP mais ... ).
» Ve eSx, E(aZ+bT |[X =z]) =aE(Z | [X =2z]) + VE (T | [X = x]) (linéarité).
> Si XLY alorsVz € Sx, E(Y |[X =z]) =E(Y) et Vy € Sy, E(X | [Y =y]) = E(X).
» E((X,Y)[[X=z])=E(g9(z,Y) | [X =1])
» [EY |[X =2z])| <E(|Y]]|[X ==]) (inégalité triangulaire)
» SiZ<Y alorsE(Z|[X =z]) <E(Y | [X =z]) (croissance de ’espérance)

Remarque 8.8. Ces propriétés restent valables en continu mais sont hors programme.

Remarque 8.9. Les espérances conditionnelles peuvent servir o construire des fonctions de régression
qui étudient la valeur moyenne d’une variable conditionnée par une autre.

Proposition 8.10. § Formule de l’espérance totale
Soit (A);c; un systéme complet d’événements tel que pour tout i € I, P (A;) # 0 alors

Viel, E(|X]|A4;) <o
(E(X) <o) <= § S E(X||A4)P(4) <

FEn cas d’existence
E(X)=) E(X|A4)P(4)
iel

Définition 8.8. (9 Fonctions de régression
Soit X et Y deux variables aléatoires telles que E (Y') < oo, alors on appelle fonction de régression de'Y sur
X, la fonction g1 : Sx — R définie par g1 (x) = E(Y | [X = z]) . De méme on appelle fonction de régression
de X sur'Y, la fonction g» : Sy — R définie par g2 (y) = E (X | [Y =y]) a condition que E (X) < oc.
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3.3. Covariance.
Définition 8.9. ®© : Soit (X,Y) € (52)2, Cov(X,)V)=E(X-E(X)) Y -E(Y))).

Remarque 8.10. ©© : Cette définition ne sert quasiment jamais au calcul d’une covariance car elle
n’est pas trés pratique a manipuler.

Remarque 8.11. ©© : La covariance entre deux variables aléatoires X et Y est une mesure de liaison
entre elles. Si le signe de la covariance est positif, cela s’interpréte en disant que si en moyenne l'une des
deux variables augmente, 'autre diminue. Et un signe négatif s’interpréte en disant qu’en moyenne si une
variable tend a augmenter, Uautre diminue.

Définition 8.10. Variables aléatoires non corrélées ou décorrélées

®@© : On dit que deux variables X et Y sont non corrélées ou décorrélées lorsque Cov (X,Y) = 0. A Cela
ne veut pas dire qu’elles sont indépendantes!

Remarque 8.12. ©© : A Faites toujours la distinction entre indépendant et non-corrélation. Ne
concluez jamais & l'indépendance aprés avoir obtenu un coefficient de corrélation nul!

Théoréme 8.6. Théoréme de Koenig-Huygens
®@ : Soit (X,Y) € (£2)?, Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

E§X2) <00

Proposition 8.11. ®© : E (¥2) < oo } = (E(XY) < )

Remarque 8.13. La proposition précédente donne une condition suffisante d’existence de la covariance
du couple (X,Y).

Propriétés 8.2. » ©© : Cov (X, X) =V (X) > 0 (positivité)

» ©© : Cov (X,Y) = Cov (Y, X) (symétrie)

> OO : Soit (X,Y,2) € (52)3 et ¥ (a,b) € R?, Cov (aX +bY, Z) = aCov (X, Z) +bCov (Y, Z) (linéa-

rité & gauche)

> ©0© : VX € L2 Vae R, Cov(X,alg) =0

> ©© : V(a,b) € R?, Cov(alg,blg) =0

> ©© : Soit (X,Y) € (£2)2 etV (a,b,c,d) € R*, Cov(aX +b,cY 4 d) = acCov (X,Y).

> ®© :Vke[l,n], Ve [1,m], Xy et Y, € L2, N\ et u, € R,

Cov (Z MeXgy > sz> = > M (Xe, Xe)  (bilinéarité)
k=1 £=1 (k,0)e[1,n]x[1,m]
Exemple 8.2. Cov (2X +3Y,Z - W) =2Cov (X, Z) —2Cov (X,W) +3Cov (Y, Z) — 3Cov (Y, W)
Remarque 8.14. 5)(© A La covariance ne définit pas en général un produit scalaire, sauf si l’'on se
réduit auz variables de L2 qui soient centrées et en assimilant variable nulle p.s. et variable nulle.
3.4. Matrice de covariance-variance.

Définition 8.11. Matrice de covariance-variance d’un vecteur aléatoire
® Soit pour tout k de [1,n], X € Efl, on appelle matrice de covariance-variance du vecteur aléatoire V =
(X1,...,Xn) la matrice sysmétrique réelle de S, (R) notée 'y, définie par Ty, = (Cov (Xi’Xj))(ij)Eﬂl ]2 -

Remarque 8.15. § La matrice de covariance-variance associée & un vecteur nous donne une idée de
la dispersion du vecteur.

Proposition 8.12. » © Si les variables X1, ..., X, dont indépendantes, Ty, est diagonale car toutes
les covariances Cov (X;, X;) (avec i # j) sont nulles.
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Proposition 8.13. Forme quadratique associée a I'y

aq n
V(ai,...,an) €R", "[ a1 - a, |Ty | : :V<ZXk>>O
a k=1

mn

Propriétés 8.3. La forme quadratique associée a T'yy montre que la matrice Ty, est positive et donc ses
valeurs propres sont positives ou nulles. Ainsi la matrice de covariance Ty est symétrique positive.

3.5. Variance d’une somme.
Propriétés 8.4. ®© : V(X,Y) € (£2)2 et ¥ (a,b) € R?, alors
V (aX +bY) = a*V (X) + bV (Y) + 2abCov (X,Y)
Exemple 8.3. V(2X —-Y) =4V (X)+V (Y) —4Cov (X,Y)
Propriétés 8.5. ©© : V (X1,...,X,) € (Ez)n etV (ay,...,a,) € R?,

\Ys (Zaka> => a3V (Xy)+2 Y aa;Cov(X;,X;) (HP mais ... )
k=1

k=1 1<i<j<n
Corollaire 8.1. Si de plus les variables X1, ..., X, sont de méme loi alors
n n ‘
A (Z aka> =nV (X)) + 2(2) Cov (X1,X2) (HP mais ... )
k=1

Proposition 8.14. Identité du parallélogramme
®© : Soit (X,Y) € (52)2 alors

VX)) + V) == (VX +Y)+ V(X —Y))

N =

Proposition 8.15. Identités de polarisation'
®© : Soit (X,Y) € (52)2 alors,

> Cov(X,Y) = - (V(X +Y)+ V(X —Y))
b Cov(X,Y) = - (V(X+Y) — V(X)—V(¥))
(X,Y)=5((V

» Cov (X)+V({Y)-V(X-Y))

DO DO | s

Remarque 8.16. On retrouve les identités remarquables précédentes pour les nombres et les produits
scalaires. En effet

(a+b)* = a® + 2ab + b?

(a—b)* = a2 — 2ab + b?

(a+b)* = (a—b)* = 4ab

o+ 0% = Jlull? + 2 (u, 0) + |0
s — )2 = flul? = 2 {u, ) + [l
o+ 0* = [lu = ol|* = 4 (u, v)

Proposition 8.16. ®© : Soit (X,Y) € (52)2 alors,
Cov (X +Y,X —Y) =V (X) = V()

Remarque 8.17. On retrouve l'identité remarquable précédente pour les nombres et les produits scalaires.
En effet
a?—b2=(a+b)(a—0b)
2 2
[[ul|* = lv]|" = (v +v,u —v)

1Une identité de polarisation permet d’exprimer une forme bilinéaire symétrique en fonction de la forme quadratique
associée.
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Proposition 8.17. ®© : 8i (X1,...,X,) € (£?)" indépendantes, alors

\Y% (ZXk> = ZV(Xk)
k=1 k=1

(additivité de la variance).

Remarque 8.18. A La réciproque est fausse.
3.6. Coefficient de corrélation linéaire.

Définition 8.12. Coefficient de corrélation linéaire
®© : Soit (X,Y) € (£2)2 tel que V(X)) #0 et V(Y) # 0 alors on appelle coefficient de corrélation linéaire

le nombre réel noté p (X,Y) défini par
Cov (X,Y Cov (X,Y

VX)V(Y) o(X)o(Y)

Remarque 8.19. S)© : Le coefficient de corrélation mesure la qualité d’une relation linéaire entre deux
variables X et Y. C’est un indicateur de dépendance linéaire entre les variables X et Y, c’est-a-dire d’a quel
point Y peut étre approchée par des fonctions affines de X.

Propriétés 8.6. S©) : Le coefficient de corrélation est invariant par changement d’échelle
V(a,b,c) e R* xR?, p(aX +b,aY +¢)=p(X,Y)

Si de plus d # 0,
lp(aX +b,dY + )| = |p(X,Y)]

Propriétés 8.7. L’inégalité de Cauchy-Schwarz (ICS)
> OO : Soit (X,Y) € (52)2 tel que V(X) #0 et V(Y) #0 alors |p(X,Y)| <1 soit
|Cov (X, V)| <o (X)o(Y)
» Q0 : (lp(X,Y)| =1 F(a, b)) e R* xR |Y =aX + b ps.)
Remarque 8.20. ©© : Plus |p(X,Y)| est proche de 1, plus Uajustement linéaire entre X et Y est
pertinent.

3.7. Indépendance.
3.7.1. Définition et proposition.

Définition 8.13. @© : Soit n > 2 et Xq ... LX,, (on dit que les variables sont indépéndantes ou

mutuellement indépendantes) lorsque pour tous By, ..., By, boréliens de R on a
P (ﬂ [X; € Bi]> =[[P(x: € Bi])
i=1 i=1

Proposition 8.18. Deux caractérisations de l'indépendance de n > 2 v.a.r. (adm’is)

n
» OO : (XliL...JLXn)@(Soit Iy, ..., I,, n intervalles de ]R,P(m [X; 6]) HP ([X; € L))
i=1
n

> (Xil.. LX) e (V(21,...,2,) e R",P (ﬁ X-<:t:¢]> =HP([X¢SSL‘¢]))

i=1

Proposition 8.19. Une caractérisation de l’indépendance de n > 2 v.a.r. discrétes (admis)

@:(XliL...JLXn)@(V(xl,...,asn)eﬁXi( (m —xl> HP i =)
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Proposition 8.20. ®©© Soit X une variable certaine, alors pour toute variable aléatoire Y on a X LY.
Ceci reste valable si X = a p.s. (a € R). Autrement dit toute variable aléatoire certaine ou quasi-certaine
est indépendante (au sens du calcul des probabilités) de toute autre variable.

Proposition 8.21. ©)© : Pour tout X wvariable aléatoire et pour tout a réel , X Lalg.

Remarque 8.21. Autrement dit, toute variable constante est indépendante de toute variable y compris
d’elle-méme.

Remarque 8.22. i 1l n’y a aucune relation entre la notion d’indépendance et celle d’indépendance
conditionnelle.
Prenez 'ezemple de deux variables X1 et Xo i.i.d. tel que X; — B(p). Soit Sy = X1 + Xo leur somme.
Alors d’évidence Sz prend la valeur 0 avec une probabilité non nulle et Ps,—q ([X1=1]) > 0 de méme
Pig,—q ([X2 = 1]) > 0 alors que Ps,—o) ([X1 = 1] N [X2 =1]) = 0.
Ainsi Ps,—o ([X1 = 1] N [X2 = 1]) # Pls,—q] ([X1 = 1]) P[5, =] ([X2 = 1]).

3.7.2. Le lemme des coalition ou la stabilité de l'indépendance par composition.

Proposition 8.22. (Cas de deux variables admis) ®© : Soit X,Y deux variables et soit (¢, 1)) €
FUIR)xFIR)|IDX(Q) et JDOY (Q) alors p(X), ¥ (Y) restent des variables, et

(XLY) = (p(X) Ly (V)

Remarque 8.23. A La réciproque est fausse. En effet considérer les variables X etY tel que Y = X?
etp:t—6eth:t— 7, alors o (X)L (Y) bien que les variables X et Y ne soient pas indépendantes.

Proposition 8.23. (Cas de n variables admis) Q) : Soitn > 2 et Xi,..., X, n variables et pour
tout (p,) € F(D,R) x F(D',R) tel que D D X7 (2) x -+ X X3 (Q) et D' D Xpy1 () x -+ x X, (Q) 0w
pour tout k € [1,n —1], ¢ (X1,..., Xk) et ¥ (Xpt1,...,Xyn) restent des variables alors

Vk € [[1,71— 1]], (XliLJLXn) = ((p (Xl,...,Xk) JLw (Xk+1,...,Xn))

Remarque 8.24. A Cette propriété peut s’étendre o un nombre fini de fonctions s’appliquant a une
partition des variables et en particulier au cas de (p; (X1), 02 (X2),..., 0, (Xn)) -

Exemple 8.4. Pour n et m deuxr entiers naturels non nuls et des v.a.r. indépendantes X1, ..., Xy,
n n+m
Xnt1s- s Xntm les sommes de paquets disjoints ZXi et Z X; sont des variables indépendantes.
i=1 j=n+1

Proposition 8.24. (admis) ®@© : Vn > 2,V (X1,...,X,) € (£4)",

sty = (o(1x) <o (fL) -[fe)

i=1 i=1

Proposition 8.25. ©© : V(X,Y) € (£2)2, (XLY) = (Cov(X,Y)=0)

Remarque 8.25. A La réciproque est fausse en général (sauf si les deux variables sont au plus binaires
ou gaussiennes (HP mais ... )

Remarque 8.26. A La réciproque est fausse. En effet considérer X — U ({—1,0,1}) et Y = X2
Proposition 8.26. ®© : V(X,Y) € (52)2 , (Cov (X,Y) #0) = non(XLY) (par contraposée)
Proposition 8.27. ®@ : ¥ (X,Y) € (£2)°, (XLY) = (p(X,Y) =0)

Remarque 8.27. A La réciproque est fausse en général (sauf si les deux variables sont au plus binaires
ou gaussiennes (HP mais ... )
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Proposition 8.28. ®© : V(X,Y) € (52)2 (p(X,Y) #0) = non(XLY) (par contraposée)

Proposition 8.29. ® : <V (X,Y) e (Ll) et XJLY ({ g X| Y _ ZJB ggf)) >
ouVy; €Y (Q), P([Y =y;]) #0 et Va; € X (Q), P ([X = x;]) #0.

Proposition 8.30. (admis) @C© : Vn > 2, V(Xl,...,X )eR", V(Xyq,...,X,) € (ﬁz)n

(XiL... LX) ( (Za ) <ooetV (Z:ax> = Zafv (Xi)>

(quadraticité de la variance)
3.7.3. Convolution.

Définition 8.14. Produit de convolution
» S On appelle produit de convolution de deux suites (également appelé produit de Cauchy) u et v, la

suite w définie par
n
VnelN, w,= g Uv; = E Uk Vn—k
k=0

{(z}j)ENQ

i+j=n

» © On appelle produit de convolution de deux fonctions f et g, la fonction notée f x g définie en tout
réel x ou elle existe, par

+o0
(f*g)(fv)Z/ f(t)g(w—tydt

—00

Remarque 8.28. (©) L’intégrale est convergente, par exemple, si au moins une des deuz fonctions f ou
g est a support compact.

Remarque 8.29. 5)(© A Le théoréme qui va suivre ne s’emploie qu’en cas de recherche de la loi de
la somme de deuz v.a.r. X et'Y indépendantes. Il existe des exceptions, par exemple avec des variables de
Cauchy dépendantes, mais ce n’est pas au programme.

Théoréme 8.7. (admis)

» O Soit X etY avec X LY alors

Vze(X+Y)(Q), P(X+Y=2))= >  P(X=a)P(Y=2-2)

zeX(Q
z| 271'6}(/(5)2)

» © Soit X etY avec X LY alors la fonction fx.y définie par

400 +oo
VzeR, fxyv(2)= fx (@) fy (z—t)dt = fx (z—1) fy (t)dt

—0o0

est une densité, a condition que fxiy soit définie et continue presque partout, ce qui est le cas,
condition suffisante, si au moins l'une des deux densités est bornée (c’est-a-dire que l'une des deux
densités est nulle en dehors d’un compact [—R, R] avec R > 0), et on note

Ixvy = fx* fy
Remarque 8.30. On dit que la loi de la somme est la convolée des lois de X et de'Y.

Remarque 8.31. Un excellent moyen de s’entrainer ¢ “convoler”, que ce soit en discret ou en continu,
consiste a prendre deuzx variables uniformes indépendantes.

Remarque 8.32. En continu il est trés fortement conseillé de déterminer les valeurs de t pour lesquelles
le produit fx (t) fy (z —t) soit fx (z—t) fy (t) nest pas nul.

Propriétés 8.8. (©
» Le produit de convolution est commutatif et associatif. Autrement dit avec les notations en continu

Ixiv=fxxfr=[fr*xfx et (fx*xfyv)*fz=Ffx*(fyr*[fz)
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» D’autre part (fx, fy) — fx * fy est une forme bilinéaire.

» Il n’existe pas de fonction e tel que fxe =ex f = f. Autrement dit, le produit de convolution n’admet
pas d’élément neutre.

Conséquence 8.3. Le théoréme de convolution nous permet de conclure les lois Binomiale, de Poisson,
gamma et normale sont stables par convolution. Il y en a beaucoup d’autres ...

4. Droites de régression
Définition 8.15.

Proposition 8.31. Droites de régression
» (S : Droite de régression de Y en X.
Elle est notée A et a pour équation :
v (Cov (X,Y)
V(X)
» (O : Droite de régression de X en'Y.
Elle est notée A’ et a pour équation :
s (Cov(X,Y)
B ( V()

)(X—E(X))—i—E(Y)

)(YE(Y))+E(X)

Remarque 8.33. Ces équations de droite restent valables en continu mais ne sont pas au programime.

5. Produit scalaire dans £2

Proposition 8.32. Produit scalaire et norme associée dans L2 (HP mais ... déja tombé!)
®© : L’application
0 (X,Y) € (£2)° — p(X,Y) = B(XY)
définit un produit scalaire dans L2 en assimilant variable nulle p.s. et variable nulle. La norme associée est
définie par
VX €L’ | X]|=¢(X X)=E(X?)

Exemple 8.5. VX € L2, on peut écrire que V (X) = ¢ (X —E(X),X —E(X)). Dot linterprétation
de la variance comme ’écart quadratique moyen de X a son espérance, et la distance de X & son espérance
est appelée écart-type de X.



CHAPITRE 9

Inégalités probabilistes

1. Inégalités de concentration

Définition 9.1. ©© : On appelle inégalité de concentration, toute inégalité donmant une magjoration du
type (f étant une fonction explicite)

P (X -EX)|>4]) < f(2)

Théoréme 9.1. Inégalité de Markov (IM)
» ©© : Soit X € L' a valeurs positives, alors

E(X
Ve>0, P([X>¢]) < i )
(IM & Uordre 1)
» O© : Ce qui se généralise a l'ordre v pour r € IN¥,
Ve>0, P([X>¢]) < ES«( )

(IM & Uordre r)
» ®© : (HP mais ... ) Sig: I — IR} estune fonction bijective et strictement croissante sur I O X (2)
alors

Ve>0, P([X>¢e])=P(p(X)=¢()]) <

Remarque 9.1. ©© : Dans le cas d’une variable X de signe quelconque on a

E (| X
ve> 0, (x| d) < 2D
et en généralisant
E (X"
Vre IN*, Ve>0, P([|X]|">¢]) < %
Théoréme 9.2. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (IBT)
» Q© : Soit X € L? admettant une variance non nulle, alors
V(X
Ve >0, P(IX ~B(X) 2 ) < YL
» O© : (HP mais ... ) Ce qui se généralise & l'ordre v par
V(X7

Vre N*, Ve>0, P(|X -—E(X)|>¢]) <

ET’
Remarque 9.2. Dans le cas ot € > 1, la “morale” est la suivante : plus X admet un moment d’ordre

élevé (on dit aussi plus elle est intégrable), plus elle est concentrée autour de sa moyenne.

Théoréme 9.3. Inégalité de Chernoff (HP mais ... )
®© : Soit X une v.a.r. alors pour tout t réel et tout a > 0

P(X >t]) <e™E(e*) et P([X <t]) <e ™E (e ¥)
sous réserve d’existence des espérances en jeu.
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2. Inégalités de moments

2.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz (ICS).
Théoréme 9.4. » G© : Soit (X,Y) € (52)2 alors Cov (X,Y) < oo et
(Cov (X,Y))2 < V(X)V(Y)
D’autres versions
» OO : Soit (X,Y) € (52)2 alors E(XY) < oo et
(E(XY))’ <E(X?)E(Y?)
Le cas d’égalité est atteint lorsqu’il existe un réel a non nul tel que Y = aX p.s.
> ®© : Soit (X,Y) € (52)2 alors E (XY) < oo et
[E(XY)| <E(XY]) < VE(X?)E(Y?)
Exemple 9.1. E (| X]) < \/m
Remarque 9.3. On peut utiliser ’ICS & partir d’une variable X positive, en remarquant que l’on peut
écrire X = X1(x~q]-
Remarque 9.4. Avec le produit scalaire défini en proposition 8.32, I'ICS peut s’écrire ((X, Y))2 <
IX|?||Y|]*. (HP mais ... )
2.2. Inégalité triangulaire.
Théoréme 9.5. ©© : Soit X et'Y telles que E(X) < 00 et E(Y) < 00 alors
E(X+Y|)<oo et E(X+Y])<E(X|)+E(Y])
Remarque 9.5. ©© : Cette inégalité se généralise au cas de n variables aléatoires.

2.3. Inégalité de Jensen (HP mais ... )

Théoréme 9.6. Q© : Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un intervalle I et ¢ une fonction
convexe sur un intervalle I D X (Q), alors st X et ¢ (X) admettent une espérance on a,

¢ (E(X)) <E(p(X))

Remarque 9.6. ©O© : A En général ¢ (E (X)) #E (¢ (X)).
Exemple 9.2. » exp (E (X)) < E (exp (X))
1
- < all
E(X)~ E X
» E(X)| <E(|X]|) (inégalité triangulaire)
> (B(X)) <E(X?)
> In(E (X)) > E (In (X))
» VE(X)>E (\/X)
2.4. Condition suffisante d’existence de ’espérance du produit de deux variables aléatoires.
Proposition 9.1. ®© : Soit (X,Y) € (52)2 alors E (| XY]) < 0o et
E (X?) +E(Y?)
2

Corollaire 9.1. ®@© : Soit X € L2 alors E (| X|) < oo et
1+E(X?)

2
Remarque 9.7. On retrouve avec ce dernier résultat par domination

(E(X?) <o) = (E(X) <)

>

E(XY]) <

E (|X]) <
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2.5. Une inégalité avec une variable indicatrice.

Proposition 9.2. ®© : Ve > 0, E (X1x<.) <e.

Remarque 9.8. Ce résultat n'est pas dans le cours, il faut donc savoir le démontrer.
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CHAPITRE 10

Convergences

1. Convergence en probabilités
Définition 10.1. ®© : (Xn),>; X lorsque
Ve > 0, lirf P(|X,—X|>¢])=0

soit encore
Ve >0, lirf P(|X,—X|<e])=1

Remarque 10.1. Toutes les variables en jeu étant définies sur le méme espace probabilisé, c’est ce que
l’on appelle une convergence spaciale.

Remarque 10.2. ®© : Ve >0, [|X,, — X| > ¢] C “Xn - X|> %} :
Propriétés 10.1. ®O ¢ ((Xu),z1 — X) & (X0 = X),, 220,

Propriétés 10.2. O@ : ((Xn)n>1 P, X) A ( lim E(X,)=E(X) et lim V(X,-X)= 0>
= n—-4oo n—-1+0oo

Propriétés 10.3. ®© : ( lim E(X,—-X)=0cR et hm V(X,-X)= 0> = ((Xn)nZl N X)

n——4oo n—-+oo

Corollaire 10.1. ©© : ( lirf E(X,)=acRet lirf V(X,) = 0) = <(Xn)n21 £, a)

Propriétés 10.4. (HP mais ... & savoir démontrer ...)

> OO : ((1Xal)z1 == 0) & ((Xa),z —0)

> OO (Ka)yor — X et (Xu)yoy =2 V) = (X =Y ps.)

> Q@ : V(a,h) € R (Xn)yoy = X et (Ya)yoy - Y) = ((aXn +5Y),51 = aX +5Y)

/N

> OO (Ka)yst = X et (V)yoy V) = ((Xa¥a)ny —o XY)
> OO : ( Xo)pso1 — X et (Vi) s LY) = ((%) L% avee P ([Y = 0]) :0)

Théoréme 10.1. Théoréme de composition (admis)
O© : 8i (Xn),>1 L, X et si f €C°(RIR) alors

P
(f (X"L))nZI — f(X)
Remarque 10.3. Il est suffisant d’avoir f continue sur un intervalle I tel que P ([X € I]) = 1, mais ce

n’est pas dit dans le programme.

Remarque 10.4. S)(© : Ce résultat s’applique essentiellement en concours aux transformations affines,
exponentielles, o la valeur absolue, a I’élévation & une puissance entiére.

Théoréme 10.2. Lot faible des grands nombres
®© : Soit (Xy),,>, une suite de variables indépendantes, d’espérance commune m et de variance commune
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— 1<
2. Soit X,, = — X5 al
o o1 nkZ:l L alors

1 n
Propriétés 10.5. © : SiVk € [1,n], Xi — B(p) alors en posant F,, = " ZXk on a,
k=1
pl—-p) _ 1
<
ne? T 4neg?

¥e >0, P(|F,—p|>e))<

2. Convergence en loi

Définition 10.2. ®© : (X»),>, N lorsque lim Fx (x) = Fx (x) en tout point x ot Fx est

n—-4+oo
continue.

Remarque 10.5. Les fonctions Fx, et Fx représentent la fonction de répartition de X, (resp. de X ),
les variables en jeu nont pas l’obligation d’étre définies sur le méme espace. La convergence en loi n’est donc
pas une convergence spaciale.

Remarque 10.6. On évitera une écriture abusive du type (X), £, N (0,1) alors qu’en toute Tigueur
on doit écrire (Xy),,5, Lo X ou X = N(0,1). )
Proposition 10.1. S)(© : Soit a et b deux réels tel que a < b alors on a
lim P(la<X,<0b)=P(la<X <)

n—-+oo

Proposition 10.2. ®: ( (X, £ x & (VekeZ, lim P(X,=k)=P(X =k ot les va-
n>1

n—-+oo
riables X, et X sont a valeurs dans Z.

Remarque 10.7. A N’employer cette proposition qu’en cas ot vous soyez sirs de connaitre la nature
discréte de TOUTES les variables en jeu.

Théoréme 10.3. Théoréme de composition (admis)
®© : Si (Xn),>1 £, X et si f€CY(R,R) alors on a
£
(f (X"L))nZI — f(X)

Remarque 10.8. Il est suffisant d’avoir f continue sur un intervalle I tel que P ([X € I]) = 1, mais ce
nest pas dit dans le programme.

Remarque 10.9. Q)© : Ce résultat s’applique essentiellement en concours aux transformations affines,
exponentielles, a la valeur absolue, o I’élévation & une puissance entiére.

Théoréme 10.4. Théoréme de Slutsky (admis)

£

X X
Propriétés 10.6. ©© : (Xn)ps1 —

£
= (Xn+Yn),»; — X +c
(Yn)nzl LCG]R } " "/nz1

PP (Xn)n>1 i) X £
Propriétés 10.7. ©© : B = (XnYn)y> — X
(Yn)n21 —ceR -

Remarque 10.10. A Slutsky mélange les types de convergence.
Théoréme 10.5. Théoréme central limite (TCL) (admis)
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> OO : Soit (Xy),>, ii.d. alors (Sy),5, £, N oa N — N (0,1) ou pour tout n € IN*, S,, = ZXk;
k=1
* S’n - E (Sn) .
et Sk = = (50) ot o (Sy) > 0.
Autrement dit pour tout x € IR,
o1 2
lim P([Si<a])=®(x)= [ —e /2t
Jim P <a) 0@ = [ =
S’n —np
oy/n

» S© : Le TCL existe aussi en “version moyenne”, c’est-a-dire qu’en utilisant les mémes notations et

1
en posant X,, = — E X alors
"=

En posant Vn > 1, E(X,,) = p et V(X,,) = o2, alors ( > £, N ou N — N (0,1).
n>1

ot N — N (0,1).

Remarque 10.11. A On ne dit pas théoréme de la limite centrée !
Corollaire 10.2. (admis) ®© : V(a,b) € R? a < b,

lim P aSS"n—E(XI)Sb :L/e_t/zdt
n— -0 nV (Xl) \/ﬁ a

3. Liens entre ces deux types de convergence

Proposition 10.3. » (HP mais ... ) ©®© : Soit (X,),~, et X des variables définies sur le méme
espace probabilisé, alors B

(K)o == X) = (Xn)yoy = X

Remarque 10.12. La réciproque de cette implication est fausse, il suffit de considérer X, = (—1)" X
ou X — N(0,1).

Proposition 10.4. > ©©:VaelR, <(Xn)n21 2, a) & <(Xn)n>1 N a) .






CHAPITRE 11

Approximations

Proposition 11.1. Binomiale par Poisson
Vn € N*, X,, < B (n,p,) avec 1113 npn, = A >0, alors (X;,),,>, L Xo0uX 7P (A\) (conditions : n > 30
etp<0,1).

Proposition 11.2. Binomiale par Normale (admis)
n
Soit pour tout n € N*, X,, — B(p) des variables indépendantes, ainsi S, = Z Xy — B(n,p). Alors
k=1
. £
(Sn)nzl — N
ot N — N (0,1) avec pour tout n € IN*,
Sn —np

§F = 2 E
np (1 —p)

(conditions n > 30, np > 5 et ng > 5).

Proposition 11.3. Poisson par Normale (admis)

Soit pour tout X,, — P (A) des variables aléatoires indépendantes, ainsi S, = ZXk — P (nA). Alors
k=1
X £
(Sn)nzl — N
ot N — N (0,1) avec pour tout n € IN*,
. Sn—nA
Sy = ——
Vn

(condition \ > 15).
Remarque 11.1. Le programme stipule que les conditions d’approximation devront étre systématique-

ment rappelées dans l’énoncé, mais malgré tout il serait bon d’avoir un ordre de grandeur en téte pour les
orauUT ...
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CHAPITRE 12

Estimation inférentielle

1. Estimation ponctuelle

La statistique inférentielle est une branche des mathématiques permettant d’estimer des caractéristiques
d’une population o partir des données fournies par un échantillon représentatif issue de cette population.

1.1. Généralités
. Soit n € IN* et # € © ou © est une partie de R et g : © — IR. Le but de 'estimation inférentielle est
celle de l'estimation d’un parameétre g (6) d’une loi suivie par une variable X dont on connait la loi générique
(mais non les parameétres) appartenant a une famille de loi notée pg.

Définition 12.1. n—échantillon d’une variable aléatoire
®© : On appelle un n—échantillon (X1,...,X,) d’une variable X dont on cherche & estimer un ou des
parameétres de sa loi (connue), un vecteur aléatoire de dimension n constitué de variables Xy, i.i.d. suivant
toutes la loi de X.

Définition 12.2. Statistique ou estimateur d’un paramétre
®© : Soit (X1,...,X,) un n—échantillon de X, et ¢ : R"™ — IR. On appelle statistique ou estimateur de
g () toute suite de variables aléatoires (T),),~, o pour tout n € N*, T,, = ¢ (X1,...,X,,) est indépendante
de 0 et dont les valeurs appartiennent a g (©).

Définition 12.3. Estimation
®© : On appelle estimation de g (0) toute réalisation de la variable T,, soit o (X1 (w),..., X, (w)) = ¢ (x1,...
ot w € .

Définition 12.4. Estimateur convergent ou consistant d’un paramétre
®@© : On dit qu’un estimateur est convergent ou consistant lorsque

(Tn)psr — 9(0)

Définition 12.5. Biais d’un estimateur T, par rapport a g (0)
®© : C’est un réel noté by (T,,) définit par bg (T,) = Eo (T, — g (9)) .
» O© : SiV0 €O, by (T,) =0 on dit que l’estimateur est sans biais.
» ©0©: SiVleo, nEI-ir-loo bo (T,) = 0 on dit que l’estimateur est asymptotiquement sans biais.

Proposition 12.1. Conditions suffisantes qu’un estimateur soit convergent ou consistant

> QO : (bg (T.) =0t lim Vy(T,)= 0) = ((T)yzs = 90))

> OO : (nll)rfoo bg (T,) =0et lim Vy(T,) = O) = ((Tn)n>1 L. (9))

n—-+o0o

Définition 12.6. Risque quadratique moyen
®© : C’est le nombre réel noté ry (T,,) défini par

Vo e @, ) (Tn) =Ey <(Tn -9 (9))2>

Remarque 12.1. ©@© : V0 € ©, 7y (T,) = | T — g (0)||* (HP mais ... )
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Proposition 12.2. §© : V0 € O, ry (T,) = Eg <(Tn —g (9))2>

n—-+4oo

Proposition 12.3. ©© : V0 € O, ( lim 7y (T,) = 0) = ((Tn)n21 X, g (9))

Proposition 12.4. ®© : V0 € O, 1y (T,,) = Vo (T3,) + b3 (T},)
Proposition 12.5. ©© : V0 € O, (19 (T),) = Vo (Ty)) < (b (T},) = 0)

n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o

Proposition 12.6. ©© : V0 € O, ( lim 7 (T,,) = 0) & ( lim Vg (T,)=0et lim by(T,) = 0>

Remarque 12.2. ©© : Le meilleur moyen de comparer deux estimateurs sera de prendre celui dont le
risque quadratique est le plus petit.

1.2. Exemples d’estimateurs de paramétres usuels et sans biais et convergents.

1.2.1. Moyenne empirique
. Situation : Soit une variable X suivant une loi d’espérance inconnue p € IR mais de variance 0% € IR,
connue.

Définition 12.7. Moyenne empirique
®© : Soit (X1,...,X,) un n—échantillon de X d’espérance inconnue X, on appelle moyenne empirique la
- _ 1 n
variable aléatoire X,, définie pour tout n € IN* par X,, = — > Xy ou pour tout k € [L,n], E, (X) = p
n

k=1
(inconnue).

| %

Proposition 12.7. ®© : Vu € R, E, Xn) =petVy, (X_n) =2
n

Proposition 12.8. » © : (Vk € [1,n], X — N (p,0?)) = (E — N <u,%2>) ot b € R et
o? e R}
> OO : (Vke[L,n], Xp SN (1,0%)) = (X_n?/\/’(u,%)> par le TCL pour n grand ot € R et
o? e R}

[V

P

Proposition 12.9. ®© : (X,,), ., — .

1.2.2. Fréquence empirique
. Situation : Soit une variable aléatoire X tel que X < B (p) o p est un réel de ]0, 1] inconnu donc a estimer.

Définition 12.8. Fréquence empirique
® : Soit (X1,...,X,) un n—échantillon de X — B (p) d’espérance inconnue p. On appelle fréquence empi-
rique la variable aléatoire F,, définie par

1 n
VneN*, F,= EZX,C
k=1
avec pour tout k € [1,n], Xy — B(p) ot p est inconnu.

1_
Proposition 12.10. Vn € IN*, Vp € ]0,1[, E, (F),) =p et V, (F,) = w

1—
Proposition 12.11. F,, — N (p, u) par le TCL pour n grand, np > 5 et np (1 — p) > 5.
~ n

Proposition 12.12. (F},),+, Lp.
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1.2.3. Variance empirique
. Situation : Soit une variable X suivant une loi d’espérance connue p € IR mais de variance inconnue
o? e R}

Définition 12.9. Variance empirique
® : Soit (X1,...,Xy) un n—échantillon tel que pour tout k € [1,n], E, (Xi) = p et Vo (Xy) = 02 inconnu.
On appelle variance empirique la variable aléatoire S% définie par

1 & 2
Vn € IN*, Sg:EZ(Xan)
k=1

Définition 12.10. Variance empirique rectifiée (HP mais ... )
® : Soit (X1,...,X,) un n—échantillon tel que pour tout k € [1,n], E, (Xi) = p et Vo (X}) = o2 inconnu.
On appelle variance empirique la variable aléatoire S% définie par

1 Z(Xk_X—n)Q

k=1

vneN, §=——

1o —
Proposition 12.13. ®@© : Vn € N*, 52 = - ZX,? - (Xn)2 (a savoir retrouver).
k=1

n—1

Proposition 12.14. ®@© : Vn € N*, Vo € R}, E, (52) = ( -

> a? (a savoir retrouver).

-1
Proposition 12.15. ®O© : ((n ) S%) L, 52 (¢ savoir retrouver).
n

Proposition 12.16. ®© : Yn € IN*, Vo € R, E, (@) =02 (a savoir retrouver) (HP mais ... ).
Proposition 12.17. ®O© : (3‘2) L, 02 (a savoir retrouver) (HP mais ... ).

2. Estimation par intervalle de confiance

Définition 12.11. Intervalle de confiance d’un paramétre
®© : L’intervalle aléatoire [U,, Vy] est intervalle de confiance de g (0) au niveau de confiance 1 — a (ou de
risque o) si
Py ([Un,Va]29(0)) 21—«

ot U, et V,, sont deux estimateurs g (0). Sa réalisation est 'estimation de cet intervalle de confiance.

Remarque 12.3. Un intervalle de confiance peut se construire o l’aide de plusieurs outils : IM, IBT,
méthode analytique (polynome) ou o Uaide d’autres inégalités améliorant les deux premiéres citées. Toutes
ces méthodes sont déja tombées au cours des années.

Définition 12.12. Intervalle de confiance asymptotique d’un paramétre
®© : L’intervalle aléatoire [Uy, Vy] est intervalle de confiance asymptotique de g (0) au niveau de confiance
1 — « (ou de risque ) si il existe une suite (Oln)nzl telle que (Ozn)n21 soit convergente vers o et

Py ([Un;Va]29(0) 21—y

donc
hm Pe ([Un7 Vn] = g (0)) Z 1 -«

n—-+4oo

ot Uy, et V,, sont deux estimateurs g (0).

Remarque 12.4. Un intervalle asymptotique s’obtient donc par une limite via le TCL ou bien par
encadrement & partir de UIM soit UIBT wvoire d’autres inégalités présentées dans un sujet (comme Chernoff,
Hoeffding et bien d’autres ...).

2.1. Estimation par intervalle de confiance d’une proportion.
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2.1.1. Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 12.18. Nous avons

1 1
IC“(p)[F”z\/@ ; F”JFQ\/@}

2.1.2. Par le théoréme de la limite centrée

Proposition 12.19. Nous avons

Fn 17Fn Fn 17Fn
1Ca (p) = [ Fn*ul—a/Z\/¥ ; F7L+u1—a/2\/¥ ]

ol
Uy =071 (1 —/2)
et Y Y
ICy (p) C [ F, — ;%2 P+ ;:/_“Tf ]

a condition que
min (N, Nug,, n (1 —uy,),n (1 —wv,)) >5

2.2. Estimation par intervalle de confiance asymptotique d’une moyenne de loi normale de
variance donnée.

Proposition 12.20. Nous avons
R g —_— g
ICa ([J,) = |: XTL - ul—a/2\/ﬁ ; X'n, +U1—a/2\/’ﬁ :|

ot
Uy =07 (1 —/2)

a condition que n > 30. Dans le cas ou o est inconnu, on pourra l’estimer par la réalisation de

notée s dans l’échantillon, ce qui donne

JE— S — S
1C, (p,) = |: Xn 7“1—&/2% ) Xn+ul—a/2% :|



CHAPITRE 13

Zoologie des lois usuelles du programme

Les lois sont classées par ordre alphabétique.

1. Loi de Bernoulli S

Notation : X — B (p) avec p €]0,1].
Parameétre : p
Epreuve type : épreuve amenant deux issues seulement : soit succés soit échec.
X () ={0,1}
P(X=0)=1-peP([X=1])=p
0 si x<0
VeeR, Fx (z) =< 1—p si z€]0,1]
1 si z>1

vVVvyYVYyYVYY

v

(1-X <= B(1-p))
(X — B(1,p))
V> 1, (X — B(p)) © (X" — B(p))

YyVvyvVYyYVYY

>

(

& \
&=
\./\_//):.\

n

X1,..., Xy iid (Vk e [1,n], X — B(p) = (ZX" — B(n,p)) . Autrement dit
k=1

v

2. Variable indicatrice ©

0 si A
1 si A

Remarque 13.1. Par définition une variable indicatrice est donc une variable de Bernoulli.

Définition 13.1. VAc A, 14 = {

» Notation : 14
» Parameétre : P (4)
» Epreuve type : épreuve de Bernoulli.
» 1, () ={0,1}
» P((14=1])=P(A) et P([14 =0]) =P (4)
0 si x<0
> VzeR, Fi,(x)=< 1-P(4) si xz€][0,1]
1 si z>1
» E(14)=P(A)
> V(14)=P(A)(1-P(4)
» lanp = 14lp (ce qui se généralise par récurrence)
» Vn > 1, (1,4)” =1y
» laup =14+ 1 — 1415 (la généralisation est hors programme)
» liap =114 —15]

3. Loi binomiale (5

Notation : X < B(n,p) avec n € IN* et p € ]0,1]
Parameétres : n et p

Epreuve type : succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
X (Q) =[0,7n]

vVvyyvyy

53
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vhe ol P(X k) = ()0 -
E(X)=mnp

V(X)=np(1l-p)

(X = B(n,p)) ¢ (n— X = Bln,1p)
(X~ B(p) ¢ (X — B(1,p)

X1,..., Xy ti.d. (Vk € [1,n], X), — B(p)) = (iXk‘ — B(n,p)>

k=1
Stabilité de la loi binomiale par convolution

J4
B(ni,p) - % B(ne,p) =B (an,p>
k=1

vvyvyVvy v

v Vv

» Approximations
> (X — B(n,p) et n>30,p<0,1)= (X?'P(np))

X < B(n,p)

" n>30,np>5, np(l-p) =5 }:3 (X?N(”p’”p(lfp)»

4. Loi de Dirac (ou loi certaine) ©

» Notation : X — ., ot c€ R
» Parameétre : ¢
» Epreuve type : numéro associée a une boule tirée d’une urne ne contenant que des boules portant le
numéro c.
» X (Q)={c}
» P([X=¢)=1
0 si z<c
VVSEG]R,F)((I'): 1 si 2>¢
» E(X)=c
» V(X)=0
» (V(X)=0) < (X <. p.s.)
> (E(X?) =0) & (X = by p.s)
» Toute variable certaine est indépendante de toute autre, y compris d’elle-méme.

5. Loi exponentielle (©

» Notation : X — £()) ou A € RY.

» Parameétre : A\

» Epreuve type : temps d’attente entre deux phénoménes indépendants tels que des arrivées a un
guichet, ou des appels téléphoniques ...

» X (Q) =Ry ps.
> Vz € R, fx (z) = e M1g, (z)
> Vo eR, Fx (z) = (1—e¢ ) 1g, (2)
1

E(X)=-
> B -3
> V(X):F |
» Vne N, E(X") = i (HP mais bon & savoir ...)

= 3%
» Absence de mémoire

(X = EWN) & (V(z,y) € RY, Pixoy (X >z +y]) =P (X >y]), autrement dit ce qui s’est passé
sur Uintervalle de |—o0, x| n'affecte en rien ce qui se passera sur lintervalle |x,x + y| .

> Va >0, (XQE(A))‘:*(‘IX%E(A))

> VA0, (X E(1) & gqs@))
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ot
[S23

X—=EW)e (A —=£(1)

vwyy
t ta <C
—_~— >

1
> VA0, EN)*---xEN) =T (X,n> (loi d’Erlang HP mais ... )

> i% Contrairement & une légende urbaine, la loi exponentielle n’est pas stable par convolution !

6. Loi gamma a un seul parameétre (©

*

Notation : X — v (v) avec v € R
Parameétre : v

X (Q) =R ps. e

Ve € R, fx (z) = %hﬁ ()
E(X)=v

V(X)=wv

7(1)=£&(1)
E)x---xE(1) =v(n)
\—,_/

n fois

v (v1) * - ’Y( Uk)

k=1
» WeR:, (X — v (v) & (bX — T (bv)) (HP mais ... )
» VbeR:, (X - T (hv)) <X<—>’y >(HPmais...)

VYVY V VYVYY

v

7. Loi géométrique ©

» Notation : X — G (p) ot p €]0,1].
» Parameétre : p
» Epreuve type : c’est le rang d’appartition du premier succés lors d’une succession illimitée d’épreuves
de Bemoulli indépendantes et de méme parameétre p.
> X (Q) =
>Vk€]N* P(X =k])= klpavecqzlfp.
> Vke N, P([X >k]) =q"
0 si z<1
’WGRFX“ {1 siozelkk+l], ke N*
» E(X) p
» V(x)=2L

» Absence de mémoire
(X —=G() & (V (n,m) € (IN)?, Pixsn ([X >n+m]) =P (X > m])) ce qui s’est passé sur l'in-
tervalle |—oo, n] n'affecte en rien ce qui se passera sur lintervalle In,n + m)].

8. Lois normales ©

8.1. Loi normale centrée et réduite ou de Laplace-Gauss centrée et réduite.
» Notation : X — N (0,1)

» Parameétres : 0 et 1

» X(2)=R p.s.

» VzeR, fx(x)=
» Intégrale de Gauss

—z2/2

€
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+oo 1 2/2
> e ¥/ 4dr =1
/—oo V2T
+o0 R
> / e dr = /7
— 00
» Fonction de répartition
T
1
> Vxe]R,@(x):/ —

et /2 4t
—oo V2T

>VeeR, ®(—z)=1—-o(z)

> ®(0)=1/2

» Mode : 0

» Meédiane : 0

» E(X)=0

» V(X)=1
0 si ne2IN+1

» Vne N, E(X") = (2m)! (HP mais ... & savoir retrouver)

si n=2mec2IN
2mm
X—-m

TN O) & (X =N (o)
» Stabilité de la loi normale centrée réduite par convolution
N(0,1)%---x N (0,1) =N (0,n)

~~
n fois

» Approximation

((X,L)RZIi,i.d.):<ZZ_1XkE(Zz_le)> LN o N A(0,1) (TCL)
n>1

V'V (ko Xi)

8.2. Loi normale quelconque ou de Laplace-Gauss.

» Notation : X — N (m,0%) ot meR et 0 € R
» Parameétres : m et o2
» X(Q)=1R p.s.
b VrER, fx (1) = ——e 2 (5F)
, JxX (X)) = Jx/ﬁe
» Mode : m
» Meédiane : m
» E(X)=m
> V(X)=o0?
» Théoréme fondamental de la loi normale

(X =N (m,0%)) & (Xf:m wv(o,n)

» Stabilité de la loi normale par convolution

/\/(ml,a%) *~'~*N(mn,ai) N(ka,20%>
=1

k=1

9. Loi de Poisson §

Notation : X — P (X) ou A € R
Parameétre : A

Epreuve type : nombre d’apparitions d’un phénoméne rare durant un intervalle de temps donné.
X(Q) =N

Vke N, P([X =k]) =
E(X) =\
V(X) =\

e*)\)\k‘
k!

VYV VVYVYY
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» Stabilité de la loi de Poisson par convolution

P)s-xP(A) =P (ZM)
k=1

» Raikov a démontré que si Xq,,...,X, sont n variables indépendantes pour lesquelles S, = ZXk
k=1
suit une loi de Poisson, alors chacune des variables Xy, suit une loi de Poisson (HP mais ... ). On
dit que la loi de Poisson est indéfiniment divisible, c’est la seule & valeurs dans IN.
> Si X —>PN) alorsP([X=0))=1—-Fy (1) o Y — &£(A) (HP mais ... a savoir retrouver).
» Soit X = P(Ax) et Y — E(A) alors P ([X > z]) =P ([Y =0]) (HP mais ... & savoir retrouver).
» Approximation

TR0 e (rova)

10. Lois uniformes

10.1. Loi uniforme discréte (©.

» Notation : X — U ([1,n])

» Parameétre : [1,n]

» Epreuve type : numéro d’une boule tirée & partir d’une urne constituée de boules numérotées de 1
an.

> X (Q)=[1,n]

> V€ [1,n], P (X = k) %
>ExX):”;1
> V(X)= ”21;1

» Soit (a,b) € R? avec a < b alors
(X = U([a,b])) (X —a+ 1 U([Lb—a+1])

—a+1)?-1
etE(X):a;b etV(X):%.

> i& Contrairement & une légende urbaine, la loi uniforme n’est pas stable par convolution!

10.2. Loi uniforme continue (©).
» Notation : X — U (I) ou I est un intervalle d’extrémités a et b deux réels tel que a < b.
» Parameétre : [

» X(Q)=1p.s.
1
> vz e R, fx (z) = (m) 1; (z)
0 si z<a
r—a
» VzeR, Fx (z) = p—g O x € [a, b]
1 si x>b
»E(X):“;b
_(b—a)’
» V(X)= B
‘ In(1-0) . .
» S5iU<—=U(0,1]) alors Y = ————= — £ (\) (HP mais a connaitre ...)

v

(X = U (0,1]) & (v (ab) € (RL)?, a+(b—a) X — L{([a,b]))

(X = U (o, 1])) < (% gu([o,l]))

v
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b (X = U(0,1]) = (-%m (X) — 8()\))

> i% Contrairement & une légende urbaine, la loi uniforme n’est pas stable par convolution !

11. Bilan des lois stables par convolution

B (n1,p) * B(n2,p) = B(n1 4 n2,p)

P (A1) *P (X)) =P (A1 + o)

7 (v1) * 7y (v2) =7 (V1 +v2)

N (m1,01) * N (ma,03) = N (m1 +ma, 0} + 03)

vvyyvyy

12. Bilan des lois sans mémoire

» O : Les secules variables & valeurs dans IN* qui ont la propriété d’étre sans mémoire, c¢’est-a-dire
vérifiant :
Y (n,m) € (]N)2, P(X>n+m]) =P (X >m])P (X >n])
sont les variables géométriques.
» (© : Les seules variables o valeurs dans Ry qui ont la propriété d’étre sans mémoire, c’est-a-dire
vérifiant :
V(s,t) € (Ry)*, P (X >n+m]) =P (X >m)P (X >n])
sont les variables exponentielles.



CHAPITRE 14

Compléments hors programme mais ...

1. Formule de Vandermonde

Proposition 14.1. Pour tout triplet (ny,ny,n) € IN® tel que n < ny + no alors
i: ny U») - ni +ng
E)\n—-k) n
k=0

2. Relation min et max

Proposition 14.2. Pour toute liste (x1,...,x,) € R",

n

max (Z1,...,2Ty) :Z(—l)k_l Z min (2, ..., T4, )

k=1 1<iy <--<ip<n

3. Urne muticolore

Proposition 14.3. Soit N le nombre de tirages de n boules dans une urne contenant ni boules de
couleurs C1, ..., ng boules de couleurs Cy. On cherche le nombre de tirages avec ¢y boules de couleur C1, ...,
¢ boules de couleur Cy,.

» Si les tirages sont non ordonnées et successifs sans remise ou simultanés, alors

C]. 2 Ck?
avec n = c +"'+Ck.

» Siles tirages sont non ordonnées et successifs avec remise, alors
n n—aca n—c¢—-—Cg-1 )
N = X e X X ni't X ng? X - X ng
1 C2 Ck
avecn =c¢1 + -+ Cg.

4. Espérance et fonction de survie

Proposition 14.4. » (S : Soit X une variable a valeur dans IN alors

(B(X) <o) & [ P(X>n])<oo
n>0

En cas de convergence,

+oo
E(X) = P (X > n)
n=0
» © : Soit X une variable o valeur dans Ry de fonction de répartition F alors

(B(X) < 00) © (/0+OOP([X>:U]) <oo)

En cas de convergence,
+o0 Foo
E(X):/ P([X>x]):/ (1 F(2)) do
0 0

59
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Proposition 14.5. Pour toute variable aléatoire discréte X, on a
lim P([|X|>z])=0
T— 400

5. Interprétation géométrique de la corrélation

Définition 14.1. ®@© : Soit (e, ) le produit scalaire et ||8|| la norme de L2, alors
» Cov(X,)Y)=(X-E(X),Y —E(Y))
(X-EX),Y-E())
» p(X,)Y) =
N X BN - B O]
Autrement dit, p(X,Y) est le “cosinus de l’angle” entre X —E (X) et Y —E(Y). Donc p(X,Y) = +1
signifie que X —E (X) et Y —E (Y) sont colinéaires : il existe un réel a non nul tel que

Y —E(Y)=a(X -E(X))

6. Minimisation de la variance

Proposition 14.6. ®© : V (X) = in%E <(X — a)2> (& savoir retrouver)
ac

7. Espérance conditionnelle

Proposition 14.7. ©:VBe A, P(B)#0, E(X | B) = % (¢ savoir retrouver)
E (X1 _
Proposition 14.8. ®:Vy e Sy, E(X | [Y =y]) = M (& savoir retrouver)

8. Loi exponentielle
Proposition 14.9. © : Soit X — E(\) et Y — & (u), tel que X LY alors

> P(X V) -

I

» P([Y <X]) = Py

» P((X=Y])=0

» inf (X,Y) — E(A+ p) (ce qui se généralise par récurrence, il n’y a rien de remarquable & dire concer-
nant la loi de sup (X,Y))

> P([XSYD:ﬁ)\M

> @:5()\)1“(%,1)

> ©:EN)x---xEN=T <§,n> (Loi d’Erlang)
—_— ——
n fois

» Soit X — E(N) et Y — P (Az) alors P ([ X > z]) =P ([Y =0])
> 5i X > EN) alors | X]|+1—= G(|A\])

Proposition 14.10. © : v (v) =T (1,v)
9. Variables symétriques
Définition 14.2. Variable symétrique

©© : On dit qu’une variable est symétrique lorsque X ~ —X

Proposition 14.11. Distribution bilatérale
© : Soit X une v.a.r.a.d. de densité fx alors

(X ~—=X) & (fx est paire)

On parle de distribution bilatérale.

Proposition 14.12. ®© : Vz € R, Fx (—z) =1 — Fx ()
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Proposition 14.13. Q)© : Soit X etY deux variables symétriques indépendantes alors X Y reste une
variable symétrique.

10. Variables aléatoires extrémes

Définition 14.3. Soit n (n > 2) variables X1, ..., X, définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
On appelle variables extrémes, les variables aléatoires

inf (Xy,...,X,) et sup(Xy,...,X,)

définies par
inf (X1,...,X,):weQ—min(X; (w),...,X, (w) €
sup (X1,...,Xp) :w € Q- max (X; (w),...,Xn (w ))G]R

Proposition 14.14. Soit n (n > 2) variables indépendantes X1, ..., X, définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P). On appelle définit les variables aléatoires

I, =inf (X;,...,X,) et S,=sup(Xy,...,X,)

Alors pour tout x réel,

x):HFXk (x) et Fg, (x)= H 1—-Fx, (z

Remarque 14.1. A Puisque les variables extrémes ne sont pas fonction de sommes de variables
aléatoires, le TCL leur est inapplicable dans une étude de convergence en loi. On utilise le théoréme de
Fisher—Tippett—-Gnedenko (de la fin des années 20 et 40 HP mais ... ) qui tombe réguliérement sans le dire
.. Il est alors loccasion de découvrir les lois de Weibull, de Fréchet et de Gumbel qui sont des lois a densité.

11. Loi géomeétrique

Proposition 14.15. » © : Soit X1,..., X, n variables aléatoires indépendantes telles que pour tout
ke [l,n], Xk — G (pr) alors

inf(Xq,...,X,) — @G <1H(1pi)>
i=1

> ®:G(p)x---*xG(p) =P (n,p) (loi de Pascal de paramétres n et p généralisant la loi géo-
—_—

n fois
métrique)

Remarque 14.2. Il n’y a rien de remarquable o dire concernant la loi de sup (X71,...,X,).

12. Loi normale et loi du chi-deux

Proposition 14.16. » © : (X — N (0,1)) = <X2 —T (2,%)) (loi du chi-deux a 1 degrés de

liberté)
» © : Soit Xy,...,X,, des variables i.i.d.

(Vk € [1,n], Xz —N(0,1)) = (i:X,f T (2,%))

k=1
(loi du chi-deux & n degrés de liberté HP).
13. Produit scalaire et norme associée dans £?

Proposition 14.17. » ©Q : Soit (X,Y) € (£2)*, (X,Y) = E(XY)
> ©© : Soit X € L2, | X|* =E (X?)
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Outils

> Vpe IN*, Vk e [L,p], |z <|zff +1
2 2

> ¥ (0y) € R, [ay] < T

2 +1

Ve e R, |z| <

VeeR, |z] <z <|z]+1
VY (x,y) € R?, max (z,y) 4+ min (z,y) =z +y

(ce résultat ne se généralise pas en max (x1,...,x,)+ min (z,...

¥ (z,y) € R?, max(z,y) — min (z,y) = [z — y|

+oo 1
> ot T oult <1
n=0 o

+oo

1
> ()" = ou [t < 1
= 1+¢
+o0 i
ZE =—In(l—¢)oute[-1,1] (HP mais ...)
n=0
+oo

k-1

Z("z >t” ~ o |t <1
n=0 -1 (1 - t)
400 "
Z G =eouzxe R
—

+oo 2n

tX

eX e tX =2 Z ((273)' (a savoir retrouver)

n=0 :

+00 2n+1

tX)
tX _ —tX 2 ( . : t
e e HZ:O i1 (& savoir retrouver)
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15. OUTILS
I 2
> \/T/ z2e=""/2dx =1 (moment d’ordre deuz d’une variable N (0,1))
T™Jo

“+o00
» Vne N, / e *dx =n! (valeur de T'(n+1))
0

+oo
> / xe *dx =1 (espérance d’une variable £ (1))
0



Approximation
binomiale par Normale, 47
binomiale par Poisson, 47
poisson par Normale, 47

Calcul de probabilité
a partir de la fonction de répartition, 22
a partir de la fonction de survie, 23
Coeflicient
de corrélation linéaire, 35
Coeflicient
binomial, 11
multinomial, 12
Convergence
en loi, 44
en probabilités, 43
spaciale, 43
Convergences
lien, 45

Dénombrement
exemples fondamentaux de tirages usuels, 16
lemme des bergers, 15
nombre d’applications de E vers F, 15
nombre d’arrangements de E vers F, 15
nombre d’injections de E vers F, 15
nombre de combinaisons de p éléments de E de cardinal
n, 16
nombre de couples d’entiers, 16
nombre de p-listes de E, 16
nombre de parties d’un ensemble E, 16
nombre de permutations de E, 16
nombre de suites d’entiers, 16
probléme des anagrammes, 16
Densité de probabilité
caractérisation, 22
définition, 22
Dispersion d’un vecteur aléatoire, 33
Distribution bilatérale, 60
Droites de régression, 38

Ecart quadratique moyen, 38
Ecart-type, 26, 38
Echantillon, 49
Egalité
en loi, 23
Ensemble
définition intuitive d’un ensemble, 7
différence d’ensembles, 9
différence symétrique d’ensembles, 9
distributivités, 8

Index

65

ensemble des parties d’un ensemble, 7
fonction indicatrice ou fonction caractéristique, 9
inclusion d’ensembles, 8
intersection d’ensembles, 7
lois de Morgan, 8
partition, 15
produit cartésien, 9
union, 7
Equiprobabilité, 19
Espérance
conditionnelle, 32
définition, 24
et fonction de survie, 24
et variable bornée, 25
linéarité, 31
Espace
probabilisé, 18
probabilisable, 18
Estimateur
biais, 49
consistant, 49
convergent, 49
d’un parameétre, 49
risque quadratique moyen, 49
Estimation
définition, 49
par intervalle de confiance asymptotique d’une moyenne
de loi normale de variance donnée, 52
ponctuelle, 49
Evénement
négligeable, 18
quasi-certain, 18
systéme complet, 18

Fonction
de régression, 32
de répartition, 22
de survie, 23
Fonctions de régression, 32
Formule
de Bayes, 20
de ’espérance totale, 32
de Poincaré ou du crible pour deux ensembles
dénombrement, 15
de Vandermonde, 11
des probabilités composées, 20
des probabilités totales, 20
du bindéme de Newton, 11
du crible pour deux ensembles
probabilité, 18
du triangle de Pascal, 11



66

multinomiale, 12
Fréquence empirique, 50

Identité
de Bernoulli, 12
du parallelogramme, 34
Identités
de polarisation, 34
Inégalité
avec une variable indicatrice, 41
de Bienaymé-Tchebychev, 39
de Boole ou sous-additivité, 19
de Cauchy-Schwarz, 35, 40
de Chernoff, 39
de concentration, 39
de Jensen, 40
de Markov, 39
de moments, 40
triangulaire, 40
Indépendance
deux événements, 19
mutuelle, 19
n événements, 19
suite d’événements, 19
variables aléatoires
caractérisation, 35
Intervalle de confiance
asymptotique d’un parameétre, 51
d’un paramétre, 51
d’une proportion, 52

Lemme des coalitions, 36
Les trois grandes partitions de IN2
de deux familles sommables, 29
Loi
binomiale, 53
caractérisation, 23
caractérisation de la loi d’une fonction d’un couple, 30

caractérisation de la loi d’une fonction d’un vecteur, 32

certaine, 54
conditionnelle, 30
d’Erlang, 55, 60
d’un couple, 30
de Bernoulli, 53
de Dirac, 54

de Fréchet, 61

de Gumbel, 61
de Poisson, 56

de probabilité, 22
de Weibull, 61
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